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��������	
�� �������!�2�����/ ���+!��. ��;4���,� � 3��� ������������ )�!�(

��)����*� ��4*�. ���*2� �2�!;!��" +�!"-�� �������� �� �#����, ��� ��!��#�� �4 ��4�,�

���)�,� �+!��#�0� ��A��; ��!" � ��-���� ��4����/:�� 4�2�) �#��2�#�; ��#�2�� ��(

#���#�4��������0 �+��+�#�� ��*��!��. �4���;��,� ��� �4�)���� )�!���)����*� ��4*��

�2�� �4 ��A�,� ������!���0 � �4�)���� )�!���)����*� ��4*� ��;4��� � ���!�2�����;��

�*� M!��#��)����0 ��#�����#�. ��*��#�������0 � ��2� ��*��!� M!��#��M� �3�!�*����,

NOO�P� �!/)���� ���#� � M#�0 ���+!��� 4������# 4�2�)� !���!�4� �� ��#�)������ ����(

2�!���� 4�� ��#�����#� �#��,���# ���,� ��4��A���#� 2!; �����2���; 2��*���#�������;

� !�)���; 4�+�!�����0. ���!�2�����; ���� �0 ��4*� �� ���-��� ��42�0�#��;. ���!�2���(

��; ���+!�� ������;#�; )�!������ ���-��*� �����

����2�!���� 4�� ��#�����#� ���, *�!����*� ��4*� ��� ���� �;� �� ��4!�)�,� ���-(

��� ��42�0�#��; -����� ����!"4��#�; ��� ��42���� ��#��3�0�� ��4*(����"/#�� NQJRST(

UVHDICWJ XTCWJYRFWP� � ��0��3�4��!�*�)����� ���!�2�����;� �� ������ OO� �����2;#�;

��A��0-�� M���������#, �� �,;�!���/ ���� �� ��4*� �� ���#���/:�� �+��4,� ?�!�)�;

� ���� 3��� ����!"��*� ���#�;��; ��+�#, ��4*�. ��0��3�4��!�*� �,;�!;/# ���� ��,

� ������4�, ���#�����*� �4����2�0�#��; ��������# ��4*�� ?���#�)����� ���2����� ��(

�,� ���*�����,� ���#��. �� ������ ���,� ��3���� ����,� #����!�*�0 ��4��!;�# 2�#"

2���!��#�!"�,� ���,� ���#�����#, 2!; ��������; ��0��3�4��!�*��� ���+!�� ������(

;#�; )�!������ ���-��*� �����

?��� ����!"��/ ��!" � M#�� ���!�2�����;� �*���# ��#���#�4�������,0 ���!�4 2��(

�,� OO��

��0�����; ���#��� ��4*� ���2�#��!;�# ��+�0 �)��" �!�A�,0 �+Z��#. ��2��A�:�0 ���(

+!�4�#�!"�� 1014 ��0����� �. ��#��,� � ����������#� �#��A�/# 3��� ����!"��� ���#�;(

��� ��4*���0 ��#�����#�� ��2�#" � ���� �� ��4*� �, ��A�� �� �4������;� ��#�� ��!�

�� ���������#� *�!��,. ��#��,� ;�!;/#�; ���*���2��,��. #��� �#��A�/# ���� �/ ��4*�

�� ��4�,� �������,� �� ��#��, L 4��#�!"�,�. �!����,�. ���#�!"�,�. 2��*�#�!"�,� � 2��

� ��!�)����� M���������#�!"��� ��*��!� ��2��A�#�; �����!"�� ��#���. ��#��,� �#��(

)�/# 4� ��4�,0 #�� ��#�����#�. � ��4�!"#�# �� �4����2�0�#��;� �!����0 ���+�����#"/

M���������#�!"�,� 2���,�. �4�)���,� � 2�����#� ��. ;�!;�#�; #�. )#� ��� ��!�)��,

���-���� �� �#��-���/ � �+Z��#� 2��*���#������ ���+��2��� ����2�!�#" ���#������

��#�)���� M#�� ��*��!��. )#�+, ���;#" ��2�!�. !�A�:�� � ������ M#�� 2���,��

?��)���0 ��4��#�; ����!!�!"�,� �!*���#��� � 4�2�)�� !���!�4� �� ��#�)����� �!�(

A�# ���-#�+, ��4��+�#,����,� ��2�!�0 )�!���)����*� ��4*�� �# �+:�� ���*��!�0�,�

��2�!�0 ���!�2���#�!� ������2;# � ��2�!�������/ �������!"�� ���+!�A���,� � ���(
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���#���� ���,#������ ���#���)����� �#���#�� ��4*� � �������/ +�!�� �!�A�,� ���(

 ����� M!��#��)����0 ��#�����#�. �������2;:�� �� �����(������� � ��;4� � M#�� )��!�

M!����#�� � ������#�������0 �#���#��� ��4���#��# � �����!"�� ��4. )#� #��+��# ���!�(

)���; �,)��!�#�!"�,� �������� 2!; �����(��2�!�������;� ��42���� ���,� ����!���0

���*���� ������,� �,)��!�#�!"�,� ���#��. ��2��A�:�� ��#�� #,�;) ��� ������,� M!�(

���#��. ��4��!;�# �#���#" ���,� 4�2�)� �� ��;���� ��2�!�������/ ��+�#, ��4*��

��� M#� �����2�# � ���+��2����#� ��4��+�#�� ���,� �!*���#��� � ���*�����,� ���(

�!����� 2!; �+��+�#�� 2���,� �4������0. ��;4���,� � ��#�����#"/ � �#������� ��4*��

��������. )#� ���2!�*��#�; � 2�����#� �� ( M#� ��#�2. ��������,0 �� ����!"4������ ��(

���+!�0 2����"�� ��-���0 � ���*�����,0 ����!���. ���#�����,0 �� +�4� M#�*� ��#�2�

2!; ������ ��#�)����� ���!�4�����,� ��*��!�� M!��#��)����0 ��#�����#� *�!����*� ��4(

*��

���� ��

��������

��4��+�#�� �!*���#��� � ���*�����,� ���2�#�. ���!�4�/:�� ��#���#�4��������� ��(

�#������ ����#����#�����(�������,� ���# ��#�����#� ��4*� �� 2���,� OO��

������� �	����� � ��������
��� ����	
���

&� ��4��+�#�� ���,0 ��#�2 � ��42��� ���*������; ���#��� ��#���#�4��������*� ���(

!�4� ��*��!� OO�� �����,� ����4���. )#� 4�2�)� !���!�4� �� ��0����,� ��#�)��(

��� �� ��*��!�� OO� ��A�# +,#" ���#��!��� ��� 4�2�)� �!����3��� �� 2���,� �

M33��#���� ��-��� � ����:"/ 2����"�� ��-���0� ��42�� ���*�����,0 ����!���.

��4��!;/:�0 ��#�0)��� �,2�!;#" � #��������� ����#����#�� M!��#��)���� ��#��(

�,� 4��, ��4*�. �#��)�/:�� 4� ��*��#������,0 ����#����#�����(��������0 ��*��!

OO��

5� �����,� ��4��+�#��, �!*���#�, � ���*����, ����!!�!"��*� ���!�4� 2���,� OO�

+�!"-�0 ��4������#� � ����:"/ ���#�����; ����#�#� �!����3���#���� �� �,����(

����4��2�#�!"�,� �,)��!�#�!"�,� ���#����� ��4��+�#��� ��#�2��� ����!!�!"��*�

�+�)���; �!����3���#����� ?���4���. )#� �3����!��������; 4�2�)� ;�!;�#�; ���(

-#�+������0 �� )��!� ��� ��������

'� ?��2!�A��, ���,� ��#�2, � �!*���#�, ��#���#�4��������0 � ���� 3��� ����!"(

��*� ���#�;��; ��4*���0 2�;#�!"���#�. ��#��,� ��*�# �!�A�#" ��#�)����� 2���!(

��#�!"��0 ��3���� �� ��� ���!�4� ��0��3�4��!�*�)����� 2���,��

?����2��� ����#�)����; 2�����#�� �; M33��#�����#� ��4��+�#���,� ���*����(

�,� ���2�#� ��� ���!�4� 2���,� OO�. ��!�)���,� � ��0��3�4��!�*�)����� M����(

�����#��. ��;4���,� � �+��+�#��0 ��4*�� 4��#�!"�,� �#���!���

5
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������,� ��4�!"#�#, ��+�#, 2��!�2,��!��" ��7

• 5'(0 ��A2�����2��0 ���3���� �� �� �#�#��#�)����0 3�4��� [\]\^_`[5'. ��� �;

�#��#��#�)����� ��#�2, � +����2� ��� N�#�!�;. ����;. �/!" 5$$aP

• &>(0 ��A2�����2��0 ���3���� �� �� ����!!�!"�,� �,)��!���;� ^RJUV5$$a N���(

����;. �����. ���#;+�" 5$$aP

• �������� �����, �4�)���; ��4*� )�!����� N+��!�*�)����0 3���!"#�# ��	P

• �������� �����, ��0��3�4��!�*�� ��*��#���,� ?�� ����� ���#�#�#� �,�-�0

������0 
�;#�!"���#� � ��0��3�4��!�*�� ���

• ���)��0 ���3���� �� K���������� b#���; 5$$aK N�����;. ������. ��	. 3(# ����P

• �������� ��3�2�, ��#���#�4� �� ���#�� �,)��!�#�!"�,� ����!����� �� ������2(

�#��� 4��� ��3�2�, )!�(����� ��� ���� ����!���

����������� ������,� ��4�!"#�#, 2�����#� �� ���+!������, � ��+�#�� c&(@d�

��������� � 	���� ��

�������� 
�����#� �; ���#��# �4 ���2���;. #��� *!��. 4�(

�!/)���;. ������ !�#���#��, � ���!�A���;. ��2��A�:�*� �������� ���# �4!�A�� �� &&5

�#���� ��. 2�����#� �; ��2��A�# 5a ��������� ������ !�#���#��, ��!/)��# &&> �����(

������0�

��
�����
 ���	�

�������� ����;:��� ���#���� �������/ ���+!�� � ��4�!"#�#��. �#���;:���; � #���

2�����#� ���

?����2�� ���!�4 ��:��#��/:�� ��#���#�)����� ��2��2�� ��#���#�4��������0 �+��(

+�#�� M���������#�!"�,� 2���,�. ��;4���,� � 2�;#�!"���#"/ ��4*�� ������#���, ���(

����#������,� ���*�����,� ����!���, �� �+��+�#�� M!��#��)����� ��*��!�� ��4*�. �#(

��)��, �� ��2��#�#�� � ������:��#���

������ ����� ����;:��� �+��������/ ����*� ��2��2� 2!; ���!�4� ��*��!�� OO� ��

������ �����+!�0 �!�)�0�,� 2����"�� ��-���0�

�!����0 ���+�����#"/ ���2!�A����*� ��#�2� ;�!;�#�; ���2���� 4�2�)� !���!�4� ��

��0����,� ��#�)����� ���#�� ��4*� � 4�2�)� �!����3��� �� ���4����� ��#�)����� �

����!"4������� ����#�#� *�!���/:�� �!����3���#����. �+�)���,� �� ���2��� ��*��!�

OO��

� e&�& ����,���#�; 2���!"��; ��2�!" ��0����,� ��#�)�����. ��42�/:�� ��*��#��(

����,0 M!��#��)����0 ��#�� ��! �� ���������#� *�!��, � #����!�*�� OO�� ?����2�#�;

'



��#���#�)����; ���#������ 4�2�)� ������ ��#���,� ��0����,� ��#�)����� ���#�� ��4*�.

�#��#�#����,� 4� �������,0 M!��#��)����0 ��#�� ��! �� ���������#� *�!��,�

� �4���#��0 2���!"��0 ��2�!� ��4* ������#�����#�; ��� �+Z���,0 #�������,0 ���(

��2���� ��#�)������ M!��#��)����0 ��#�����#� ;�!;/#�; M!��#��!�#�)����� #��� ���#(

�� �����,� �!�#�� ���, *�!����*� ��4*�. ��#��,� 4����;/#�; � ��2�!� !���!�4�����,��

M!��#��)������ 2���!;��� �*����)���; �� �+!��#" �������#������; M!��#��)����*� ��(

!; ���2;#�; ���������� ���������#� *�!��,�


���!" � ���+�2��� ����#����#�� 4�2��#�; ����#����#����,� ��!�A����� r(p) � ���(

#���� �!�#���#� #��� N�����#�. ν(p)P� ����!"4�; �4���#�,� 4����, �������#������; M!��(

#��)����*� #��� � �*����)����� ����#����#��. ��A�� �,)��!�#" ��#�� ��! M!��#��)�(

���*� ��!;. ��42�����,0 4�2���,� ��+���� 2���!�0 N��;��; 4�2�)� OO�P� <�2�)� ������

�����!�A���; ��#���,� ��0����,� ��#�)�����. �#��#�#����,� 4� ��*��#������,0 �� ��(

�������#� *�!��, ��#�� ��!. ��4,���#�; �+��#��0 4�2�)�0 OO� �!� 4�2�)�0 !���!�4� ��

��#���,� ��0����,� ��#�)������

� 2�����#� �� �+��#��; 4�2�)� 3����!����#�; �!�2�/:�� �+��4��� ?��#"

2��, M���������#�!"�,� ��*��!, OO�. ���2�#��!;/:�� 4����" M!��#��)����*�

��#�� ��!� Uexp �� ���������#� *�!��, � #�)���� ����2�!����*� �������� <�2�� ��+��

2���,� L M!��#��)����� ��#�� ��!, Uexp(ϑi, ϕi, t
n) � �;2� #�)�� (ϑi, ϕi; i = 1, 2...I)

�� ���������#� *�!��,. �4������,� � �����#, ������� (tn; n = 1, 2...T )�

O#�# ��#�� ��! ��2�!����#�; �������,� ��#�� ��!�� 2���!"�,� ��#�)�����

Umodel =
∑

p U
(p)
model(r

(p), ϑ(p), ϕ(p), ν
(p)
r , ν

(p)
ϑ , ν

(p)
ϕ |ϑi, ϕi, t

n). *2� p = 1, 2, ..., P L �����

��#�)����. r(p) = (r(p), ϑ(p), ϕ(p)) L ����2���#, ��#�)���� � �3���)����0 ���#���

N!���!�4� �;P. ν(p) = (ν
(p)
r , ν

(p)
ϑ , ν

(p)
ϕ ) L #�� ����� �� ��!, N�����#�P 2���!;. (ϑi, ϕi) L

����2���#, i(*� M!��#��2� �4������; ��#�� ��!� �� ���������#� *�!��, � �3���)����0

���#���� �)���#" ���������� �� M���������#�!"�,� 2���,� ��2�!"�,� ��#�� ��!��

�# p 2���!�0 � ������#�; 3��� ����!�� �-�+�� �� ��#�� ��!�7

εp(tn) =
∑

i

[(Uexp(ϑi, ϕi, t
n)

−U
(p)
model(r

(p), ϑ(p), ϕ(p), ν(p)
r , ν

(p)
ϑ , ν(p)

ϕ |ϑi, ϕi, t
n)]2ΔS, N&P

*2� ΔS L M!����# �!�:�2� ���������#�� <�2�)� ����2�!���; ��#�)����. ��42�/:�*� �4(

���;��,0 ��#�� ��!. ���#��# � ����A2���� #���*� ��!��*� ��+��� ������#��� p 2���!�0

{(r(p), ϑ(p), ϕ(p), ν(p)
r , ν

(p)
ϑ , ν(p)

ϕ )}p=1...P , N5P

��� ��#���� �-�+�� N&P ������!"��7 εp(tn) → min� <�2�)� ;�!;�#�; ��!���0��0 � ���

>



����A2���� �����!"��� ��#�)����� � ��A2,0 �����# ������� ( ��������2�!����0 N����(

��#��� ��#�)���� +�!"-�. )�� ��!���0 �����2���; ��#�� ��!�P. ��M#��� ���+��2��� ���(

2���� 2���!��#�!"�,� �*����)���0 �� ���A��#�� ��-���0 N��������. �������,� ���2(

��!�A���; � ��!� 2���!; � ��4�,� �����#, �������P�

� e&�5 �� ������ ����;#�0 2���!"��0 ��2�!� ���2!�*��#�; ��2��2. � ��#���� 4�2�)�

!���!�4� �� ��#�)����� ���2�#�; � 4�2�)� �!����3��� �� ������#��� ��#�)������

�������; �2�; ���2!�*����*� ��#�2� ���#��# � ��-���� 4�2�)� ������4� �� 3���(

 ����!� �-�+�� ��#�2�� �!����3��� �� ��#�)����� �� ������ ��� ��!"�� �3���������(

��*� �+�)�/:�*� ���A��#�� M#�� ��#�)������ ��A2,0 �+��4 � ���A��#�� L M#� ��+��

2���!�0. 4�2���,� � �3���)����0 ���#��� ����2���#� ?�!��� ���!�4������� ���A��#��

���#��# �4 ���A��#�� ��4!�)�,� ���+��� �0 ������#��� 2���!�0. �����!�*���,� ����(

#��,� �����+�� ���#�� ����#����#�����0 �+!��#� *�!��,�

��A2,0 ��+�� �4 n 2���!�0 �����#���4��#�; 6n ���4������ � ��#��0 �!����. � ��#�(

���� �� �����2!�A�#.

Xp = {x1, x2, ..., xi, ..., xM |Ck}p, N'P

*2� p L ����� ������� N��+��� 2���!�0P. k L ��#�� �!����. � ��#����� �#����#�; ������.

xp
i L i(0 ���4��� 2!; ��+��� 2���!�0 � ������� p� 
!; ��A2�*� p(*� ������� �,)��!;�#�;

�-�+�� �� ��#�� ��!� ffg N fWGShIRi fRiRCSjW gJJVJP

εp =
∑

i

∑

j

[(Uexp(ϑi, ϕj) − VK(ϑi, ϕj)) − w(p)(xp | ϑi, ϕj)]
2 sin ϑihϑihϕj .

<�2��#�; ������" 2����#���0 �-�+�� εth. � ��� ���A��#�� 2���!�0 ��42�!;�#�; �� 2��

�!����7 ��A� ����*�. ��*2� εp < εth N����,0 �!��� k C1P � �,-� ����*� N �#���0 �!���

k C2P� ��A2��� ��+��� 2���!�0 �#���#�; � ���#��#�#��� ��#�� �2��*� �4 �!������ ����

�+��4�� 3�������#�; �+�)�/:�� ���A��#���

l�!"/ �!����3��� �� 2���,� ;�!;�#�; ����A2���� ������#��� 2���!"�,� ��#�)(

����� �4 �+�)�/:�*� ���A��#��. �#���;:���; � �!���� C1. #��� ���/:�� 2����#��,0

������" �-�+�� N&P� ?��2!�A���,0 ��#�2 ��-���; ������4� ����,0 4�2�)� ;�!;�#�;

���,� �!"#����#���,� ��2��2�� ��-���; �+��#��0 4�2�)��

� e&�' ���2!�*��#�; �!*���#� ���#�����; �!����3���#��� 2!; ����2�!���; 4�� M!��(

#��)����0 ��#�����#��

� ����*��3� ��4��+�#,���#�; ��2�3� �������,0 ��#�2 ����#�#� �!�)�0�,� 2����"��

�!����3��� �� fRThVH mVJWGC � 2!; ��-���; 4�2�)� �!����3��� �� ��#���,� ��#�)��(

���. ��������,0 �� M����#��� 4�2�)� !���!�4� ��� ?�2��2 ���+���������; ����#,� �!��(

��3���#���� ;�!;�#�; M33��#���,� ��#�2�� ��-���; 4�2�)� +������0 �!����3��� ��

��	���� !� "����� #�	�����������	 !	������ $$������%�& �

%



� ����������/:����; �!�������

� ����*��3� ������ �!*���#� ���#�����; ���A��#�� ����#,� �!����3���#����. ��#�(

�,0 ���#��# � �!�2�/:��� 
!; �+�)�/:�*� ���A��#�� N'P �#���#�; P �!����3���#����

�� �!*���#��7

&� 1�������#�; P �!�)�0�,� ��4������,� ���#���� ��4������#� N, {ϑi}P
i=1 � �2�����(

�,� ������2�!������

5� ��A2��� ���#��� ϑl
k, l = 1..P, k = 1..N �#���#�; � ���#��#�#��� ��2���A��#�� ����2(

��*� �+�)�/:�*� ���A��#�� Di = {(�x, C)j
i}N

i=1,j=l�

'� ��A2�� ��2���A��#�� Di ��4+����#�; �� 2��7 Di = {(�x, Ci)
2/3N
1 ∪ oob = (�x, Cj)

N
2/3N}�

?����� +�2�# ����!"4���#"�; 2!; �+�)���; �!����3���#���. �#���� L 2!; �,)��!�(

��; �-�+�� �!����3��� ���

>� ����!"4�; ������ ��2���A��#�� �������� ��A2�*� Di. �+�)��#�; ��+�� P �!����(

3���#���� �� �!�)�0�,� ������#��� m7 {hk(x, ϑk, m)}P
k=1�

%� �,��!�;�#�; ��� �2��� *�!�������; �!����3���#����. ����2�!;/#�; �#�*��,� �+(

!��#� ��#�����#��

=� �,)��!;�#�; 4��)���� �-�+�� �!����3��� ��. ����!"4�; �#���� ��2���A��#�� ���(

����� ��A2�*� Di7 OOBerror =
∑

(�x,j)∈X,

P
hk:x∈oob(hk) I(hk �=j)/Nk

N
. *2� Nk L �+:�� )��!�

��������7 (�x, j) ∈ oob. N L )��!� �������� �+�)�/:�*� ���A��#��. I(·) L 3��� �;(

��2���#���

� ��)��#�� ����#�*� �!����3���#��� � ��+�#� ����!"4��#�; 2����� ��-���0� 
�����

��-���0 ���:��#�!;�# ����)��(���#�;���/ ���������� �/ ����2�,� 2���,�. )#� 2�!��#

��#�2 ��#�0)��,� ��� �+��+�#�� ��!"�� 4�-��!���,� 2���,�� �������)����; �#���#���

2����� ���2�#��!;�# ���4���� ����2��*� ���A��#�� � ���;2�� K4��)����#�K� �+�)����

2����� +�4 �#��)���; ��#��0 ����"-��# �,)��!�#�!"��/ �!�A���#" �!*���#���


!; 3����������; ����#�#� �!����3���#���� � ����*��3� ����2�!;�#�; ��� �2���

*�!�������; 2����"�� �!����3��� ��� � ��+�#� ���2!�*��#�; ����!"4���#" M����#��� 4�(

2�)� !���!�4� ��. ��#���; ���#��# � �!�2�/:���

� ��A2�� 2����� ������#����/#�; ��� ��#� �4 �������0 ���-��, vroot � !��#���/ ���(

-��� � ��#��0 �!���� C1� b���4 V = {v1, v2, ..., vN} �+�4��)��#�; ���A��#�� #������!"�,�
�4!�� 2�����. )���4 B = {br1, br2, ..., brB} L ���A��#�� ��#��0 2�����. �����2!�A�:�� ��A(

2��� �4 #���� ��#�0� ��A2��� ��#� i � 2����� t. ���2��;/:��� �������/ ���-��� � !��#

� �!����� C1. �#���#�; � ���#��#�#��� ���A��#�� ��2�

Regi = {xi, xth, rt}

*2� xi ( ���4��� �4!� vi. xth ( ����*���� 4��)���� �4!� vi �4 ���A��#�� �. �� L �#��-����

=



{<, >}. ����2�!����� ��#�"/ bri �4 ���A��#�� �� ���A��#�� +�2�# ����2�!;#" �+!��#" �

����2��� ����#����#�� ���4������

������#�����#�; ���A��#�� �+!��#�0. �,2�!���,� ����� 2����";�� ����#�#�7

Regall = {Reg11, Reg12 , ..., Reg21 , Reg22 , ..., RegP1, RegP2, ...}. *2� P L )��!� 2����"���

�#���#�; �#�+��A���� ���A��#�� Regall �� �3���)����/ ���#��� ����2���#� 
!; M#�*�

�,2�!;�#�; 2�� ��2���A��#��7 ������ �4 ��� ���#��# �4 ���4�����. �#��)�/:�� 4�

����#����#������ ��!�A���� 2���!�0 Rpos = {(rp, ϑp, ϕp)}L
p=1. �#���� L �4 �����#��

2���!�0 Rmom = {(νp
r , ν

p
ϑ, ν

p
ϕ)}L

p=1� �#�+��A���� 3�������#�; 2!; ���A��#�� ��!�A���0

��#�)����� Rpos � �3���)����0 ���#���. ����2�!;/:�� ���A��#�� �+!��#�0� �*2�

������)���� M#�� �+!��#�0 Zp = (
⋂P

i=1(R
p
pos), nt) +�2�# ���#��#�#����#" �+!��#;� �!����

C1. � nt L )��!� 2����"��. �)��#��/:�� � *�!�������� N������)����P� 
!; #�*�. )#�+,

�,2�!�#" ���+�!�� 4��)���/ �+!��#" ��-�/:�� ������)����� ����2�!;�#�; #����

������)����. � ��#���� �)��#����!� +, ���+�!"-�� )��!� 2����"��� �����#, ��#���,�

4�� ����2�!;/#�; M!����#��� �4 ���A��#�� Rmom�

���� �+��4��. ���A��#�� ��#���,� �+!��#�0 ���#��#�#���# )��!� 2���!"�,� ��#�)(

����� ��� ���#������ ����2��*� �+�)�/:�*� ���A��#��� 
���,0 �����+ !���!�4� �� ��4(

��!;�# ���!/)�#" �4 ������#����; �+!��#�. ��4����/:�� �4(4� -��� � ����2�,� 2���,��

� e&�> ���!�2��#�; ���2����#" � ����2�!���� ������,� ������#��)����� 4��������#�0

���2!�A����*� ��#�2��

���2����#" � #�)���#" ��4��+�#����*� �!*���#�� ��-���; �+��#��0 4�2�)� OO� +,!�

���!�2����� ��#�� ��-���; ��2�!"��0 �+��#��0 4�2�)� OO� � ��������; ��4�!"#�#��

��+�#, ��4��+�#����*� �!*���#�� � ���!�#�)����� ��-������

� ��4�!"#�#� +,!� �,;�!��, ������,� ������#�, �!*���#��. �!�;/:�� �� �*� ���(

2����#" � #�)���#" !���!�4� ��7 ����* �� ��#�� ��!�. )��!� 2����"�� � �����+!�. )��!�

���4����� 2!; �,)��!���; �4!� 2������

��	��� ����� ����;:��� ��4��+�#�� ���*������*� ����!���� 2!; ���!�4� �� ���2(

!�A���,� � 2�����#� �� ��#�2�� �+��+�#�� M���������#�!"�,� 2���,� OO�� � *!��� ��

������ ��4��+�#����*� ��#�2� � #��+�����0. ���2Z;�!;��,� � ���*�������� ����!��(

��. ����2�!��� �#���#��� ����!���� � ������#���� ���*������; ���!�4� �; ������,�

��2�!�0�

� e5�& �� ������ ���!�4� 3��� ����!"���#� ��:��#��/:�� ���*�����,� ���#�� !���(

!�4� �� 2���!"�,� ��#�)�����. �)�#� ��� �3��� ���2�,� M���������#�!"�,� 2���,� �

���2!�A���,� � �����0 *!��� �!*���#��� ����2�!;/#�; #��+�����; � ��4��+�#,�������

���*�������� ����!���� 2!; �+��+�#�� 2���,� OO�� �3����!�������,� � 2�����#� ��

#��+�����; ����2�!;/# 3��� ����!"�,� ��4��A���#� ����!���� � #��+�����; � ����4(

��2�#�!"���#� ��4��+�#,�����*� ����!���� ���*���� � ���-#�+�������#� ���2!�*���,�

����!!�!"�,� �!*���#���� � ����*��3� #��A� �+��A2�/#�; ��:��#��/:�� �����+, ���(

a



!�4� �� ���*�����,� ���#�� 2!; �+��+�#�� 2���,� OO��

� e5�5 ������� �#���#��� ��4��+�#����*� ���*������*� ����!���� 2!; �+��+�#�� 2��(

�,� OO��

���� &7 �#���#��� ���*������*� ����!���� 2!; �+��+�#�� ��*��!� OO��

��2�!� ����!���� �+����)���/# �+��+�#�� ���2�,� ��*��!��. ���!�4�/# ��4��+�#��(

�,� � 2�����#� �� �!*���#�, ��-���; ��;��0 � �+��#��0 4�2�). �,��!�;/# �+�� � ���(

!�4 ��4�!"#�#�� �+��+�#��. ��22��A���/# ��4��!�4� �/ � ��#�����#� �/ ��!�)���,�

��4�!"#�#��� �#���#��� ��4��+�#����*� ����!���� �����2��� �� ���� &�

<�*��4�� 2���,� ��*��!�� OO�. �� ���2����#�!"��; �+��+�#�� � ���2�#��!���� ��

���#������ 3����#� ���:��#�!;�#�; ��2�!�� ���� ����	
�� ?�����#���� ��2�!; ;�!;(

/#�; ��� �3��� �; 3����#� ���2�,� 2���,� ��*!���� ����;#�0 ���#��� ��*��#�� ��

��*��!� OO�� � ���#�;:�� ����; ��4��+�#���,0 ����!��� ��22��A����# ��+�#� ����

3����#�� ���2�,� 2���,��

������,�� ��2�!;�� ����!���� ;�!;/#�; ��2�!�. ���!�4�/:�� ��-���� ��;��0 4�(

2�)� NmVJnRJh [VijWJP � �,��!�;/:�� ���#������ �����+!; 2����"�� ��-���0 � ��4��A��(

�#"/ ����!!�!"��*� ����!����; �� ���*���� ������,� �,)��!�#�!"�,� NXTjWJGW [VijWJP�


!; ��4��!�4� �� � ��#�����#� �� ��4�!"#�#�� ��+�#, �!*���#��� ���!�4���� ��2�!"

����#����*� ������,� ������#��)����� 4��������#�0 � ��2�!" ��4��!�4� �� ��#����(

�#� �� ���!"�,� �#���#���� ��4*� NoJRDBSFG pSqJRJrP� �#2�!"�,0 ��2�!" ���!�4 �# �!(

*���#� ���#�����; ����2����,� ���# ��#�����#� �� ������ �!��#����*� ���!�4� NoJVID

[CRCSGCSFGP�

?��*������; ���!�4� �; ���2!�A���,� �!*���#��� �,��!���� �� ;4,�� �ss� ?�(

��!!�!"��; ���!�4� �; ��2�!; XTjWJGW [VijWJ �,��!���� � ����!"4������� #����!�*�0 ��(

@



��!!�!"��*� ���*�����������; t^X � uDWTt �̂ ���!�4� �; ��#�����#� �� ��4�!"#�#��

!���!�4� �� ����!"4��# +�+!��#��� #�������,� ��2�!�0 ��4*� QJRSTvSGR. ���2�#��!��(

��/ � ��2� �!����� �� ;4,�� �ss�

� ����*��3� ������, +�4��,� �!���, ������,� ��2�!�0 ���*������*� ����!����. ��(

�!�4�/:�� �!*���#�,7 ���#�����; �����+!; 2����"�� ��-���0. ���2���; 4�2�)� !���!�(

4� �� � 4�2�)� �!����3��� ��. ���#�����; ����#����#�����(�������,� ���# ��#�����#��

� e5�' �����2�#�; ��������; � ���� �!*���#�� ��-���; 4�2�)� !���!�4� ��� l�!"/

2����*� ���!�4� ;�!;�#�; �,;�!���� ���+�!�� K�4���K ���# �!*���#�� � �� 2�!"��0-�;

����!!�!"��; ���!�4� �;� ?�2 K�4���K ���#�� +�2�� ������#" ���+�!�� �,)��!�#�!"��(

����� )��#� �!*���#���

� ����*��3� ���!�4����#�; 4��������#" ������� ��-���; ��;��0 4�2�)� OO� �# ��(

����#��� 4�2�)�7 ��4������#� �+�)�/:�*� ���A��#�� � �����+� 4�2���; *����#��� ��(

�������#� *�!��, )�!������ ?��2�#��!��, 4��������#� ���#� ������� ��-���; 4�2�)�

�# ��4������#� ���2��*� ��*��!� OO� � )��!� ��*��!��. ����!"4���,� ��� ����2�����

��4�!"#�#���

?���4���. )#� �,)��!�#�!"�,� 4�#��#,.���+��2��,� 2!; ���#�����; �����+!; 2���(

�"�� ��-���0. 4�����/# ���!� 6$w �# �+:�*� ������� ��-���; 4�2�)�� ��!�������� 2�(

���"�� � ����2�!���� ��4�!"#���/:�0 4��, #��+�/# ���!� aw �+:�*� ������� ��-���;�

����2; �4 ��!�)���,� ��4�!"#�#��. 2!; ���!�4� �� ����!!�!"��0 �+��+�#�� ���2!�*��#(

�; ��42�!���� ����2��0 4�2�)� ���#�����; ���A��#�� �!����3���#���� �� ��4������,�

��24�2�)� ���#�����; �2��*� �!����3���#����

� ����*��3� �����2�#�; ���!�4 ���!�2���#�!"��*� �!*���#�� ���#�����; �2��*� 2�(

���� ��-���0� � ��4�!"#�#� �,2�!��, #� �#�2�� ���#�����; 2����� ��-���0. ��#��,�

#��+�/# ���+�!"-�� �������,� 4�#��#�

� e5�> ������ ����!!�!"�,0 �!*���#� ���#�����; �����+!�0 2����"�� ��-���0�

?��2!�*��#�; �����+ x+,�#��*� ���#�����;K ���A��#�� 2����"��(�!����3���#����.

��A2�� �4 ��#��,� ����2�!;�# 4��� ��#�����#� � 4��������#� �# ��!�)��#�� 2��#���,�

�������� �,)��!�#�!"��0 ���#��,� ������ ��� �������. �� ��#��,� �,��!�;�#�;

�!*���#�. ��4+����#�; �� +!��� � ���#��#�#��� � )��!�� 2����"�� ��-���0 � �����+!��

��4������,� ��24�2�)� �!*���#�� ������2�!;/#�; �� ��� �����, M#�� +!�����

?��#" ���A��#�� ���+�2�,� ��� ������� P���� � Nt L )��!� 2����"�� ��-���0. ��#��,�

��A�� ���#���#" 2!; 3����������; �����+!;� �*2� *����� ��� ������� P���� ��4+���(

�#�; �� +!��� �� P����/NtHVhNb. *2� Nb L )��!� ��� ������� � ��A2�� +!���� �+�)����

��A2�*� 2����� �,��!�;�#�; �� �2��� +!��� ��� �������� ����2��� ���A��#�� ��������

B ������2�!;�#�; ��A2� +!����� �� B/(P����/NtHVhNb) �������� �� +!��� ���A��#��

�������� 2!; ��A2�*� +!��� ��4+����#�; �� ����,� )��#� ��A2� ����� ��� ��������

+!����
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?��2��!�A��. )#� )��!� ��� ������� � +!��� ��#" �#����" 2��0�� � ��2���#��� ��;4�

��� ������� 2��* � 2��*�� ���2�#��!;�# ��+�0 #���!�*�/ *������+�� �� ����#��� M#�

��!���� ���!�4��#�; ��#�� ����!"4�����; ���#��!"�,� #���!�*�0 t^X�

y�*� ����!!�!"��*� �!*���#��7

&� z�4� 2���,� �+�)�/:�� �������� 2����� ��-���0 ���������� ������2�!;�#�; ��A(

2� P ��� ��������� ���� �+��4��. ��!� N L )��!� �+�)�/:�� ��������. #� � ��A(

2�*� ��� ������ � !���!"��0 ���;#� +�2�# N/P ���������

5� �4��)�!"�� ��� ��� �����, �+��+�#,��/# �2�� �4�! 2����� N0 � ��+�#�/# ����#�

2!; �,)��!���; #�)�� ��4+����;�

• ��A2,0 ��� ����� 2!; ��A2�*� �#��+�#�. ����2;:�*��; � ��*� � ���;#�. �,(

)��!;�# ������2�!���� �!����� � 4����,���# �*� � ���/ ����/ �M-(#�+!� ,�

• ��A2,0 ��� ����� �+�������#�; 2���,�� � ������2�!���� �!����� � 2��*�(

�� ��� �������� �����2�#��� 4����� � *!�+�!"��/ ��2�� �����/ ���������/

N�M-(#�+!� �P�

• �2���������� ��� �����, �,)��!;/# 4��)���� M�#����� � ��2��� ���� 2!;

��A2�*� �#��+�#� �4!� � �,+���/# ���!�)-�0 �#��+�# 2!; ��4+����; �� ��2(

���A��#��.� 4�#�� � �� ���� �+�)�/:�� ���A��#�� �����2�#��� 4����� � ��(

2�� �����/ ���������/�

• ��42�/#�; ��#���� 2!; ������#�������*� �4!� � �����2�#�; ��4+����� #����(

����)��*� ���A��#�� �� ��2���A��#��(��#�����

'� � ���!�)����� *!�+��, 2����� �+Z�� ��+������0 �#�#��#��� �� ��A2�� ������ ���(

!�)����#�;� ��!�2�#��� M#�*� �� �����(#� �4 ������0 ��������; �#�����#" �+����

��3���� ��0 ��A2� ��� �������� �#�����#�; )��4����� +�!"-�0� �*2� � M#�� �!�(

)�� *����� ��� �������. ��+�#�/:�� � +!��� ��2 ��A2,� �4!��. ��4+����#�; �� 2��

��2*����,. �,��!�;/:�� ���#������ ��22����"�� ����!!�!"���

>� y�*� �!*���#��. ��)���; � ��&. ���#��;/#�; 2!; ��42���,� ��2*���� ��� �������.

��#��,� ��*�# ��+�#�#" ��4��������

%� ��!� )��!� ��� ������� � *����� �#�����#�; ���"-� 2���. #� M#� *����� �+Z�2��;(

�#�; � *�����0 ��� �������. ��#���; ����# #���� A� )��!� ��� ��������

�!/)��,� �����#�� � 2����� �!*���#�� ;�!;�#�; ���#���0 ��4+����; *����, ��(

+�#�/:�� ��� ������� �� ��2*����,� �,��!����� ��4+����; �� ��A2�� ������ 2�����

��-���0 N���������,0 ��2��2P �!� �#��4 �# �����2���; ��4+����; N��������,0 ��2��2P.

��*�# �����2�#" � ���!�)���/ ���!�2�,� �����2��. ��;4���,� � ����2�)�0 2���,� +�!"(

-�*� �+Z���� � ����*��3� ��2��+�� ������#���, �+� �!�)�; � ���2!�A�� *�+��2�,0

&$
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���� 57 	�������� ������� ��+�#, �!*���#�� ���#�����; �2��*� )!��� �����+!;7 RP ���
�#��#�#��� ��4+����; *����, ��� ������� �� ��2*����, �� ���� M#���� qP ��� ��4+�����
�� ��A2�� ������ ���#�����; 2�����. FP ��� ��4+����� � ����!"4������� ���2!�A����*�
���#���;�

� �� 5�>�& �����2�� ���!�4 M33��#�����#� t^X(���!�4� �� ���2!�A����*� ����!!�!"(

��*� �!*���#��� ���!�4� �; ����!!�!"��*� �!*���#�� �,��!���� �� �,)��!�#�!"��0 ��(

�#��� XQt D[WJSWG =6$ fW{RCCR� � ����*��3� ���2�#��!��, ��4�!"#�#, ��������; ����!(

!�!"��0 ���*����, ���#�����; ��!��*� �����+!; 2����"�� ��-���0 2!; �+�)�/:�� ���(

A��#� ��4!�)��0 ��4������#�. ���!�2����� 4��������#" ���2��*� ������� �,��!����;

4�2�)� ���#�����; �2��*� 2����� ��-���0 �# ����*� 2!; ��4+����; ��� ������� �� ��2(

*����,� ��4�!"#�#, M���������#� ���2�#��!��, �� ����5�

� �� 5�>�5 ������#����/#�; ��4��A���#� ����!!�!"��0 ���!�4� �� �!*���#�� !���(

!�4� �� ��#�)����� �� ���*���� ������,� ����#��#���� � �+:�0 ���;#"/. � #�� )��!�.

���*�;2���,� ��� �������� ���*���#�)��; ���!�4� �; �!*���#��� ��4��!;�# �����#�#"

����; �+��+�#�� 2���,� OO� �������2�#����� � ��A��� �� ��*��#�� ��� � ����*��3�

���2!�*��#�; �!�2�/:�; ����� ����!!�!"��0 ���*���#�)��0 ���!�4� �� �!*���#��� �!(

*���#� ��4+����#�; �� 2�� +!���� ?���,0 +!�� ���#��# � ��4�������� �+�)���� ��A2�(

*� 2����� ��-���0 � ����2��� �����+!� � ���#������ ���A��#�� K��#���,�K ��#�0 2!;

���#������*� 2������ �#���0 +!�� ���!�4��# ����!!�!"��� �,��!����; �!��#���4� ��

!���!�4�����,� ��#���,� ��#�)����� 2!; *����, ��*��!��� 
������4� �; �!*���#��

���:��#�!;�#�; �� �������,� ����� ����2����;� ���*���#�)��; ���!�4� �; ��������*�

�!*���#�� �,��!���� � ����:"/ #����!�*�� ����!!�!"��*� ���*�����������; uDWTt �̂

 ����� ����� ����;:��� ��4��+�#�� �!*���#��� ���#�����; ����#����#�����(

&&



����2����,� ���# ��#�����#� ��0����,� 2���!"�,� ��#�)����� � ���!�4� ��4�!"#�#��

���������; ��4��+�#����*� ����!���� ���*���� 2!; �+��+�#�� M���������#�!"�,�

2���,� ��� ���!�2������ ��0��3�4��!�*�)����� ���+!�� ������;#�;�

� e'�& ����,���#�; �!*���#� ���#�����; ����#����#�����(����2����,� ���# ��#��(

���#� ��0����,� 2���!"�,� ��#�)������ �!*���#� ������� �� ���2!�A����� � ��+�#�

��#�2� �!��#����*� ���!�4� �������,� ���!�2���#�!"���#�0 ������#��� ��!�A���0 ��(

#�)�����. ����!"4�/:�� M����#��� 4�2�)� !���!�4� ���

���2�,�� 2���,�� �!*���#�� ���#�����; ���# ��#�����#� ;�!;�#�; ���A��#�� ���(

����,� ���!�2���#�!"���#�0 ��02���,� ������#��� 2���!"�,� ��#�)������ � ����*��3�

�3����!������ �+:�0 �!*���#� ���#�����; ����#����#����,� ���# ��#�����#� 2!; *���(

�, ��*��!�� OO� � 3������������ ��������� ���� τ0� ?��#" 2��� *����� N 3�0!�� �

4����"/ OO� ��*��!�� �2�������0 2!��, . � T ( )��!� �4������0 ��#�� ��!� �� ������(

���#� *�!��,. �2�!����� 4� ����; τ0� ?��2��!�A��. )#� � ��A2,0 ��������0 �#�)�# +,!�

��02��, ������#�, ��#����*� ��#�)����(2���!;� �+�4��)�� )���4 I = {I1, I2, ..., IN} ���(
A��#�� ���!�2���#�!"���#�0 ��2�

Ii = {(rt, ϑt, ϕt, vrt, vϑt
, vϕt)

t}, N>P

*2� i ( ����� 3�0!� OO� � ������#�������0 *�����. t = 1..T . T L )��!� ���!�4����(

�,� �������,� �#�)�#��. (rt, ϑt, ϕt, vrt , vϑt
, vϕt)

t ( ������#�, ��02����*� 2���!; 2!; ���(

�����*� �#�)�#� C� �*2� ���A��#�� I ���#���� � ���#��#�#��� ����� ���A��#�� IK =
{
IK1
1 , IK2

2 , ..., IKN
N

}
. *2� K1...KN ( ����#��,� )��!�. ��#��,� ��*�# �������#"  �!,� 4��)�(

��; � ��#����!� [1..T ]. � IKi
i = {(rj, ϑj , ϕj, vrj

, vϑj
, vϕj

)j , Cj, Pj}K ( ����;2�)����� �� ����

Cj ���A��#��. #��� Cj > Cj+1. j = 1...UKi
i . *2� UKi

i ( ��!�)��#�� ���� �����#��;/:���;

��4��A�,� ��!�A���0 (ri, ϑi, ϕi) 2���!; 2!; ���� �������,� �����#�� ���A��#�� IKi
i .

(rj , ϑj , ϕj, vrj
, vϑj

)j ( ������#�, ��02����*� 2���!; 2!; �������,� �#�)�#�� ��#����!�

[Pj −Cj]. Cj ( )��!� �������,� �#�)�#��. ��)���; � Pj. 2!; ��#��,� ��02���,� ������#(

�, 2���!; �� ���;!� 4��)���0�

� ����*��3� ����,���#�; ��4��+�#�� �!*���#�� �!��#���4� �� ��#�)����� ���A��#��

I. ���������; �� ��� �3��� 4�2�)� !���!�4� �� ��#�)�����. ��#���; 4��!/)��#�; � �!�(

2�/:�� �#���A2���;�7

&� ?�!�A���;  ��#���2�� � ���;2�� �� ������#����; 4�2��, ������� ���A��#��� IK �

5� l��#���2 �!��#��� �� ��A�# ���;#" ���� ��!�A���� N���!/)��#�; �4 ���A��#��

�!��#����P�

'� b��!� �!��#���� ���4���#�� � �#���#���� ����2�!;�#�; ������4� ��0 ���#���;

3��� ����!� ��)��#��. *2� �#����� �����2!�A���#� i(*� �+Z��#� j(�� �!��#���

4�2��#�; �#��-����� wij = (
∑l

g=1 (
‖xi−vj‖
‖xi−vg‖)

2/m−1)−1. *2� l L )��!� �!��#����. m > 1�

&5



>� ��� #�)��. ���/:�� �#����� �����2!�A���#� ���� �!��#����. ��#��,� �#!�)�/#�;

�� 4�2����/ ����*���/ ��!�)���. ���!/)�/#�; �4 ������#����;�

� e'�5 ������� ���+!���#��� ��0��3�4��!�*�)����� ���!�2�����0. 2!; ��#��,� ���(

���;!��" ���2!�A���,� ��#�2, � ��4��+�#���,0 ���*�����,0 ����!����

��4��+�#���,0 ����!��� ���*���� +,! �������� 2!; ���!�4� ��4!�)�,� �#�2�0 M��(

�������#� 4��#�!"��*� ������;#�; )�!������ �#���!�� � ���!�2�/:�*� �� �!�;��; ��

��4*���/ 2�;#�!"���#" 2!; �,;�!���; ����0 ��3���� �� � ��4*���0 2�;#�!"���#� ���

��4��!"��� ������;#�� !� � ��;4� M!��#��)����� �����#����#�� ��� �+��+�#�� ��*��!�

OO��

� e'�' �����2�#�; ���#���! ��0��3�4��!�*�)����*� M���������#�. �����#����#��� ��(
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