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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âåäåòñÿ àêòèâíîå èññëåäîâà-

íèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ýòî âûçâàíî

ïîòðåáíîñòÿìè ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè è äðóãèõ íàóê, ñ îäíîé ñòîðîíû, è âíóò-

ðåííèìè ïîòðåáíîñòÿìè ðàçâèòèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ äðóãîé. Ïîñëå îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò àêàäåìèêà À.Í. Òèõîíîâà [1�3]

è ïîñëåäîâàâøèõ çà íèìè ðàáîò À.Á. Âàñèëüåâîé [4] ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå

çàäà÷è èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ â ïîñëåä-

íèå ãîäû ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ ðÿä çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì àñèìïòîòèê

ðåøåíèé ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, è, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà-

÷è, ãäå íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû À.Í. Òèõîíîâà îá èçîëèðîâàííîñòè êîðíÿ

âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâîãî òèïà çàäà÷ ìîæíî óêàçàòü, íàïðèìåð, ñèñòåìó

äâóõ óðàâíåíèé èç ñòàòüè [5], â îäíîì èç êîòîðûõ ìàëûé ïàðàìåòð ε âõîäèò

ìíîæèòåëåì ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, à â äðóãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â óêàçàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùàÿ íàðÿäó ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ äâà òèïà ïî-

ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Äðóãèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à èç ñòàòüè [10],

àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êîòîðîé îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ãëàâ-

íûé ÷ëåí ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, îòëè÷íûì îò

âûðîæäåííîãî.

Ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ çàäà÷àìè âòîðîãî òèïà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå âû-

ïîëíåíî îäíî èç òðåáîâàíèé òåîðåìû À.Í. Òèõîíîâà. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå

íà÷àëüíîé çàäà÷è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå:

ε
du

dt
= F (u, t, ε), 0 < t ≤ T, u(0) = u0. (1)

Ïóñòü êîðíè âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

F (u, t, 0) = 0 (2)

íåèçîëèðîâàíû, íàïðèìåð, êîðíåé äâà (u = ϕ1(t) è u = ϕ2(t)), è ãðàôèêè èõ

ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà [0, T ]. Êðîìå òî-

ãî, ïóñòü ïî ïðîõîæäåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé îíè ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè â
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îòíîøåíèè óñòîé÷èâîñòè (ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà ïðîèçâîäíîé Fu, âçÿòîé íà

êàæäîì èç êîðíåé, èëè, êàê ãîâîðÿò, ïðîèñõîäèò ñìåíà óñòîé÷èâîñòè). Âîçíèêà-

åò âîïðîñ: êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è ïðè ε→ 0? Â ðàáîòå [6],

à çàòåì â ðàáîòå [7] äëÿ òèõîíîâñêîé ñèñòåìû äîêàçàíà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-

âèÿõ òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðè ε → 0 îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê

ðåøåíèþ âûðîæäåííîé çàäà÷è, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñòîé÷èâîãî

ñîñòàâíîãî (âîîáùå ãîâîðÿ, íåãëàäêîãî) êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ðàáîòå [7] áûë

ïðèìåíåí ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ýòîò ìå-

òîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ öåëîãî ðÿäà äðóãèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåíííûõ çàäà÷, â

òîì ÷èñëå çàäà÷ ñî ñìåíîé óñòîé÷èâîñòè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèê åùå îäèí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ñ ìà-

ëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîèçâîäíîé â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé âûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî íåãëàäêîãî ñîñòàâíîãî êîðíÿ áå-

ðåòñÿ ãëàäêèé êîðåíü òàê íàçûâàåìîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî âûðîæäåííîãî óðàâ-

íåíèÿ, èìåþùåãî äëÿ çàäà÷è (1) âèä

F (u, t, 0) + εFε(u, t, 0) = 0. (3)

Åñëè ôóíêöèÿ Fε òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå (3) èìååò ðåøåíèå (ãëàäêîå, â îòëè÷èå

îò ñîñòàâíîãî óñòîé÷èâîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2)), òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â

êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí

â ñòàòüÿõ [8], [9].

Öåëü ðàáîòû.Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ðÿäà ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà, â òîì ÷èñëå çàäà÷ ñ ðàçíîìàñøòàáíûìè ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè è çàäà÷ ñ

âíóòðåííèìè ñëîÿìè, îáóñëîâëåííûìè ïåðåñå÷åíèåì êîðíåé âûðîæäåííîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì ïðèìå-

íÿåòñÿ ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé; èñïîëüçó-

þòñÿ ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè
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èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèìåíÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷å-

ñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ðÿäà çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé è

ñèñòåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûõ çàäà÷

â ñëó÷àå ñìåíû óñòîé÷èâîñòè. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò âûäåëèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

èç §3 ãë. 2, ãäå ðàññìîòðåí ñëó÷àé (íå èìåþùèé àíàëîãà äëÿ ÎÄÓ), êîãäà ëèíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ âûõîäèò íà íà÷àëüíûé îòðåçîê.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îíè ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àñèìïòîòèê ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà ïÿòíàäöàòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ÷òåíèÿõ ÐÃÑÓ (Ðóçà, 2006 ã.), Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè "Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà", ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà À.Í. Òèõîíîâà (Ìîñêâà, 2006 ã.), 60-é þáèëåéíîé

êîíôåðåíöèè ÞÓðÃÓ (×åëÿáèíñê, 2008 ã.), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìè-

íàðå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ×åëÿ-

áèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü àêàäåìèê À.Ì. Èëüèí),

ñåìèíàðå ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[10�17], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷

ïðèíàäëåæàò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â.Ô. Áóòóçîâó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ

è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 117 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ áèáëèîãðàôè÷å-

ñêèé ñïèñîê èç 57 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáëàäàþò ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè.

Âî ââåäåíèè ñîäåðæàòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷, îáîñíîâàíèå èõ àêòóàëüíîñòè,
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ñäåëàí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè â äàííîé îá-

ëàñòè. Èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è äàåòñÿ èõ ñðàâíåíèå ñ

èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

B ïåðâîé ãëàâå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε > 0 ïðè ïðîèçâîäíûõ:

ε2∂u

∂t
+ εb1(x)

∂u

∂x
= a11(x, t)u+ a12(x, t)v + f1(x, t, ε),

ε
∂v

∂t
+ ε2b2(x)

∂v

∂x
= a21(x, t)u+ a22(x, t)v + f2(x, t, ε).

Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ â îáëàñòè G = (0 < x ≤ X)× (0 < t ≤ T ) ñ íà÷àëüíî-

êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u

∣∣∣∣
t=0

= u

∣∣∣∣
x=0

= v

∣∣∣∣
t=0

= v

∣∣∣∣
x=0

= 0.

Îñîáåííîñòÿìè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå òèïà îáûê-

íîâåííûõ è òðè òèïà óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ñ ðàçíûìè ìàñøòàáàìè ðàñ-

òÿíóòûõ ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ àñèìï-

òîòèêè ïðåðûâàåòñÿ íà ïÿòîì øàãå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

ïîðÿäêà O(ε5) ââîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ óãëîâàÿ ïîãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Â

öåëîì çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ïîãðàíñëîéíûõ ìåòîäîâ, à

ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Ïåðâûé ïàðàãðàô íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêè óñëî-

âèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ àñèìï-

òîòèêè äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ âèä àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è, âêëþ-

÷àþùåé ðåãóëÿðíóþ è ïîãðàíñëîéíûå ÷àñòè, è ñòðîÿòñÿ åå ãëàâíûå ÷ëåíû.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè çàâåðøàåòñÿ. Çäåñü íàðÿ-

äó ñ ïîñòàíîâêàìè çàäà÷ äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé è ïîëó÷åíèåì ðåøåíèé ýòèõ

çàäà÷ ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé (Ëåììà 1.1), ñâÿ-

çûâàþùèõ ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè, ñ òåì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ïðîâåðêå
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óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ êðàåâûõ äàííûõ. Äëÿ óòâåðæäåíèÿ îá ýêñïîíåíöèàëüíûõ

îöåíêàõ óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé òàêæå ïîòðåáîâàëîñü îñîáîå äîêàçàòåëü-

ñòâî (Ëåììà 1.2).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà îá îñòàòî÷íîì ÷ëåíå, äàþùàÿ

îáîñíîâàíèå ïîñòðîåííîãî ðàçëîæåíèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ òðåõ çàäà÷ Êîøè â ñëó÷àå ñìåíû

óñòîé÷èâîñòè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé ñêà-

ëÿðíîé íà÷àëüíîé çàäà÷è, ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î äèôôåðåí-

öèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

εr

(
∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x

)
= f(u, x, t, ε), (4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(x, 0, ε) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1, (5)

ε > 0, r > 0. Ðåøåíèå èùåòñÿ â îáëàñòè

D = {(x, t) : x0(t) ≤ x ≤ x1(t), 0 ≤ t ≤ T}, (6)

ãäå x = x0(t) è x = x1(t) � õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç òî÷åê

(0, 0) è (1, 0) è îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì
dx

dt
= Λ(x, t). (ñ÷èòàåì, ÷òî Λ(x, t) �

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è âñå õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùèå èç òî÷åê íà÷àëüíîãî îòðåçêà

{t = 0, 0 ≤ x ≤ 1} ñóùåñòâóþò ïðè 0 ≤ t ≤ T ).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèè U(x, t, ε) è U(x, t, ε) íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõ-

íèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4), (5), åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

10. LεU ≡ εr

(
∂U

∂t
+ Λ(x, t)

∂U

∂x

)
− f(U, x, t, ε) ≤ 0 ≤ Lε(U), (x, t) ∈ D;

20. U(x, 0, ε) ≤ u0(x) ≤ U(x, 0, ε), 0 ≤ x ≤ 1.

Íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè, åñëè

U(x, t, ε) ≤ U(x, t, ε), (x, t) ∈ D.
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Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ñóùåñòâóþò óïîðÿäî÷åííûå íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ U

è U çàäà÷è (4), (5), òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå u(x, t, ε), óäîâëåòâîðÿþùåå

íåðàâåíñòâàì

U(x, t, ε) ≤ u(x, t, ε) ≤ U(x, t, ε), (x, t) ∈ D.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

ε

(
∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x

)
= f(u, x, t, ε), (7)

u(x, 0, ε) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1. (8)

Ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8) èùåòñÿ â îáëàñòè âèäà (6). Îñíîâíîå óñëîâèå, íàêëàäû-

âàåìîå íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è, òàêîâî:

Óñëîâèå B2. Ïóñòü óðàâíåíèå

f(u, x, t, 0) = 0 (9)

èìååò îòíîñèòåëüíî u äâà êîðíÿ u = ϕ1(x, t), u = ϕ2(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñîîòíîøåíèÿì

ϕ1(x, t) = ϕ2(x, t) ïðè t = ψ(x),

ãäå ψ(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, 0 < ψ(x) < T ;

ϕ1(x, t) > ϕ2(x, t) ïðè 0 ≤ t < ψ(x);

ϕ1(x, t) < ϕ2(x, t) ïðè ψ(x) < t ≤ T.

È ïóñòü

fu(ϕ1(x, t), x, t, 0) < 0 fu(ϕ2(x, t), x, t, 0) > 0 ïðè 0 ≤ t < ψ(x),

fu(ϕ1(x, t), x, t, 0) > 0 fu(ϕ2(x, t), x, t, 0) < 0 ïðè ψ(x) < t ≤ T.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîðíåé ϕ1 è ϕ2 îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòàâíîé óñòîé÷èâûé êîðåíü

âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (9):

ǔ(x, t) =

{
ϕ1(x, t), 0 ≤ t ≤ ψ(x),

ϕ2(x, t), ψ(x) ≤ t ≤ T ;
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Âáëèçè íà÷àëüíîãî îòðåçêà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ èùåòñÿ â âèäå:

u(x, t, ε) = ǔ(x, t) + Π0(x, τ) +O(ε), (10)

ãäå ǔ(x, t) � ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè, Π0(x, τ) � ïîãðàíè÷íàÿ

ôóíêöèÿ, τ =
t

ε
� ïîãðàíñëîéíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðè Óñëîâèè B2, à òàêæå ïðè

íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèâîé t = ψ(x)

ñòðîÿòñÿ íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ:

U = ǔ(x, t)− Aε, U = ǔ(x, t) + A
√
ε, (11)

ïîñòîÿííàÿ A âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé.

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε cóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(x, t, ε) çàäà÷è (7), (8), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðåäåëüíîìó ðàâåíñòâó

lim
ε→0

u(x, t, ε) = ǔ(x, t)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ D, êðîìå íà÷àëüíîãî îòðåçêà {t = 0, 0 ≤ x ≤ 1}.
Ýòî óòâåðæäåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå, êîòîðóþ ìîæíî äîêàçàòü, èñõîäÿ

èç ïðåäñòàâëåíèé (10) è (11):

Òåîðåìà 2.3. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε çàäà÷à (7), (8) èìååò åäèíñòâåíííîå

ðåøåíèå u(x, t, ε), è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u(x, t, ε) = ǔ(x, t) + Π0(x, t/ε) + w(x, t, ε),

ãäå Π0(x, τ) � ïîãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ, w(x, t, ε) = O(
√
ε) â ìàëîé δ-îêðåñòíîñòè

êðèâîé t = ψ(x), w(x, t, ε) = O(ε) â îñòàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè D.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

εp

(
∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x

)
= f(u, x, t, ε), (12)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (8), ãäå p = 1 + q, q > 0. Ðåøåíèå èùåòñÿ â îáëàñòè D

âèäà (6) ïðè ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèÿõ
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Óñëîâèå D1. Ôóíêöèÿ f(u, x, t, ε) èìååò âèä

f(u, x, t, ε) = −k(x, t) (u− ϕ1(x, t)) (u− ϕ2(x, t)) + εf1(u, x, t, ε),

Óñëîâèå D2. Êîðíè ϕ1 è ϕ2 óðàâíåíèÿ (9) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ϕ1(x, t) = ϕ2(x, t) ïðè x = ψ(t), 0 ≤ t ≤ T,

ãäå ψ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, x0(t) < ψ(t) < x1(t) ïðè 0 ≤ t ≤ T ;

ϕ1(x, t) > ϕ2(x, t) ïðè x0(t) ≤ x < ψ(t), 0 ≤ t ≤ T ;

ϕ1(x, t) < ϕ2(x, t) ïðè ψ(t) < x ≤ x1(t), 0 ≤ t ≤ T.

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè êîðíåé âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (9) ïå-

ðåñåêàþòñÿ, íî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,

ãäå ïðîåêöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé íà ïëîñêîñòü (x, t) ëåæàëà öåëèêîì âû-

øå íà÷àëüíîãî îòðåçêà, â äàííîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ Γ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé

âûõîäèò íà íà÷àëüíûé îòðåçîê. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåî-

ðèÿ çäåñü íå ïðèìåíèìà äàæå â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî îòðåçêà. Âìåñòî

óðàâíåíèÿ (9) ðàññìàòðèâàåì ðåãóëÿðèçîâàííîå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(u, x, t, 0) + εfε(u, x, t, 0) = 0,

êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

−k(x, t) (u− ϕ1(x, t)) (u− ϕ2(x, t)) + εf1(u, x, t, 0) = 0, (13)

Óñëîâèå D3.

f1(ǔ(x, t), x, t, 0) > 0 ïðè (x, t) ∈ Γ,

ãäå

ǔ(x, t) =

{
ϕ1(x, t), x0(t) ≤ x ≤ ψ(t), 0 ≤ t ≤ T ;

ϕ2(x, t), ψ(t) ≤ x ≤ x1(t), 0 ≤ t ≤ T.

Ïðè ýòîì óñëîâèè óðàâíåíèå (13) èìååò äâà ãëàäêèõ êîðíÿ ϕ è ϕ∗, ïðè÷åì

ϕ(x, t, ε) = ǔ(x, t) +
√
g(ǔ(x, t), x, t) ·

√
ε+O(ε), (x, t) ∈ Γ,
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ϕ∗(x, t, ε) = û(x, t)−
√
g(ǔ(x, t), x, t) ·

√
ε+O(ε), (x, t) ∈ Γ,

ãäå g(u, x, t) = k−1(x, t)f1(u, x, t, 0);

ϕ(x, t, ε) = ǔ(x, t) +O(
√
ε), ϕ∗(x, t, ε) = û(x, t) +O(

√
ε), (x, t) ∈ Γδ,

ϕ(x, t, ε) = ǔ(x, t) +O(ε), ϕ∗(x, t, ε) = û(x, t) +O(ε), (x, t) ∈ D\Γδ,

ãäå Γδ � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ, íî íå çàâèñÿùàÿ îò ε, δ�îêðåñòíîñòü êðèâîé Γ,

û(x, t) =

{
ϕ2(x, t), x0(t) ≤ x ≤ ψ(t), 0 ≤ t ≤ T ;

ϕ1(x, t), ψ(t) ≤ x ≤ x1(t), 0 ≤ t ≤ T.

Óñëîâèå D4. u0(x) > û(x, 0) ïðè 0 ≤ x ≤ 1.

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ D1 � D4, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t, ε) çàäà÷è (12), (8) è äëÿ íåãî èìååò

ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u(x, t, ε) = ϕ(x, t, ε) + Π0(x,
t

εp
, ε) + w(x, t, ε), (14)

â êîòîðîì îñòàòî÷íûé ÷ëåí w(x, t, ε) èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-

êè ïðè ε→ 0:

1) åñëè p = 1 + q ≤ 3
2, òî

w(x, t, ε) = O(εγ) â δ�îêðåñòíîñòè êðèâîé x = ψ(t), ãäå â êà÷åñòâå γ

ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà
1

2
< γ <

1

2
+ q, à δ > 0 � ñêîëü óãîäíî

ìàëîå, íî ôèêñèðîâàííîå ïðè ε→ 0 ÷èñëî;

2) åñëè p >
3

2
, òî

w(x, t, ε) = O(ε) ðàâíîìåðíî â îáëàñòè D.

Ôèãóðèðóþùàÿ â (14) ïîãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Π0(x, τ, ε) èìååò îöåíêè:

|Π0(x, τ, ε)| ≤ C exp(−m
√
ετ), |x− x0| < δ, τ ≥ 0,

|Π0(x, τ, ε)| ≤ C exp(−æτ), , |x− x0| ≥ δ, τ ≥ 0,

ãäå x0 = ψ(0), C, m, æ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðîåêöèÿ

ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (9) (êîðíè îáîçíà÷èì ϕ(x, t) è χ(x, t)) ëå-

æèò âûøå íà÷àëüíîãî îòðåçêà, íî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî

â § 2. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8) ïðèòÿãèâàåòñÿ

ê óñòîé÷èâîìó êîðíþ ϕ(x, t) è îñòàåòñÿ âáëèçè íåãî íå òîëüêî â îáëàñòè íèæå

êðèâîé Γ, íî è ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ýòîé êðèâîé, ãäå êîðåíü ϕ(x, t) ñòàíîâèòñÿ

íåóñòîé÷èâûì, è ëèøü ñïóñòÿ íåêîòîðûé (êîíå÷íûé ïðè ε → 0) ïðîìåæóòîê

âðåìåíè (t−ψ(x) ≥ δ > 0) ïðîèñõîäèò áûñòðûé ïåðåõîä ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòü

êîðíÿ χ(x, t), óñòîé÷èâîãî ïðè t > ψ(x). Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è

àñèìïòîòèêå ýòîãî ðåøåíèÿ.

B òðåòüåé ãëàâå ìû ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

ñèñòåì óðàâíåíèé â ñëó÷àå ñìåíû óñòîé÷èâîñòè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ òåîðåìà î íèæíåì è âåðõíåì ðåøåíèÿõ ïðè-

ìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàñcìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà áûñòðîãî è ìåäëåííîãî óðàâ-

íåíèé:

ε

(
∂u

∂t
+ Λ1(x, t)

∂u

∂x

)
= g(u, v, x, t, ε),

∂v

∂t
+ Λ2(x, t)

∂v

∂x
= f(u, v, x, t, ε), (x, t) ∈ D,

(15)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0, ε) = u0(x), v(x, 0, ε) = v0(x) ïðè 0 ≤ x ≤ 1. (16)

Ïóñòü Λ1 > Λ2. Îáëàñòü D èìååò âèä (6), ãäå x = x0(t) è x = x1(t) � õàðàê-

òåðèñòèêè, âûõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç òî÷åê (0, 0) è (1, 0) è îïðåäåëÿåìûå

ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè
dx

dt
= Λi(x, t), i = 1, 2. Êîðíè âûðîæäåííîãî óðàâ-

íåíèÿ

g(u, v, x, t, 0) = 0 (17)

u = ϕ1(v, x, t) è u = ϕ2(v, x, t) ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, ïðîåê-

öèÿ êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâî (v, x, t) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì v = S(x, t). Çíàê

ïðîèçâîäíîé gu, âçÿòîé íà êàæäîì èç êîðíåé, èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé
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ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü v = S(x, t). Â ñâÿçè ñ ýòèì óñëîâèåì ââîäèòñÿ

ñîñòàâíîé óñòîé÷èâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (17)

ϕ(v, x, t) =

{
ϕ1(v, x, t), v ≤ S(x, t)

ϕ2(v, x, t), v ≥ S(x, t).

Ýòîò êîðåíü ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) ïðè

ε = 0:
∂v

∂t
+ Λ2(x, t)

∂v

∂x
= f(ϕ(v, x, t), v, x, t, 0) (18)

Óðàâíåíèå (18) ðåøàåòñÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì v
∣∣
t=0 = v0(x) , êîòîðîå ïîä÷èíÿ-

åì ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ: v0(x) < S(x, 0). Ïóñòü ðåøåíèå v̂(x, t) ýòîé çàäà÷è

ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü v = S(x, t) ïî êðèâîé, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ïëîñêîñòü

(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ t = ψ(x), ëåæàùóþ âûøå íà÷àëüíîãî

îòðåçêà {t = 0, 0 ≤ x ≤ 1}. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå âûðîæäåííîé

çàäà÷è: (û(x, t), v̂(x, t)), ãäå û(x, t) = ϕ(v̂(x, t), x, t).

Â ðåçóëüòàòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε çàäà÷à (15), (16) èìååò ðåøåíèå, è

äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

u(x, t, ε) =

{
û(x, t) + Π0(x, t/ε) +O(ε), 0 ≤ t < ψ(x)− ν,

û(x, t, ε) +O(
√
ε), ψ(x)− ν ≤ t ≤ T.

v(x, t, ε) =

{
v̂(x, t, ε) +O(ε), 0 ≤ t < ψ(x)− ν,

v̂(x, t, ε) +O(
√
ε), ψ(x)− ν ≤ t ≤ T,

ãäå ν > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå, íå çàâèñÿùåå îò ε ÷èñëî.

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí àíàëèçó ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ áûñò-

ðûõ óðàâíåíèé:

ε2
(
∂u

∂t
+ Λ1(x, t)

∂u

∂x

)
= g(u, v, x, t, ε),

εp

(
∂v

∂t
+ Λ2(x, t)

∂v

∂x

)
= f(u, v, x, t, ε), (x, t) ∈ D,

(19)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (16), ãäå p � êàêîå-òî ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-

âåíñòâàì 1 < p < 2. Îáëàñòü D îïðåäåëÿåòñÿ, êàê â § 2.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå g(u, v, x, t, 0) = 0 èìååò èçîëèðîâàííûé êîðåíü

u = ϕ(v, x, t), êîòîðûé óñòîé÷èâ (gu(ϕ(v, x, t), v, x, t, 0) < 0). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè

åãî âî âòîðîå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

h(v, x, t) = f(ϕ(v, x, t), v, x, t, 0) = 0.

Êîðíè ïîñëåäíåãî v = v1(x, t) è v = v2(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

v1(x, t) > v2(x, t) ïðè 0 ≤ t < ψ(x),

v1(x, t) < v2(x, t) ïðè ψ(x) < t ≤ T,

v1(x, t) ≡ v2(x, t) ïðè t = ψ(x),

ãäå t = ψ(x) � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿ íà÷àëüíûé îòðåçîê {t = 0,

0 ≤ x ≤ 1}.
Ñîñòàâíîå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå âûðîæäåííîé ñèñòåìû èìååò âèä:

v̂(x, t) =

{
v1(x, t), 0 ≤ t ≤ ψ(x),

v2(x, t), ψ(x) ≤ t ≤ T,
û(x, t) = ϕ(v̂(x, t), x, t).

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.3. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå

çàäà÷è (19), (16), è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

u(x, t, ε) = û(x, t) + P0u(x, θ) + Π0u(x, τ) +
∑
i=1

(2−p)i<1

ε(2−p)i
[
P

(i)
1 u(x, θ)+

+Π
(i)
1 u(x, τ)

]
+ ε [u2(x, t) + P2u(x, θ) + Π2u(x, τ)] + w1(x, t, ε),

v(x, t, ε) = v̂(x, t) + P0v(x, θ) +
∑
i=1

(2−p)i<1

ε(2−p)i
[
P

(i)
1 v(x, θ) + Π

(i)
1 v(x, τ)

]
+

+ε [v2(x, t) + P2v(x, θ) + Π2v(x, τ)] + w2(x, t, ε).

ãäå θ =
t

εp
, τ =

t

ε2 , ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè, à

wi(x, t, ε) =


o(ε) ïðè 0 ≤ t < ψ(x)− δ,

O(
√
ε) ïðè ψ(x)− δ ≤ t ≤ ψ(x) + δ,

O(ε) ïðè ψ(x) + δ < t ≤ T,
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ãäå i = 1, 2, δ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå, íå çàâèñÿùåå îò ε ÷èñëî.

Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â.Ô. Áóòóçîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùü â ðàáîòå.
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