
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÀÐÒÞÕÎÂ Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷

ÎÖÅÍÊÈ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÊÎÊÑÀ Ñ ÍÅÍÓËÅÂÛÌ ÑÐÅÄÍÈÌ È

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß

01.01.05 - òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Â. Þ. Êîðîëåâ

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Þ. Ñ. Õîõëîâ

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Å. Â. Êîññîâà

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè ÐÀÍ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 29 ìàÿ 2009 ã. â 11 ÷àñîâ 00 ìèíóò
íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.44 â Ìîñêîâñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991,
ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ, ôàêóëüòåò
ÂÌèÊ, àóäèòîðèÿ 685.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ. Ñ òåêñòîì àâòîðåôåðàòà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ íà îôèöèàëüíîì ñàé-
òå ÂÌèÊ ÌÃÓ http://cs.msu.ru â ðàçäåëå "Íàóêà" � "Ðàáîòà äèññåðòà-
öèîííûõ ñîâåòîâ" � "Ä 501.001.44"

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 21 àïðåëÿ 2009ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
ïðîôåññîð Í. Ï. Òðèôîíîâ.



1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì � ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ ÷èñëî ñëàãàåìûõ
ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêî-
òîðûì äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì, òàêæå íàçûâàåìûì ïðîöåññîì
Êîêñà. Òàêèå ñóììû îïèñûâàþò ïîâåäåíèå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ïðè íåîäíîðîäíîì èëè
íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè. Îò îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ îíî îòëè-
÷àåòñÿ òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ñêà÷êàìè ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè. Ïðåäïîëîæåíèå íåîäíîðîäíîñòè (ðàçëè-
÷èÿ ðàñïðåäåëåíèé âðåìåí ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñêà÷êàìè) ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î òîì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èçìåíåíèé êîîðäèíàòû ÷à-
ñòèöû, èñïûòûâàþùåé áðîóíîâñêîå äâèæåíèå â èçìåíÿþùåéñÿ (íàïðèìåð, òóðáóëåíòíîé)
ñðåäå, ñóùåñòâåííî íåïîñòîÿííà. Ýòî íåïîñòîÿíñòâî ìîæåò áûòü âûçâàíî ìíîãèìè ïðè÷è-
íàìè, ïðîÿâëÿþùèìèñÿ, íàïðèìåð, êàê íåïåðèîäè÷åñêèå èëè ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû
(òðåíäû), ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèÿìè ëîêàëüíûõ (âî âðåìåíè) òåíäåíöèé, íàïðèìåð, ïàíè-
÷åñêîãî õàðàêòåðà íà áèðæàõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ôèíàíñîâûõ èëè ýêîíîìè÷å-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé èëè âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ òîðîèäàëüíûõ ìàãíèòíûõ ëîâóøåê (òîêàìàêîâ
è ñòåëëàðàòîðîâ) ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïëàçìåííîé òóðáóëåíòíîñòè [1]. Êðîìå òîãî, ó÷àñòêè
íåñòàöèîíàðíîñòè ìîãóò áûòü âûçâàíû íåêîòîðûìè ñëó÷àéíî âîçíèêàþùèìè (íå ïîääàþ-
ùèìèñÿ àáñîëþòíî íàäåæíîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ) ïðè÷èíàìè.

Ïóñòü N(t) � ÷èñëî ñêà÷êîâ ñëó÷àéíî áëóæäàþùåé ÷àñòèöû çà ïåðèîä âðåìåíè [0, t],
t ≥ 0. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíòû ñêà÷êîâ
îáðàçóþò õàîòè÷åñêèé òî÷å÷íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà îñè âðåìåíè. Îäíàêî ýòîò õàîòè÷å-
ñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò íå áûòü îäíîðîäíûì â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðåäñòàâëåíèé.
Êàê èçâåñòíî, íàèáîëåå ðàçóìíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè íåîäíîðîäíûõ õàîòè÷åñêèõ
òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû, èíà÷å íà-
çûâàåìûå ïðîöåññàìè Êîêñà (ñì., íàïðèìåð,[2]).

Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííîå Ä. Êîêñîì [3] ïîíÿòèå äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà, ÿâëÿþùååñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íåîäíîðîäíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà.

Ïóñòü N1(t), t ≥ 0, � îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ, à
Λ(t), t ≥ 0, � íåçàâèñèìûé îò N1(t) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè: Λ(0) = 0, P(Λ(t) < ∞) = 1 äëÿ ëþáîãî t > 0, òðàåêòîðèè Λ(t) íå óáûâàþò è íåïðåðûâíû
ñïðàâà. Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ N(t), íàçûâàåìûé òåïåðü òàêæå
ïðîöåññîì Êîêñà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ N1(t) è Λ(t):

N(t) = N1(Λ(t)), t ≥ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ Êîêñà N(t) óïðàâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Λ(t). Â

1Êîðîëåâ Â. Þ. Âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ñìå-
øàííûõ ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé. � Ì.: ÈÏÈ ÐÀÍ, 2007

2 Bening V. E., Korolev V. Yu. Generalized Poisson Models and Their Applications in Insurance and
Finance. � Utrecht: VSP, 2002.

3Cox D. R. Some statistical methods connected with series of events. // J. Roy. Statist. Soc., Ser. B.
1955. Vol. 17. P. 129-164.
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÷àñòíîñòè, åñëè ïðîöåññ Λ(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Λ(t) =

t∫

0

λ(τ)dτ, t ≥ 0,

â êîòîðîì λ(t) � ïîëîæèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ èíòåãðèðóåìûìè òðàåêòîðèÿìè,
òî λ(t) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìãíîâåííóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà
N(t). Ïîýòîìó èíîãäà ïðîöåññ Λ(t), óïðàâëÿþùèé ïðîöåññîì Êîêñà N(t), áóäåò íàçûâàòüñÿ
íàêîïëåííîé èíòåíñèâíîñòüþ ïðîöåññà N(t).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(t) = N1

(
Λ(t)

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì. Êëàññ ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé âåñüìà
øèðîê è ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè,

• ñàìî ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (åìó ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîå ñìåøèâàþùåå
ðàñïðåäåëåíèå),

• îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (åìó ñîîòâåòñòâóåò ñìåøèâàþùåå ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå),

• ðàñïðåäåëåíèå Çèõåëÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîå îáðàòíîå íîðìàëüíîå ñìå-
øèâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå,

• áåòà-ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ñìåøèâàþùåì áåòà-ðàñïðåäåëåíèè,

• ðàñïðåäåëåíèå Äåëàïîðòå ñî ñäâèíóòûì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì â êà÷åñòâå ñìåøèâà-
þùåãî,

• îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Âàðèíãà,

• èíôåêöèîííîå ðàñïðåäåëåíèå Íåéìàíà òèïà À (èíà÷å íàçûâàåìîå ïóàññîí-
ïóàññîíîâñêèì).

Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ïîäðîáíî ðàññìîòðå-
íû â êíèãàõ [4, 5]. Â ýòèõ êíèãàõ, à òàêæå â [6] è [2] ìîæíî íàéòè äåòàëüíîå îïèñàíèå
àíàëèòè÷åñêèõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ Êîêñà.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé âàðèàíò íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ, â êîòîðîì ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììàõ ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåññîì
Êîêñà. Òàêèå áëóæäàíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò îáîáùåííûìè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèìè ïóàññî-
íîâñêèìè ïðîöåññàìè èëè îáîáùåííûìè ïðîöåññàìè Êîêñà. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü X1, X2, . . . � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à N(t) � äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (ïðîöåññ Êîêñà), óïðàâëÿåìûé ïðîöåññîì Λ(t), òî
åñòü

N(t) = N1

(
Λ(t)

)
, t ≥ 0,

ãäå Λ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåóáûâàþùèìè íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, âûõî-
äÿùèìè èç íóëÿ, N1(t) � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé

4Grandell J. Mixed Poisson Processes. � London: Chapman and Hall, 1997
5Êîðîëåâ Â. Þ. Áåíèíã Â. Å., Øîðãèí Ñ. ß Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè ðèñêà. � Ì.: ÔÈÇ-

ÌÀÒËÈÒ, 2007
6Grandell J. Doubly Stochastic Poisson Process. // Lecture Notes in Mathematics, 1976. Vol. 529. P.

229-234
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ïðîöåññ ñ åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ), ïðè÷åì ïðîöåññû N1(t) è Λ(t) ñòîõàñòè÷åñêè íåçà-
âèñèìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì t ≥ 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N(t), X1, X2, . . . íåçàâèñèìû.
Ïðîöåññ

S(t) =
N(t)∑

j=1

Xj , t ≥ 0. (1)

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ïðîöåññîì Êîêñà (ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî∑0
j=1 = 0). Ïðîöåññû âèäà (1) èãðàþò î÷åíü âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ïðè Λ(t) ≡ λt ñ λ > 0 ïðîöåññ S(t) ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêèé
îáîáùåííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, øèðîêî èñïîëüçóåìûé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãèõ ÿâ-
ëåíèé â ôèçèêå, òåîðèè íàäåæíîñòè, ôèíàíñîâîé è àêòóàðíîé äåÿòåëüíîñòè, áèîëîãèè è ò.
ä. Áîëüøîå ÷èñëî ðàçíîîáðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê îáîáùåííûì ïóàññî-
íîâñêèì ïðîöåññàì, îïèñàíî â êíèãàõ [2, 7].

Ïðèìåðû íåêîòîðûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê îáîáùåííûì ïðîöåññàì Êîêñà, ïðèâåäåíû,
íàïðèìåð, â êíèãàõ [2, 7].

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xj}j≥1 èìååòñÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâà ïåðâûõ ìîìåíòà. Îáîçíà÷èì EX1 = a 6= 0, DX1 = σ2, 0 < σ2 < ∞.
Êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â [2, 5], äàæå â òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíî òÿæåëûå õâîñòû. Ïðè ýòîì
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïðèíöèïèàëü-
íî îòëè÷àåòñÿ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ íåíóëåâûì
ñðåäíèì. Åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ çàêîíîâ â îãîâîðåííûõ âûøå ìî-
ìåíòíûõ óñëîâèÿõ âûñòóïàþò ìàñøòàáíûå, òî âî âòîðîì � ñäâèãîâûå ñìåñè íîðìàëüíûõ
çàêîíîâ.

Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ

• èçó÷åíèå òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðî-
öåññîâ Êîêñà, èõ ýêñòðåìóìîâ è îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ñ íåíóëåâûìè ñðåäíèìè
ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ;

• ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè, äåÿòåëüíîñòè ñêëà-
äà è ïóíêòà îáìåíà âàëþò ïðè ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ ñòðàõî-
âûõ ïðåìèé è ñòðàõîâûõ âûïëàò;

• ïîñòðîåíèå ãàðàíòèðîâàííûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê äëÿ çíà÷åíèÿ íàäåæíîñòè ìîäè-
ôèöèðóåìûõ òåõíè÷åñêèõ èëè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ïðè ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè
ïîòîêà ìîäèôèêàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

7Gnedenko B. V., Korolev V. Yu. Random Summation: Limit Theorems and Applications. � Boca
Raton, FL: CRC Press, 1996.
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1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ
íåíóëåâûì ñðåäíèì, ðàñïðåäåëåíèé ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà è ðàñ-
ïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ê ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ
â òðàäèöèîííûõ òåðìèíàõ.

2. Ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè ïðè ñëó÷àéíîì õà-
ðàêòåðå èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ ñòðàõîâûõ ïðåìèé è ñòðàõîâûõ âûïëàò.

3. Ïðåäëîæåíà èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ÷å-
ðåç çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà êëèåíòîâ îò ïàðàìåòðîâ ñïåêóëÿòèâíîé äåÿ-
òåëüíîñòè(â ÷àñòíîñòè, îò ìàðæè).

4. Íàéäåíû ãàðàíòèðîâàííûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî àíàëîãà
êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè ìîäèôèöèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â ðàì-
êàõ ýêñïîíåíöèàëüíîé, ëîãèñòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëåé èçìåíåíèÿ íàäåæ-
íîñòè

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Áàçîâûì òåîðåòè-

÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.1.2. Ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñ-
íîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà â
âèäå ñìåñåé îáîáùåííûõ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, â êîòîðûõ ñìåøèâàíèå ïðîèçâîäèò-
ñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó êîíå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà. Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñè-
ìàöèè äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåí ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðîöåññîâ ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì ê ñäâèãîâûì ñìåñÿì íîð-
ìàëüíûõ çàêîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ìåòîäà óêàçàííûå îöåí-
êè ïîñòðîåíû äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà è îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ ðèñêà. Çàòåì òåîðåìà 1.1.2 ñàìà ñòàíîâèòñÿ áàçîé äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â ãëàâàõ 2 � 4. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îñîáåííîñòüþ ïðåäñòàâëåííûõ

â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ, îòëè÷àþùåé èõ îò ïðåäûäóùèõ, ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óíèâåð-
ñàëüíîé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ íåíóëåâûìè ñðåäíèìè
ê ñäâèãîâûì ñìåñÿì íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Íàéäåííàÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìîé è
ê òàêèì îáîáùåííûì ïðîöåññàì Êîêñà, â êîòîðûõ ó óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà îòñóòñòâó-
åò äèñïåðñèÿ. Àíàëîãè÷íûå óíèâåðñàëüíûå îöåíêè, ñóùåñòâåííî óëó÷øàþùèå èçâåñòíûå
ðàíåå, ïîëó÷åíû äëÿ ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà è îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ
ðèñêà. Êðîìå òîãî, âïåðâûå ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà òîâà-
ðà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ïðè ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà çàÿâîê è
àíàëîãè÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè â çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè èçäåðæåê ïðè ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ ñòðàõîâûõ ïðåìèé è
ñòðàõîâûõ âûïëàò. Áîëåå òîãî, âïåðâûå íàéäåíû ãàðàíòèðîâàííûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî àíàëîãà êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè ìîäèôèöèðóåìûõ òåõíè÷åñêèõ
è èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì (ÒÈÑ) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â ðàìêàõ ýêñïîíåíöèàëüíîé,
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ëîãèñòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëåé èçìåíåíèÿ íàäåæíîñòè ÒÈÑ ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 10 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ. Ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ
ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû¿ íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè
ÌÃÓ, íà ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ìîäåëåé â Ìàéîðè-Ñàëåðíî (Èòàëèÿ) â ñåíòÿáðå 2005 ã., íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòó-
äåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ - 2005¿ è ¾Ëîìîíîñîâ - 2006¿, à òàêæå
íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ è Èíñòèòóòà ïðîáëåì èíôîðìàòèêè ÐÀÍ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 78

íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 114 ñòðàíèö. Ðàáîòà âêëþ÷àåò 2 òàáëèöû
è 15 ãðàôèêîâ.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàáîòû, îïèñàíèå îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ

è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêàì òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåí-

íûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ íåíóëåâûìè ñðåäíèìè ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ.
Çäåñü òàêæå ðåøàþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êàê ðàñïðåäåëåíèé
ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà, òàê è ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñ-
êà. Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì óòî÷íåíèåì è îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ îöåíîê (ñì.,
íàïðèìåð, [2, 8]).

Ñëó÷àé óïðàâëÿþùèõ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Ðàññìîòðèì îáîáùåí-
íûé ïðîöåññ Êîêñà (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ` ∈ (0,∞) è s ∈ (0,∞),
÷òî

EΛ(t) ≡ `t, DΛ(t) ≡ s2t, t > 0.

Ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü Φ(x), x ∈ R. Ñèì-
âîë =⇒ áóäåò îáîçíà÷àòü ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

Â êíèãå [2] äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñõîäèìî-
ñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a 6= 0. Â äîïîëíåíèå ê ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì íà ìîìåíòû
óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà Λ(t) ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(t) P→ ∞ ïðè t → ∞. Òîãäà îäíîìåðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ íåñëó÷àéíî öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðîâàííûõ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ïðè t →∞, òî åñòü

S(t)− a`t√
[`(a2 + σ2) + a2s2]t

=⇒ Z (t →∞),

8 Êîðîëåâ Â. Þ., Ñîêîëîâ È. À. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íàäåæíîñòè ìîäèôèöèðóåìûõ
ñèñòåì. � Ì.: ÈÏÈ ÐÀÍ, 2006.
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V òàêàÿ, ÷òî

Λ(t)− `t

s
√

t
=⇒ V (t →∞).

Ïðè ýòîì

P(Z < x) = EΦ
(

x

√
1 +

a2s2

(a2 + σ2)`
− asV√

(a2 + σ2)`

)
, x ∈ R.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Z
d=

[
1 +

a2s2

(a2 + σ2)`

]−1/2

·X +
as√

(a2 + σ2)` + a2s2
· V,

ãäå X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íåçàâèñèìàÿ îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V .

Â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1. Â êíè-
ãå [2] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1, íî îíè ñïðàâåäëèâû
äëÿ äîâîëüíî óçêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ïðåäåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V , äîâîëüíî
ãðîìîçäêè, ñîäåðæàò òðóäíî âû÷èñëÿåìûå õàðàêòåðèñòèêè è íåóäîáíû äëÿ àíàëèçà è ïðè-
ìåíåíèÿ. Çäåñü áóäåò ïðèâåäåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1 â òðàäèöèîííûõ
òåðìèíàõ.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

β3 = E|X1|3, L3 =
β3

(a2 + σ2)3/2
, Ft(x) = P

(
S(t)− a`t√

[`(a2 + σ2) + a2s2]t
< x

)

ρt = sup
x

∣∣∣∣∣Ft(x)− EΦ
(

x

√
1 +

a2s2

(a2 + σ2)`
− asV√

(a2 + σ2)`

)∣∣∣∣∣ ,

∆t = sup
v

∣∣∣∣ P

(
Λ(t)− `t

s
√

t
< v

)
− P (V < v)

∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü β3 < ∞, E|V | < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρt ≤ ∆t +
1√
t
· inf

ε∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ε)`

+
s

`

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)∣∣∣∣
}

,

ãäå C0 ≤ 0.7005,
Q(ε) = max

{
1
ε
,

√
1 + ε(

1 +
√

1− ε
)√

2πe(1− ε)

}
.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì òåîðåìû 2 ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí {∣∣∣∣

Λ(t)− `t

s
√

t

∣∣∣∣
}

t>0

ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρt ≤ ∆t +
1√
t
· inf

ε∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ε)`

+
s

`

(1
ε

+ Q(ε)
)}

,
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Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, ïðîöåññ Λ(t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ
` = s2. Â òàêîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(t) ïðè êàæäîì t > 0 ÿâëÿåò-
ñÿ òàê íàçûâàåìûì ïóàññîí-ïóàññîíîâñêèì èëè (èíôåêöèîííûì) ðàñïðåäåëåíèåì Íåéìàíà
òèïà À. Êëàññ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ââåäåí Þ. Íåéìàíîì â ðàáîòå [9] â ñâÿçè ñ íåêîòîðû-
ìè çàäà÷àìè èç îáëàñòè áàêòåðèîëîãèè è ýíòîìîëîãèè. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ∆t òàêæå
èìååò ïîðÿäîê O

(
t−1/2

)
, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆t ≤ C0√
t
,

ïðè÷åì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñì., íàïðè-
ìåð, [5] è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðò-
íûì íîðìàëüíûì. Â òàêîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî îöåíêà

ρt ≤ 1√
`t
· inf

ε∈(0,1)

{
C0

(
1 +

L3√
1− ε

)
+

1
ε

+ Q(ε)
}

.

Çàìå÷àíèå 2. Äðóãèì ïðèìåðîì óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà Λ(t), ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà
∆t òàêæå èìååò ïîðÿäîê O

(
t−1/2

)
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Λ(t) ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ïðîöåññîì

Ëåâè, ïðèðàùåíèå êîòîðîãî íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì ìàñøòàáà λ = `/s2 è ïàðàìåòðîì ôîðìû α = `2/s2. Â òàêîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(t) ïðè êàæäîì t > 0 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì (ñì.,
íàïðèìåð, [5]). Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì
íîðìàëüíûì.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ N(t) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïóàññîíîâñêèì (ñ
èíòåíñèâíîñòüþ `), òî, î÷åâèäíî, s = 0. Ïðè ýòîì ëîãè÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû V ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì â íóëå è ∆t = 0. Ïîýòîìó â òàêîì ñëó÷àå
îöåíêà, ïðèâåäåííàÿ â òåîðåìå 2, åñòåñòâåííî ïåðåõîäèò â îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê íîðìàëüíîìó çàêîíó, ïðèâåäåííóþ, íàïðèìåð,
â ðàáîòå [10] ñ êîíñòàíòîé C0, óòî÷íåííîé â ðàáîòå [11].

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ëåãêî íàéòè ÷èñ-
ëåííûå îöåíêè âåëè÷èíû

inf
ε∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ε)`

+
s

`

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)∣∣∣∣
}

.

Íàéäåì, íàïðèìåð, çíà÷åíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî C0 = 0.7005, a = 5,
σ = 10, ` = 4, s = 2, E|V | =

√
2
π (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñëó÷àÿ ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî ðàñïðå-

äåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V ), L3 = 1, 5108. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè
ïî ε ïîëó÷àåì

inf
ε∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ε)`

+
s

`

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)∣∣∣∣
}
≈ 2, 3882.

9Neyman J. On a new class of "contagious" distribution, applicable in entomology and bacteriology.
// Annals of Mathematical Statistics, 1939. Vol. 10. P. 35-57.

10Øåâöîâà È. Ã. Óòî÷íåíèå ñòðóêòóðû îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìå äëÿ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. // Äèñ. êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. � Ì.: ÌÃÓ, 2006.

11Øåâöîâà È. Ã. Óòî÷íåíèå âåðõíåé îöåíêè àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà.
//Òðóäû ìîëîäûõ ó÷åíûõ ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ. � Ì.: èçä-
âî ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ. 2008. Ñ. 101-110.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èìååò âèä

ρt ≤ ∆t +
2, 3882√

t
.

Ñëó÷àé óïðàâëÿþùèõ ïðîöåññîâ ñ áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Ïðåäïîëîæåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè äèñïåðñèè óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà Λ(t) â òåîðåìå 1 è òåîðåìå 2 íå ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêèì. Ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà Λ(t).

Ïî àíàëîãèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè, ââåäåííûìè âûøå, ïîëîæèì

ρ̃t = sup
x

∣∣∣∣∣P
(

S(t)− at√
t

< x

)
− EΦ

(
x− aV√
(a2 + σ2)

)∣∣∣∣∣ , ∆̃t = sup
v

∣∣∣∣ P

(
Λ(t)− t√

t
< v

)
− P (V < v)

∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü β3 < ∞, EΛ(t) < ∞ ïðè êàæäîì t > 0, E|V | < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

ρ̃t ≤ ∆̃t +
1√
t
· inf

ε∈(0,1)

{
C0L3√
1− ε

+
E|V |

ε
+ Q(ε)E

∣∣∣∣
Λ(t)− t√

t

∣∣∣∣
}

,

Çàìå÷àíèå 5. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèòóàöèè, íà êîòîðóþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äåéñòâèå
òåîðåìû 3, íî ê êîòîðîé íå ïðèìåíèìû òåîðåìû 1 è 2, ìîæíî ïðèâåñòè òàêóþ, â êîòîðîé

Λ(t) = max{0,
√

tV + t}+
1

2tα/2

(2α + 1
α

√
t− 1

)
,

ãäå 2 < α < 3, à V � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =
α + 1

2(|x|+ 1)α
, x ∈ R.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî EΛ(t) = t ïðè ëþáîì t > 0, íî âòîðîé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Λ(t) áåñêîíå÷åí âñëåäñòâèå áåñêîíå÷íîñòè âòîðîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V (è, ñëå-
äîâàòåëüíî, áåñêîíå÷åí è âòîðîé ìîìåíò îáîáùåííîãî ïðîöåññà Êîêñà S(t), óïðàâëÿåìîãî
òàêèì ïðîöåññîì Λ(t)). Ïðè ýòîì, îäíàêî, êàê ëåãêî âèäåòü,

Λ(t)− t√
t

= max{−
√

t, V }+
1

2t(α+1)/2

(2α + 1
α

√
t− 1

)
=⇒ V

ïðè t → ∞. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé î÷åíü èíòåðåñíîãî è íåòðèâè-
àëüíîãî ôàêòà: â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ, äëÿ ñóìì ñî ñëó÷àéíûì
÷èñëîì ñëàãàåìûõ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà) ñ áåñêîíå÷íîé äèñïåð-
ñèåé ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ñëàáûõ ïðåäåëîâ âîçìîæíî è ïðè íîðìèðîâêå ïîðÿäêà
t1/2, ÿâëÿþùåéñÿ ¾ñòàíäàðòíîé¿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ëèøü äëÿ ñóìì ñ êîíå÷íîé äèñïåð-
ñèåé.

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåð-
ñàëüíûì è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â òåîðåìå 2, êàê äëÿ
ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà (S(t) = max0≤τ≤t S(t),), òàê è äëÿ îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ ðèñêà (R(t) = cΛ(t)−∑N(t)

j=1 Xj). Ýòèì îöåíêàì ïîñâÿùåíû çàêëþ÷èòåëüíûå ðàç-
äåëû ãëàâû 1.

Âòîðàÿ ãëàâà. Âî âòîðîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ïðèáûëè ñïåêóëÿ-
òèâíîé äåÿòåëüíîñòè. Ïðåäëîæåíà èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ ÷åðåç çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà êëèåíòîâ îò ïàðàìåòðîâ ñïåêóëÿòèâ-
íîé äåÿòåëüíîñòè. Îïòèìóì ïîíèìàåòñÿ êàê â ñìûñëå ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïðèáûëè, òàê
â ñìûñëå ìàêñèìóìà ãàðàíòèðîâàííîé ïðèáûëè ñ íåêîòîðîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.
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Ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ ñïåêóëÿòèâíîé ïðèáûëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå ïóíêòà îáìåíà
âàëþò. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïóíêò îáìåíà âàëþò îáëàäàåò íåêîòîðîé ñóììîé
äåíåã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó äàííîé îðãàíèçàöèè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü êàê êóïèòü, òàê
è ïðîäàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî âàëþòû ïî íåêîòîðîé öåíå. Íàçîâåì ýòó öåíó öåíîé îáìåíà è
ïóñòü îíà ðàâíà c(t) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà ÷àñòü äåíåã â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t0 = 0 îáìåíèâàåòñÿ íà âàëþòó ïî öåíå c(t0) = c∗ íà âàëþòíîì ðûíêå. Çàòåì
îáìåííûé ïóíêò âûñòàâëÿåò ñâîè öåíû íà ïîêóïêó è ïðîäàæó, êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî,
ìåíüøå è áîëüøå, ÷åì c∗. Ïðè ýòîì öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè ïóíêòà îáìåíà âàëþò äîëæíû
áûòü îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ê êîíöó îò÷åòíîãî ïåðèîäà ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíóþ ïðèáûëü îò ïðîâåäåííûõ îïåðàöèé.

Ðàçíèöó ìåæäó öåíîé ïîêóïêè è öåíîé ïðîäàæè áóäåì íàçûâàòü ìàðæåé (margin). Îò-
êëîíåíèå öåíû ïîêóïêè îò öåíû îáìåíà áóäåì íàçûâàòü ñïðýäîì ïîêóïêè (buy spread), à
îòêëîíåíèå öåíû îáìåíà îò öåíû ïðîäàæè � ñïðýäîì ïðîäàæè (sell spread).

Îïèøåì ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü. Îïðåäåëèì ïðè τ ≥ 0 ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû

M(τ) = u + c+

N+(τ)∑

j=1

X+
j − c−

N−(τ)∑

j=1

X−
j

è

G(τ) = v −
N+(τ)∑

j=1

X+
j +

N−(τ)∑

j=1

X−
j ,

ïðè÷åì
∑0

j=1(·) = 0. Çäåñü u ≥ 0 èìååò ñìûñë íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ïóíêòà îáìåíà âà-
ëþò, âåëè÷èíà v ≥ 0 îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûé îáúåì èìåþùåéñÿ âàëþòû, ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà c+ è c− èìåþò ñìûñë öåíû ïðîäàæè è öåíû ïîêóïêè âàëþòû îáìåííûì ïóíêòîì,
ñîîòâåòñòâåííî, íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X+

k è X−
l � ýòî êîëè÷åñòâî âàëþòû,

ïðîäàííîé k-òîìó êëèåíòó è êóïëåííîé ó l-òîãî êëèåíòà, ñîîòâåòñòâåííî, à öåëî÷èñëåí-
íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû N+(τ) è N−(τ) îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ, ïðèøåäøèõ â
ïóíêò îáìåíà âàëþò äëÿ òîãî, ÷òîáû êóïèòü èëè ïðîäàòü âàëþòó. Âåçäå äàëåå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {X+

n }n≥1 è {X−
n }n≥1 ñîñòîÿò èç îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññû M(τ) è G(τ) õàðàêòåðèçóþò êàïèòàë êîìïàíèè è îáúåì
èìåþùåéñÿ âàëþòû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ÷èñëà c+ è c− â âèäå

c+ = c∗ + δ+, c− = c∗ − δ−,

ãäå δ+ ≥ 0 è δ− ≥ 0 � ýòî ñïðýä ïðîäàæè è ñïðýä ïîêóïêè ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè öåíû ïðîäàæè c+ êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ, æåëàþùèõ êóïèòü

ó îáìåííîãî ïóíêòà âàëþòó, â ñðåäíåì çà åäèíèöó âðåìåíè äîëæíî óìåíüøèòüñÿ èëè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, äîëæíà óìåíüøèòüñÿ èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà êëèåíòîâ-ïîêóïàòåëåé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ïðè ïðèáëèæåíèè öåíû ïðîäàæè ê öåíå c∗, èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà êëè-
åíòîâ äîëæíà óâåëè÷èòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âïîëíå ðàçóìíûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà êëèåíòîâ, ïîêóïàþùèõ âàëþòó, îò ðàçíèöû
δ+ ìåæäó öåíîé ïðîäàæè è öåíîé îáìåíà. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ è ê çàâèñè-
ìîñòè ñðåäíåãî çà åäèíèöó âðåìåíè ÷èñëà êëèåíòîâ, ïðîäàþùèõ âàëþòó îáìåííîìó ïóíêòó,
îò δ−.

Âûøå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îáìåííûé ïóíêò èìååò âîçìîæíîñòü â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè îáìåíÿòü âàëþòó íà ðóáëè ïî öåíå c(τ). Â ýòîì ñëó÷àå ñóììàðíûå àêòèâû êîìïàíèè
ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ðóáëåâîì ýêâèâàëåíòå â ñëåäóþùåì
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âèäå:

M(τ) + c(τ)G(τ) = u + c(τ)v + δ+

N+(τ)∑

j=1

X+
j + δ−

N−(τ)∑

j=1

X−
j + ∆




N−(τ)∑

j=1

X−
j −

N+(τ)∑

j=1

X+
j


 ,

ãäå ∆(τ) = c(τ)− c∗

Îáúåêòîì äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

R(τ) = δ+

N+(τ)∑

j=1

X+
j + δ−

N−(τ)∑

j=1

X−
j + ∆(τ)


v +

N−(τ)∑

j=1

X−
j −

N+(τ)∑

j=1

X+
j


 ,

êîòîðàÿ âûðàæàåò ïðèáûëü îáìåííîãî ïóíêòà îò åãî äåÿòåëüíîñòè. Ïðè÷åì, ïåðâûå äâà
ñëàãàåìûõ õàðàêòåðèçóþò ïðèáûëü, êîòîðóþ ïîëó÷àåò îáìåííûé ïóíêò îò ñâîåé íåïîñðåä-
ñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, à òðåòüå ñëàãàåìîå ïîêàçûâàåò ïðèáûëü ñâÿçàííóþ ñ èçìåí÷èâîñòüþ
âî âðåìåíè êóðñà âàëþòû.

Öåëüþ îáìåííîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå δ+ è δ− òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèáûëü
îò ñîâåðøåííûõ îïåðàöèé áûëà â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàêñèìàëüíîé. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëü-
íûõ ñïðýäîâ ïîêóïêè/ïðîäàæè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòü δ+ è δ− òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ
ïðèáûëü:

ER → max
δ+,δ−

; (2)

Çàäà÷à 2. Íàéòè çíà÷åíèÿ δ+ è δ−, îáåñïå÷èâàþùèå äëÿ íåêîòîðîãî r ≥ 0 è áëèçêîé ê
åäèíèöå âåëè÷èíû γ ñîîòíîøåíèå

P(R ≥ r) ≥ γ, (3)
òî åñòü òðåáóåòñÿ íàéòè êóðñû ïîêóïêè è ïðîäàæè âàëþòû, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷èòü çàäàííóþ ïðèáûëü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå
(3) äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü âåëè÷èíó ãàðàíòèðîâàííîé ïðèáûëè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ
δ+ è δ−.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îïèñàííîé âûøå îáùåé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ïîòîêîâ êëèåíòîâ. Ïðåäïîëîæèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî öåíà îá-
ìåíà íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, òî åñòü c(τ) = c∗,∀τ ≥ 0. Âî-âòîðûõ, ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî N+(τ) è N−(τ) ÿâëÿþòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèìè ïóàññîíîâñêèìè ïðîöåññû
(ïðîöåññû Êîêñà), óïðàâëÿåìûå ïðîöåññàìè Λ+(τ) è Λ−(τ) ñîîòâåòñòâåííî. Äàííîå ïðåäïî-
ëîæåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé, òàê êàê ñóùåñòâóþò
ñåçîííûå êîëåáàíèÿ ñïðîñà êàê íà ïîêóïêó, òàê è íà ïðîäàæó âàëþòû (íàïðèìåð, â áóäíèå
äíè ñäåëîê ñîâåðøàåòñÿ ìåíüøå, íåæåëè â âûõîäíûå), à òàêæå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñëó-
÷àéíûå âñïëåñêè èíòåíñèâíîñòè (íàïðèìåð, ñâÿçàííûå ñ âûõîäîì íîâîñòåé, èçìåíÿþùèõ
ñòîèìîñòü âàëþòû îòíîñèòåëüíî ðóáëÿ).

Âåëè÷èíà ïðèáûëè êîìïàíèè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò âûðàæàòüñÿ ôîðìó-
ëîé

R(t) = δ+

N+(t)∑

j=1

X+
j + δ−

N−(t)∑

j=1

X−
j .

Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ

Y + = δ+

N+(t)∑

j=1

X+
j , Y − = δ−

N−(t)∑

j=1

X−
j .
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Òîãäà
R(t) d= Y + + Y −.

Âåçäå äàëåå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî δ+ = δ− = δ, òî åñòü ñèòóàöèÿ
íà âàëþòíîì ðûíêå äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíà.

Ðåøèì ïîñòàâëåííûå ðàíåå çàäà÷è 1 è 2 äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëîæèì, ÷òî EΛ+(t) = λ+t è EΛ−(t) = λ−t. Òîãäà îæèäàåìàÿ ïðèáûëü êîìïàíèè áóäåò
ðàâíà

ER(t) = δt · (λ+µ+
1 + λ−µ−1

)
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2 âîçíèêàþò âïîëíå î÷åâèäíûå çàòðóäíåíèÿ, ïîñêîëüêó äàæå äëÿ
ïðîñòåéøèõ âèäîâ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X+

1 è X−
1 è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èí-

òåíñèâíîñòè ïîòîêîâ êëèåíòîâ ïîñòîÿííû, òî åñòü N+(τ), N−(τ) ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè
ïðîöåññàìè, âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ R(t) â ÿâíîì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðàéíå
çàòðóäíèòåëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ R(t) èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà
2 è ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè (ñì. [12]).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ïðèáûëè:

r1 = (a+λ+ + a−λ−)δt +
√

[(D+)2 + (D−)2] t · u
(

1− γ +
K+ + K−

√
t

)
,

r2 = (a+λ+ + a−λ−)δt +
√

[(D+)2 + (D−)2] t · u
(

1− γ − K+ + K−
√

t

)
,

ãäå

D+ =
√[

λ+
(
(a+)2 + (σ+)2

)
+ (a+)2(s+)2

]
δ2, D− =

√[
λ−

(
(a−)2 + (σ−)2

)
+ (a−)2(s−)2

]
δ2.

K+ = κ+ + inf
ε∈(0,1)

{
C0L

+
3√

(1− ε)λ+
+

s+

λ+

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)}
,

K− = κ− + inf
ε∈(0,1)

{
C0L

−
3√

(1− ε)λ−
+

s−

λ−

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)}
,

äëÿ γ ∈ (0, 1) ñèìâîëîì u(γ) îáîçíà÷àåòñÿ γ-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ïîòîêîâ êëèåíòîâ. Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî ïîòîêà

êëèåíòîâ ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ïðèáûëè â ñìûñëå çàäà÷è 2.
Ïóñòü N+ è N− � ïðîåêöèè ïðîöåññîâ N+(τ) è N−(τ) â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N+ è N− èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè λ+ è
λ−. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíà îáìåíà íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, òî åñòü c(t) = c∗, ∀t ≥
0.

Òîãäà

u

(
1− γ − C0

λ+µ+
3 + λ−µ−3(

λ+µ+
2 + λ−µ−2

)3/2

)
δ
√

λ+µ+
2 + λ−µ−2 +

+
(
λ+µ+

1 + λ−µ−1
)
δ ≤ r ≤ (

λ+µ+
1 + λ−µ−1

)
δ+

+u

(
1− γ + C0

λ+µ+
3 + λ−µ−3(

λ+µ+
2 + λ−µ−2

)3/2

)
δ
√

λ+2µ+
2 + λ−µ−2 . (4)

12Çîëîòàðåâ Â. Ì. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. � Ì.:
Íàóêà, 1986., ñòð. 73-75
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ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé:

C0
λ+µ+

3 + λ−µ−3(
λ+µ+

2 + λ−µ−2
)3/2

− γ < 0 , 1− γ − C0
λ+µ+

3 + λ−µ−3(
λ+µ+

2 + λ−µ−2
)3/2

> 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïðåäåëû áóäóùåé ïðèáûëè ïðè óñòàíîâ-
ëåííîé δ è èçâåñòíûõ ìîìåíòàõ µ+

k è µ−k (1 ≤ k ≤ 3), êîòîðûå ìîãóò áûòü îöåíåíû ñòà-
òèñòè÷åñêè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî (4) ìîæíî óòî÷íèòü, èìåÿ äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î ìîìåíòàõ µ+

k è µ−k (k ≥ 4), ïðèìåíèâ, íàïðèìåð, òåîðåìó 1.5.1 èç [13].
Ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ δ â çàäà÷àõ 1 è 2, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå

ïðåäïîëîæåíèÿ î âèäå çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà êëèåíòîâ, êîòîðûå õîòÿò êó-
ïèòü/ïðîäàòü âàëþòó, îò δ. Ïîñêîëüêó â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ ñïðîñà íà òîâàð
èìååò ðàçíûé âèä, â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ çàâèñèìî-
ñòåé èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ êëèåíòîâ λ+ è λ− îò âåëè÷èíû δ: ñëó÷àé ëèíåéíîé, îáðàòíî-
ïðîïîðöèîíàëüíîé, ýêñïîíåíöèàëüíîé è ãàóññîâñêîé çàâèñèìîñòè. Äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ
ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íàéäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ δ â ñìûñëå çàäà÷è
1 è 2 èëè ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìóìîâ íåñêîëüêî.

Òðåòüÿ ãëàâà. Â òðåòüåé ãëàâå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî êàïè-
òàëà, ìèíèìèçèðóþùåãî ñðåäíèå èçäåðæêè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ñêëàäà, ïóíêòà îáìåíà
âàëþò. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòîê çàÿâîê (êëèåíòîâ, ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé) ÿâëÿåòñÿ
ïðîöåññîì Êîêñà, íà îñíîâàíèè îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ãëàâå, ñòðîÿòñÿ äâóñòîðîííèå
îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè,
ñâÿçàííûé êàê ñ âîçìîæíîñòüþ èíâåñòèðîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà â ïðèáûëüíûå ïðî-
åêòû, òàê è ñ âîçìîæíîñòüþ, â íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ, ïîëüçîâàòüñÿ êðåäèòàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îðãàíèçàöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååòñÿ
u åäèíèö íåêîòîðîãî ðåñóðñà. Íà ïðîòÿæåíèè èíòåðâàëà âðåìåíè [0, T ] â äàííóþ îðãàíèçà-
öèþ ïîñòóïàþò òðåáîâàíèÿ äâóõ âèäîâ: âî-ïåðâûõ, òðåáîâàíèÿ íà âûäà÷ó äàííîãî ðåñóðñà,
âî-âòîðûõ, òðåáîâàíèÿ î ïðèíÿòèè íà õðàíåíèå ýòîãî æå ðåñóðñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S(t) �
âåëè÷èíà ÷èñòûõ ñïèñàíèé ðåñóðñà èç îðãàíèçàöèè ê ìîìåíòó âðåìåí t. Òîãäà, u−S(t) � âå-
ëè÷èíà òåêóùåãî îñòàòêà ðåñóðñà â îðãàíèçàöèè. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå â íåêîòîðîì
ñìûñëå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî îñòàòêà â îðãàíèçàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèé èçäåðæåê, ñâÿçàí-
íûå ñ âåëè÷èíîé u. Ïóñòü c1(t) � èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ õðàíåíèåì èçáûòî÷íîãî ðåçåðâà.
Èçáûòî÷íîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ïîëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû E(u − S(t))+ (çäåñü ìû
èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå x+ = max{0, x}). Ïóñòü c2(t) � èçäåðæêè, âûðàæåí-
íûå â íåäîñòàòêå ðåñóðñà. Íåäîñòàòîê ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ïîëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû
E(S(t)− u)+.

Òîãäà ôóíêöèÿ ñóììàðíûõ èçäåðæåê îðãàíèçàöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

D(u) =

T∫

0

c1(t) · E(u− S(t))+ dt +

T∫

0

c2(t) · E(S(t)− u)+ dt.

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå u0, ÷òî

D(u0) = min
u≥0

D(u). (5)

13Áåíèíã Â. Å., Êîðîëåâ Â. Þ. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ðèñêà. � Ì.: ÌÀÊÑ-Ïðåññ,
2000.
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Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê ìèíèìóìà â (5) ýêâèâàëåíòåí îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ

T∫

0

[c1(t) + c2(t)]P(S(t) < u) dt =

T∫

0

c2(t) dt.

Ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè èçäåðæåê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè (äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ âðåìåííûõ
èíòåðâàëîâ), òî åñòü c1(t) = c1, c2(t) = c2, ãäå c1 è c2 � êîíñòàíòû è ïóñòü δ = c2

(c1+c2) .
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî u0 íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

1
T

T∫

0

P(S(t) < u) dt = δ. (6)

Äàëåå, ýòî äîâîëüíî îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ñïåðâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îá îïòèìèçàöèè ðåçåðâà ñêëàäà, ïîòîì äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà è,
íàêîíåö, äëÿ îïòèìèçàöèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ïóíêòà îáìåíà âàëþò.

Îïòèìèçàöèè ðåçåðâà íà ñêëàäå. Ïóñòü Xi � êîëè÷åñòâî åäèíèö òîâàðà, êîòîðîå
äîëæíî áûòü ïîñòàâëåíî (èçúÿòî ñî ñêëàäà) â ñîîòâåòñòâèè ñ i-îé çàÿâêîé, à N(t) � êîëè÷å-
ñòâî çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè [0, t] (0 ≤ t ≤ T ). Òîãäà ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî òîâàðà, êîòîðîå äîëæíî áûòü ïîñòàâëåíî ñî ñêëàäà çà âðåìÿ [0, t], î÷åâèäíî,
èìååò âèä (1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàíäàðòèçîâàííàÿ íàêîïëåííàÿ èíòåíñèâíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè íîð-
ìàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî

Λ(t)− `t

s
√

t
=⇒ V (t →∞), ãäå V ∼ N(0, 1). (7)

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∆t = sup
v

∣∣∣∣P
(

Λ(t)− `t

s
√

t
< v

)
− P (V < v)

∣∣∣∣ ≤
κ√
t

(8)

Òîãäà äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå (5) íà÷àëüíîãî ðåçåðâà íà ñêëàäå
èìåþò ñëåäóþùèé âèä

a`

(
Tδ − 2√

2πL2
− 2K

√
T

)
≤ u0 ≤ a`

(
Tδ +

√
T√

2πL
+ 2K

√
T

)
. (9)

ãäå
K = κ +

1√
t
· inf

ε∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ε)`

+
s

`

(
E|V |

ε
+ Q(ε)

)∣∣∣∣
}

.

L =
a`

D
, D =

√
DS(t) =

√
a2s2 + (a2 + σ2)`.

Îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà. Ïóñòü N(t), 0 ≤ t ≤ T, � ÷èñëî ñòðà-
õîâûõ âûïëàò äî ìîìåíòà t, à Xi � ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ïî i−ìó ñòðàõîâîìó ñëó÷àþ òàêèå.
Òîãäà

S(t) =
N(t)∑

j=1

Xj − cΛ(t), t ≥ 0, (10)
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ãäå c èìååò ñìûñë èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ âçíîñîâ (ïðåìèé). Òîãäà âåëè÷èíà

R(t) = u− S(t) = u + cΛ(t)−
N(t)∑

j=1

Xj

èìååò ñìûñë ðåçåðâà ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíû (7) è (8). Òîãäà äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå
(5) íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðåäñòàâèìû â âèäå

a′
(

T − Tδ +
√

T√
2π|L| + 2K

√
T

)
≤ u0 ≤ a′

(
T − Tδ − 2√

2πL2
− 2K

√
T

)
. (11)

ãäå
a′ = (a− c) `, D′ =

√
DR(t), L =

a′

D′ .

Ñòðàòåãèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàçóìíî âûáèðàòü èñõîäÿ èç òðå-
áîâàíèÿ î òîì, ÷òîáû â êîíöå ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà ðåçåðâ, èìåþùèéñÿ â ðàñïîðÿ-
æåíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè R(t), áûë äîñòàòî÷íî âåëèê. Ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî ïîíèìàòü
ïî-ðàçíîìó. Ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàòü íåêîòîðîå ÷èñëî R0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ER(t) ≥ R0 (12)

Ìîæíî òàêæå çàäàòü íåêîòîðîå ÷èñëî γ ∈ (0, 1) (ïî âîçìîæíîñòè çíà÷åíèå γ äîëæíî áûòü
áëèçêèì ê åäèíèöå) è R0 > 0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

P(R(t) ≥ R0) ≥ γ (13)

Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîé ñòàâêè ñòðàõîâîé ïðåìèè. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå âåëè÷èí ñòàðòîâîãî êàïèòàëà u è ñòàâêè ñòðàõîâîé
ïðåìèè c, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ (12) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè
ìèíèìàëüíû.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

c ≥ a +
(

R0

`T
+

D′
√

2πT

)(
δ +

2K√
T

)−1

. (14)

Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå âåëè÷èí ñòàðòîâîãî êàïèòàëà u è ñòàâêè ñòðàõîâîé
ïðåìèè c, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ (13) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè
ìèíèìàëüíû.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

c ≥ a +
[
R0

`T
+

D′

`
√

T

(
nγT +

1√
2π

)](
δ − 2K√

T

)−1

, (15)

Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè äëÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ ðå-
çåðâà. Íåðàâåíñòâî (11) ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü åùå äâå çàäà÷è è ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ èõ
ðåøåíèé.
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Çàäà÷à 5. Ïðè çàäàííîé ñòàâêå ñòðàõîâûõ ïðåìèé c íàéòè òàêîå T0, ÷òîáû äëÿ T ≥ T0

áûëî âûïîëíåíèå óñëîâèå (12) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè ìèíèìàëüíû.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

T ≥ 1
4δ2




√(
1√

2π(c− a)`
+ 2K

)2

+
4δR0

(c− a)`
+

(
1√

2π(c− a)`
+ 2K

)


2

.

Çàäà÷à 6. Ïðè çàäàííîé ñòàâêå ñòðàõîâûõ ïðåìèé c íàéòè òàêîå T0, ÷òîáû äëÿ T ≥ T0

áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå 13) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè ìèíèìàëüíû.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

T ≥ 1
4(δ(c−a)`)2

[√(
1√

2π(c−a)`
+ 2K + nγT D′√T

)2
((c− a)`)2 + 4δR0(c− a)` +

+(c− a)`
(

1√
2π(c− a)`

+ 2K + nγT D′√T

)]2

.

×åòâåðòàÿ ãëàâà. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé îáîá-
ùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì ê ñäâèãîâûì ñìåñÿì íîðìàëüíûõ çàêîíîâ,
ïîëó÷åííûå â ïåðâîé ãëàâå, ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ãàðàíòèðîâàííûõ äâóñòîðîííèõ
îöåíîê íàäåæíîñòè ìîäèôèöèðóåìûõ òåõíè÷åñêèõ è èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. Òàêæå íà-
õîäÿòñÿ îæèäàåìûå çíà÷åíèÿ íàäåæíîñòè è îöåíêè äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè ñèñòåìû
â ðàìêàõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ, ëîãèñòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé èçìåíåíèÿ íàäåæ-
íîñòè ìîäèôèöèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t íàäåæíîñòü ñèñòåìû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïàðà-
ìåòðîì P (t) � âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî íà ñèãíàë, ïîäàííûé íà âõîä ñèñòåìû â ìîìåíò t,
ñèñòåìà îòðåàãèðóåò ïðàâèëüíî. Ïî ñìûñëó òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà íàäåæíîñòè áëèæå âñåãî
ê òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîìó êîýôôèöèåíòó ãîòîâíîñòè. Â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè Y0 = 0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ . . . â ñèñòåìó âíîñÿòñÿ (ìãíîâåííûå) ìîäèôèêàöèè, â ðåçóëüòàòå
÷åãî èçìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð P (t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèè ïðîöåññà P (t) íåïðåðûâíû
ñïðàâà è êóñî÷íî-ïîñòîÿííû, òàê ÷òî P (t) = P (Yj) ïðè t ∈ [Yj , Yj+1), j ≥ 1.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà P (t) ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà. Îïèñàííàÿ âûøå
î÷åíü îáùàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàëà â òåðìèíàõ, òðàäèöèîííûõ äëÿ ñòîëü
ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ, êàê ìåäèöèíà, ïðîãðàììèðîâàíèå èëè ìåíåäæìåíò. Áîëåå ïîäðîá-
íî îá ýòîì ñì. â êíèãàõ [14, 7, 8]

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè {Y0 = 0, Y1, Y2, . . .}, â êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèè
ñèñòåìû, îáðàçóþò äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé òî÷å÷íûé ïðîöåññ , óïðàâëÿå-
ìûé íåêîòîðûì ïðîöåññîì Λ(t). Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî EΛ(t) ≡ t.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è êàê òî, ÷òî óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ â ñðåäíåì
ïðîïîðöèîíàëåí âðåìåíè, è (÷òî ñóùåñòâåííî âàæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ àïïðîê-
ñèìàöèé) êàê òî, ÷òî çàäà÷à ïàðàìåòðèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì óïðàâëÿþùåãî
ïðîöåññà.

Íåîäíîðîäíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïóñòü
{(θj , ηj)}j≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äâóìåðíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî

0 ≤ θ1 ≤ 1, 0 ≤ η1 ≤ 1 ïî÷òè íàâåpíîå.
14Êîðîëåâ Â. Þ. Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè. Ââåäåíèå â àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ ñëó÷àéíîãî ñóì-

ìèðîâàíèÿ. � Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, Ìîñêâà, 1997.
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Îòìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü θj è ηj âíóòðè êàæäîé ïàðû ðàâíî êàê è ñîâïàäåíèå ðàñïðå-
äåëåíèé θj è ηj âíóòðè êàæäîé ïàðû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Îäíàêî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {(θj , ηj)}j≥1 ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìà îò òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà Y1, Y2, . . .

Çàäàâ íà÷àëüíóþ íàäåæíîñòü p0, ðàññìîòðèì ìîäåëü, îïðåäåëÿåìóþ ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì

P (Yj+1) = θj+1P (Yj) + ηj+1

(
1− P (Yj)

)
, j ≥ 0. (16)

Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëüþ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
Â òàêîé ìîäåëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θj îïèñûâàþò âîçìîæíîå óìåíüøåíèå íàäåæíîñòè
èç-çà íåêà÷åñòâåííûõ ìîäèôèêàöèé, â õîäå êîòîðûõ âìåñòî èñïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ
äåôåêòîâ â ñèñòåìó ìîãóò áûòü âíåñåíû íîâûå, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû ηj îïèñûâàþò
ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè çà ñ÷åò èñïðàâëåíèÿ äåôåêòîâ. ×àñòíûå ñëó÷àè ìîäåëè (16) ñ äâóõ-
òî÷å÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θj è ηj è äèñêðåòíûì âðåìåíåì ðàññìàò-
ðèâàëèñü â êíèãàõ [15, 16]. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðå-
ôîðìóëèðîâêó â òåðìèíàõ òåîðèè íàäåæíîñòè îäíîé ìîäåëè îáó÷àåìîñòè, ðàññìîòðåííîé
â êíèãå [17].

Îáîçíà÷èì Eθ1 = 1− a, Eη1 = b.
Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî t > 0

EP (t) =
b

a + b
+

(
p0 − b

a + b

)
Ee−(a+b)Λ(t).

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî, åñëè Ee−(a+b)Λ(t) → 0 ïðè t → ∞ (÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî,
åñëè, ê ïðèìåðó, Λ(t) →∞ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè t →∞), òî â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âåëè÷èíû
c = (a+b)p0−b îæèäàåìàÿ íàäåæíîñòü ñèñòåìû ëèáî âîçðàñòàåò (åñëè c < 0), ëèáî óáûâàåò
(åñëè c > 0). Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Λ(t) →∞ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè t →∞. Òîãäà

lim
t→∞EP (t) =

b

a + b
.

Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θj èç ñëåäñòâèÿ 2 â
ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü Λ(t) →∞ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè t →∞. Ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞EP (t) = 1

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P(θ1 = 1) = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðàìêàõ ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè àáñîëþòíàÿ íàäåæíîñòü ìîæåò
áûòü äîñòèãíóòà òîëüêî çà ñ÷åò èäåàëüíî ïðàâèëüíûõ ìîäèôèêàöèé, â õîäå êîòîðûõ ïîë-
íîñòüþ èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ êàêèõ-ëèáî íîâûõ äåôåêòîâ.

15Âîëêîâ Ë. È., Øèøêåâè÷ À. Ì. Íàäåæíîñòü ëåòàòåëüíûõ àïïàpàòîâ. �- Ì.:ÂØ, 1975.
16Âîëêîâ Ë. È. Óïðàâëåíèå ýêñïëóàòàöèåé ëåòàòåëüíûõ êîìïëåêñîâ. � Ì.: ÂØ, 1981.
17Áóø Ð., Ìîñòåëëåp Ô. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè îáó÷àåìîñòè. � Ì.: ÃÈÔÌË, 1962.
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Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü Λ(t) ≡ t, òî åñòü N(t) � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî t > 0

EP (t) =
b

a + b
+

(
p0 − b

a + b

)
e−(a+b)t.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà θj = 1 ïî÷òè íàâåðíîå, áîëåå ïîäðîáíî. Â ýòîì ñëó÷àå
ñîîòíîøåíèå (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1− P (Yj+1) = (1− ηj+1)
(
1− P (Yj)

)
, j ≥ 1. (17)

Îáîçíà÷èì log(1− ηj) = ζj . Òîãäà èç (17) ïîëó÷àåì

log
(
1− P (t)

)− log(1− p0) =
N(t)∑

k=1

ζk. (18)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (18) ñòîèò îáîáùåííûé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâ-
ñêèé ïðîöåññ (îáîáùåííûé ïðîöåññ Êîêñà). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè äëÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà äëÿ óòî÷íåíèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû â ðàìêàõ íåîäíîðîäíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < Dζj = σ2 < ∞, è îáîçíà÷èì Eζj = α. Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê
0 ≤ ηj ≤ 1, òî α ≤ 0. Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ EΛ(t) ≡ t, ââåäåííîìó âûøå, ïðåäïîëîæèì,
÷òî DΛ(t) ≡ s2t äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ [0,∞).

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî E|ζ1|3 < ∞, è îáîçíà÷èì

β3 = E|ζ1|3, L3 =
β3

(α2 + σ2)3/2
.

Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

sup
x

∣∣∣∣P
(

Λ(t)− t

s
√

t
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
κ√
t

ïðè íåêîòîðîì κ ∈ (0,∞).
Îáîçíà÷èì

K = K(L3, s
2, κ) = κ + inf

ε∈(0,1)

{
C0L3√
1− ε

+
s
√

2√
πε

+ sM(ε)
}

.

Òîãäà íèæíÿÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà zγ(t) äëÿ P (t) ñ êîýôôèöèåíòîì
äîâåðèÿ γ èìååò âèä:

zγ(t) = 1− exp
{
αt +

√
t[α2(1 + s2) + σ2] · u(

γ + K/
√

t
)

+ log(1− p0)
}
,

ãäå äëÿ γ ∈ (0, 1) ñèìâîëîì u(γ) îáîçíà÷àåòñÿ γ-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðè êàæäîì t > 0

P
(
P (t) > zγ(t)

) ≥ γ.

Íàéäåì ãàðàíòèðîâàííóþ äîâåðèòåëüíóþ ïîëîñó
{(

z
(1)
γ (t), z

(2)
γ (t)

)
: t > 0

}
äëÿ P (t) ñ

êîýôôèöèåíòîì äîâåðèÿ γ, êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðè êàæäîì t > 0

P
(
z(1)
γ (t) ≤ P (t) ≤ z(2)

γ (t)
) ≥ γ.

Îíà çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

z(1)
γ (t) = 1− exp

{
αt + u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log(1− p0)

}
,
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z(2)
γ (t) = 1− exp

{
αt− u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log(1− p0)

}
.

Íåîäíîðîäíûå ëîãèñòè÷åñêèå ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Îáîçíà÷èì

Q(Yj) =
P (Yj)

1− P (Yj)
, j ≥ 1.

Ïóñòü θ1, θ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(θj}j≥1 ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìà îò òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà Y1, Y2, . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Q(Yj+1) = θj+1Q(Yj), j ≥ 0. (19)

Ýòó ìîäåëü èçìåíåíèÿ íàäåæíîñòè, íàçûâàåìóþ ëîãèñòè÷åñêîé, ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè pj = P (Yj) � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èñïûòàíèé Áåðíóëëè, òî âåëè÷èíà qj = pj/(1− pj) õàðàêòåðèçóåò îæèäàåìûé íîìåð èñïû-
òàíèÿ, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ ïåðâîé íåóäà÷åé â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòà-
íèé Áåðíóëëè. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Q(Yj) = qj õàðàêòåðèçóåò îæèäàåìîå âðåìÿ æèçíè
(áåçîòêàçíîé ðàáîòû) ñèñòåìû ïîñëå j-îé ìîäèôèêàöèè, êàê åñëè áû ïîñëå ìîìåíòà Yj â íåå
íå âíîñèëèñü áû íèêàêèå èçìåíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (19) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ôîðìàëèçàöèþ òîãî, ÷òî êàæäàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåò îæèäàåìîå
âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïîñëå ìîäèôèêàöèè â ñëó÷àéíîå ÷èñëî ðàç. Ïîëîæèì

Q(t) = Q(YN(t)), t > 0.

Îáîçíà÷èì Eθ1 = a. Ïóñòü p0 � íàäåæíîñòü ñèñòåìû â ìîìåíò t = 0. Îáîçíà÷èì

q0 =
p0

1− p0
,

Òåîðåìà 5. Â ðàìêàõ íåîäíîðîäíîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

EQ(t) = q0Ee(a−1)Λ(t), t > 0.

Ñëåäñòâèå 5. Â ðàìêàõ íåîäíîðîäíîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

EP (t) ≤ q0Ee(a−1)Λ(t)

1 + q0Ee(a−1)Λ(t)
, t > 0.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè N(t) � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, òî â ðàìêàõ íåîäíî-
ðîäíîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè ëþáîì t > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

EQ(t) = q0Ee(a−1)t, EP (t) ≤ q0e
(a−1)t

1 + q0e(a−1)t
.

Îáîçíà÷èì log θj = χj . Òîãäà èç (19) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

log Q(Yj)− log q0 =
j∑

k=1

χk,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

log Q(t)− log q0 =
N(t)∑

k=1

χk.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eχj = α, 0 < Dχj ≡ σ2 < ∞ è îáîçíà÷èì β3 = E|χ1|3 < ∞.
Òîãäà ãàðàíòèðîâàííàÿ íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà äëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû P (t)

â ðàìêàõ ìîäåëè (19), êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî êîýôôèöèåíòà äîâåðèÿ γ ∈ [12 , 1) èìååò âèä

zγ(t) =
exp{xγ(t)}

1 + exp{xγ(t)} ,

ãäå
xγ(t) = αt + u

(
1− γ −K/

√
t
)√

t[α2(1 + s2) + σ2] + log q0.

Ïðè ýòîì ïðè êàæäîì t > 0
P
(
P (t) > zγ(t)

) ≥ γ.

Ãàðàíòèðîâàííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà â ðàìêàõ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè (19) çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè âûðàæåíèÿìè

z(1)
γ (t) =

exp
{
αt− u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log q0

}

1 + exp
{
αt− u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log q0

} ,

z(2)
γ (t) =

exp
{
αt + u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log q0

}

1 + exp
{
αt + u

(
1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + log q0

} .

Íåîäíîðîäíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ðàññìîòðèì
ìîäåëü

Q(Yj+1) = Q(Yj) + θj+1, j ≥ 0. (20)
Ýòó ìîäåëü èçìåíåíèÿ íàäåæíîñòè, íàçûâàåìóþ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê ôîðìàëèçàöèþ òîãî, ÷òî êàæäàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåò îæèäàåìîå
âðåìÿ åå áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïîñëå ìîäèôèêàöèè íà ñëó÷àéíîå âðåìÿ. Êàê è ðàíåå, ïîëà-
ãàåì

Q(t) = Q(YN(t)), t > 0.

Îáîçíà÷èì Eθ1 = α. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, p0 � íàäåæíîñòü ñèñòåìû â ìîìåíò t = 0, q0 =
p0/(1− p0).

Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (20) ñëåäóåò, ÷òî

Q(t) = q0 +
N(t)∑

j=0

θj , t > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β3 = E|θ1|3 < ∞
Çàïèøåì ãàðàíòèðîâàííóþ íèæíþþ äîâåðèòåëüíóþ ãðàíèöó äëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû

P (t) â ðàìêàõ ìîäåëè (20), êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî êîýôôèöèåíòà äîâåðèÿ γ ∈ [12 , 1) èìååò
âèä

zγ(t) =
xγ(t)

1 + xγ(t)
,

ãäå
xγ(t) = αt + u

(
1− γ −K/

√
t
)√

t[α2(1 + s2) + σ2] + q0.

Ïðè ýòîì ïðè êàæäîì t > 0
P
(
P (t) > zγ(t)

) ≥ γ.

Ãàðàíòèðîâàííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà â ðàìêàõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè (20) èìååò âèä

z(1)
γ (t) =

αt− u
(

1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + q0

1 + αt− u
(

1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + q0

,

z(2)
γ (t) =

αt + u
(

1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + q0

1 + αt + u
(

1
2(γ + 1 + 2K/

√
t)

)√
t[α2(1 + s2) + σ2] + q0

.
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