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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ñìåøàííîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ .Ïåðâûì
èññëåäîâàòåëåì â ýòîé îáëàñòè áûë Ô.Òðèêîìè [42].Íà÷àëîì íîâîãî
ýòàïà â ðàçâèòèè òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ÿâèëàñü ðàáîòà
Ô.È.Ôðàíêëÿ[43]. Çàäà÷à Ôðàíêëÿ áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà
ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ À.Â Áèöàäçå ,Ì.Ì Cìèðíîâà,Ê.È Áàáåíêî
[1],[39].Áîëüøîé âêëàä â èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âíåñëè ðàáîòû È.Ì.Ãåëüôàíäà,Ãåëëåðñòåäòà
(Gellersntdt-S).À.Ì.Íàõóøåâà,Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâà,Ò.Ä.Äæóðàåâà,À.Ï.
Ñîëäàòîâà,Â.Í.Âðàãîâà,Ò.Ø.Êàëüìåíîâà,Ê.Á.Ñàáèòîâà,À.Í.Çàðóáèíà,
Ñ.Ï.Ïóëüêèíà,Â.Ô.Âîëêîäàâîâà,Â.Ï.Ìèõàèëîâà,À.À.Ïîëîñèíà,Í.Þ.
Êàïóñòèíà,À.Â.Ïñõó. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà àêòèâíî èçó÷àëèñü, íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ.
Ò.Ø.Êàëüìåíîâ[14]ïåðâûé äîêàçàë,÷òî çàäà÷à Òðèêîìè èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åííèå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-
Áèöàäçå. Ñ.Ì.Ïîíîìàðåâ âûïèñàë ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå è äîêàçàë èõ ïîëíîòó â
ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè,ÿâëÿþùåéñÿ êðóãîâûì. Å.È.Ìîèñååâ[20-
31]íàøåë ñåêòîðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò
ñïåêòð çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëëåðñòåäòà ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (â ÷àñòíîñòè,äëÿ óðàâíåíèÿ Òðèêîìè).Å.È.Ìîèñååâ
äîêàçàë áàçèñíîñòü ýòîé ñèñòåìû â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè
è,èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî áàçèñíîñòè, ïîñòðîèë ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.

ß.Í.Ìàìåäîâ [18] ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà,â
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÷àñòíîñòè,äëÿ óðàâíåíèÿ Òðèêîìè,íî â ñëó÷àå,êîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ
÷àñòü îáëàñòè-ýòî ïîëîâèíà êðóãà â ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîìåòðèè. Çàäà÷à
Ãåëëåðñòåäòà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå è äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëëåðñòåäòà[6]èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Ê.Á.Ñàáèòîâà è åãî ó÷åíèêîâ[38].
Â ýòîé ðàáîòå èçó÷åíû ïîëíîòà è áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ
çàäà÷è Ôðàíêëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè
îáëàñòè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:
1.Íàõîæäåíèå â ÿâíîì âèäå( ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ) îáùèõ ðåøåíèé
âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî
ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì;
2. Äëÿ çàäà÷è Ôðàíêëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå
íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé;
3.Äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè;
4.Äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ;
5.Äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ óñëîâèåì
÷åòíîñòè;
6.Äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ.
Öåëü ðàáîòû.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçèñíîñòè

èëè ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ èëè
áåç ðàçðûâà ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè è â
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ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè âûïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Áàçèñíîñòü
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ è ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
çàäà÷è Ôðàíêëÿ èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì î ïîëíîòå è áàçèñíîñòè
ñèñòåì ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â ïðîñòðàíñòâå Lp. Êðîìå òîãî,èñïîëüçóåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Áåññåëÿ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà.Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè
è â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè,ðàíåå âî âòîðîé ãëàâå äîêàçàíà
áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì ÷åòíîñòè,â òðåòüåé ãëàâå äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è
ñ ðàçðûâîì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ,â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå äîêàçàíà ïîëíîòà
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè
è ñ ðàçðûâîì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ.Â ïÿòîé ãëàâå äîêàçàíà ïîëíîòà
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ óñëîâèåì íå÷åòíîñòè.
Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïðåäëîæåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
ñïåêòðàëüíîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà è
â ãàçîâîé äèíàìèêå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äèññåðòà-

öèè,äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäð
îáùåé ìàòåìàòèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è èõ ïðèìåíåíèÿ
ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ,èìåíè.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,à òàêæå äîêëàäûâàëèñü
íà Òèõîíîâñêèõ ÷òåíèÿõ â îêòÿáðå 2008ã.
Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîäãîòîâëåíû,
îôîðìëåíû â ïÿòè ñòàòüÿõ è îïóáëèêîâàíû[44-48].
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
îãëàâëåíèÿ,ââåäåíèÿ,ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.Â ââåäåíèè
óêàçàíà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è è êðàòêàÿ èñòîðèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî óðàâíåíèÿì ñìåøàííîãî òèïà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 100 ñòðàíèö.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà.

Ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â
ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè è â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè

îáëàñòè

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïóíêòîâ.
Â ïóíêòå 1.1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ôðàíêëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàâðåíòüåâà - Áèöàäçå â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè è â
ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè .
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â îáëàñòè

D = (D+
⋃
D−1

⋃
D−2),

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ

uxx + (sgn(y))uyy + µ2sgn(x+ y)u = 0, (1)

â (D+
⋃
D−) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(1, θ) = 0, θ ∈ [0,
π

2
], (2)
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∂u

∂x
(0, y) = 0, y ∈ (−1, 1), (3)

u(0, y) = −u(0,−y), y ∈ [0, 1], (4)

ôóíêöèÿ u(x, y)− ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå èç êëàññà

u ∈ C0(D+
⋃
D−)

⋂
C2(D+)

⋂
C2(D−)

è u(x,+0) = −u(x,−0)

∂u

∂y
(x,+0) = −∂u

∂y
(x,−0), 0 < x < 1, (5)

D+ = {(r, θ) 0 < r < 1, 0 < θ <
π

2
},

îáëàñòü D+ îãðàíè÷åíà ñåãìåíòîì [-1,1]îñè ÎÕ è êðèâîé

γ = {(x, y) : x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

è ñåãìåíòîì [0,1]îñè ÎÓ.

D− = {(x, y) : −y < x < y + 1,
−1

2
< y < 0}

⋃
{(x, y) : x− 1 < y < −x, 0 < x <

1

2
}.

Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è Ôðàíêëÿ â îáëàñòè
D = (D+

⋃
D−).

Â ïóíêòå 1.2 èçó÷àåòñÿ îáùåå ðåøåíèå âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè
îáëàñòè .
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Îáùåå ðåøåíèå âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è Ôðàíêëÿ â
ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè

u(r, θ) = (AJλ(µr))(cosλ
π

2
cosλθ + sinλ

π

2
sinλθ) (6)

= (AJλ(µr))(cosλ(
π

2
− θ))y > 0.

Â ïóíêòå 1.3 èçó÷àåòñÿ îáùåå ðåøåíèå âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè
îáëàñòè.

Îáùåå ðåøåíèå âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è Ôðàíêëÿ â
ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè

u = A(Jλ(µr)) cosλ(
π

2
− θ), D+, (7)

u =
A

2
(Jλ(µρ))((cosλ

π

2
− sinλ

π

2
)eλψ)

+(cosλ
π

2
+ sinλ

π

2
)e−λψ, D−1, (8)

u = B(Jλ(µR))(aeλϕ + be−λϕ), D−2. (9)

Â ïóíêòå 1.4 èçó÷àåòñÿ ñøèâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà
â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè è â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè.

Ñøèâàíèå ðåøåíèÿ
u = AJλ(µr) cosλ(π2 − θ),âD+,

u = A
2 (Jλ(µρ))((cosλπ2 − sinλπ2 )eλψ+ (cosλπ2 + sinλπ2 )e−λψ),âD−1,
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u = A
2 (Jλ(µR))(cosλπ2+sinλπ2 ) (eλϕ+e−λϕ),âD−2. (10)

Â ïóíêòå 1.5 èçó÷àåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà÷è Ôðàíêëÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà .
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà÷è Ôðàíêëÿ

unk =


AJλn

(µnkr) cosλn(
π
2 − θ) â D+,

AJλn
(µnkρ) sinhλnψ â D−1,

−AJλn
(µnkR) coshλnϕ â D−2.

(11)

À òàêæå

ũnk =


AJλ̃n

(µ̃nkr) cos λ̃n(
π
2 − θ) â D+,

−AJλ̃n
(µ̃nkρ) cosh λ̃n(ψ) â D−1,

−AJλ̃n
(µ̃nkR) cosh λ̃n(ϕ) â D−2.

(12)

Âòîðàÿ ãëàâà.

Áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ÷åòûðå ïóíêòà çàäà÷è Ôðàíêëÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà - Áèöàäçå[3].
Â ïóíêòå 2.1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì ÷åòíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà - Áèöàäçå
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â îáëàñòè

D = (D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ
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uxx + sgnyuyy + µ2sgn(x+ y)u = 0, (13)

â (D+
⋃
D−1

⋃
D−2),ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(1, θ) = 0, θ ∈ [0,
π

2
], (14)

∂u

∂x
(0, y) = 0, y ∈ (−1, 1), (15)

u(0, y) = u(0,−y), y ∈ [0, 1], (16)

∂u

∂y
(x,+0) =

∂u

∂y
(x,−0), 0 < x < 1, (17)

Ôóíêöèÿ u(x, y)− ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå èç êëàññà

u ∈ C0(D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

⋂
C2(D+)

⋂
C2(D−),

ãäå

D+ = {(r, θ) 0 < r < 1, 0 < θ <
π

2
},

D−1 = {(x, y) : −y < x < y + 1,
−1

2
< y < 0},

D−2 = {(x, y) : x− 1 < y < −x, 0 < x <
1

2
}.

Â ïóíêòå 2.2 íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.
Òåîðåìà 2.2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
çàäà÷è (13)-(17) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñåðèé :
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â ïåðâîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λnk = µ2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ .

J4n(µnk) = 0, (18)

ãäå n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., Jα(z)− ôóíêöèè Áåññåëÿ [2],à
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

unk =


AJ4n(µnkr) cos 4n(π2 − θ) â D+,

AJ4n(µnkρ) cosh 4nψ â D−1,

AJ4n(µnkR) cosh 4nϕ â D−2,

(19)

x = r cos θ, y = r sin θ,

ïðè 0 ≤ θ ≤ π
2 , r

2 = x2 + y2 â D+,

x = ρ coshψ, y = ρ sinhψ,

ïðè 0 < ρ < 1,−∞ < ψ < 0, ρ2 = x2 − y2 â D−1,

x = R sinhϕ, y = −R coshϕ,

ïðè 0 < ϕ < +∞, R2 = y2 − x2 â D−2,

âî âòîðîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃nk = µ̃2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

J4n−1(µ̃nk) = 0, (20)

ãäå n = 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé
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ũnk =


AJ4n−1(µ̃nkr) cos(4n− 1)(π2 − θ)âD+,

−AJ4n−1(µ̃nkρ) sinh(4n− 1)ψ âD−1,

AJ4n−1(µ̃nkR) cosh(4n− 1)ϕ âD−2.

(21)

Â ïóíêòå 2.3 äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 2.3.1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{cos 4n(
π

2
− θ)}∞n=0,

{cos(4n− 1)(
π

2
− θ)}∞n=1,

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå
LP (0, π2 ), P > 1,ò.å.åñëè

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ...,

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n− 1)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 1, 2, ...,

f ∈ LP (0, π2 ), P > 1, òî f(θ) = 0 â LP (0, π2 ).

Ëåììà 2.3.1. Åñëè f(θ) ∈ Lp(0, π2 ), p > 1,

∫ π
2

0
f(θ) cos 4n(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ..., òîf(θ) = −f(π2 − θ)

∀f(θ) ∈ Lp(0,
π

2
).

Òåîðåìà 2.3.2. Cèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé(19)-(21)çàäà÷è (13)-
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(17) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(D+) è îáðàçóåò â í¼ì áàçèñ.
Â ïóíêòå 2.4 äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â
ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå L2.
Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{cos(4n)(
π

2
− θ)}∞n=0, (22)

{cos(4n− 1)(
π

2
− θ)}∞n=1, (23)

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0,
π
2 ).

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Îòìåòèì,÷òî ñèñòåìà êîñèíóñîâ (22 )è (23)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

u′′ + (4n)2u = 0, θ ∈ (0,
π

2
),

u′(0) = u′(
π

2
) = 0.

Ñèñòåìà ôóíêöèé (23)îðòîãîíàëüíà è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äðóãîé
êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ :

u′′ + (4n− 1)2u = 0, θ ∈ (0,
π

2
),

u′(
π

2
) = u(0) = 0.
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Òðåòüÿ ãëàâà.

Áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì

ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì
íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàíî,÷òî ýòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â
ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè, è äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà
ñèñòåìû êîñèíóñîâ íà îòðåçêå [0, π2 ],êîòîðûå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Áàçèñíîñòü Ðèññà áûëà äîêàçàíà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è íåïðåðûâíûì
ãðàäèåíòîì ðåøåíèÿ.
Â ïóíêòå 3.1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì íå÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ëèíèè
èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â îáëàñòè

D = (D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
Ôðàíêëÿ

uxx + sgnyuyy + µ2sgn(x+ y)u = 0, (24)

â (D+
⋃
D−1

⋃
D−2), ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
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u(1, θ) = 0, θ ∈ [0,
π

2
], (25)

∂u

∂x
(0, y) = 0, y ∈ (−1, 1), (26)

u(0, y) = −u(0,−y), y ∈ [0, 1], (27)

Â êëàññå ôóíêöèé

u ∈ C(D)
⋂
C2(D−1)

⋂
C2(D−2),

ãäå

D+ = {(r, θ) 0 < r < 1, 0 < θ <
π

2
},

D−1 = {(x, y) : −y < x < y + 1,
−1

2
< y < 0},

D−2 = {(x, y) : x− 1 < y < −x, 0 < x <
1

2
}.

Ñ óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ

∂u

∂y
(x,+0) =

∂u

∂y
(x,−0), 0 < x < 1, (28)

Â ïóíêòå 3.2 íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.
Òåîðåìà 3.2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
çàäà÷è (23)-(28) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñåðèé:
â ïåðâîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λnk = µ2

nk íàõîäÿòñÿ èç
óðàâíåíèÿ :

J4n+2(µnk) = 0, (29)

ãäå n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., µnk−êîðåíü óðàâíåíèÿ(29),
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Jα(z)− ôóíêöèè Áåññåëÿ [2],à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé :

unk =


AJ4n+2(µnkr) cos(4n+ 2)(π2 − θ) âD+,

−AJ4n+2(µnkρ) cosh(4n+ 2)ψ âD−1,

−AJ4n+2(µnkR) cosh(4n+ 2)ϕ âD−2,

(30)

âî âòîðîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃nk = µ̃2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

J4n+1(µ̃nk) = 0, (31)

ãäå n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., (µ̃nk)−êîðåíü óðàâíåíèÿ(31),à
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé :

ũnk =


AJ4n+1(µ̃nkr) cos(4n+ 1)(π2 − θ) â D+,

AJ4n+1(µ̃nkρ) sinh(4n+ 1)ψ â D−1,

−AJ4n+1(µ̃nkR) cosh(4n+ 1)ϕ â D−2.

(32)

x = r cos θ, y = r sin θ,

ïðè 0 ≤ θ ≤ π
2 , r

2 = x2 + y2 â D+,

x = ρ coshψ, y = ρ sinhψ,

ïðè 0 < ρ < 1,−∞ < ψ < 0, ρ2 = x2 − y2 â D−1,

x = R sinhϕ, y = −R coshϕ,

ïðè 0 < ϕ < +∞, R2 = y2 − x2 â D−2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû(3.2.1)ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé(24)-(28).
Â ïóíêòå 3.3 äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 3.3.1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{cos(4n+ 2)(
π

2
− θ)}∞n=0,

{cos(4n+ 1)(
π

2
− θ)}∞n=0,

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå LP (0, π2 ), P > 1,ò.å. åñëè

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 2)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ...,

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 1)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 1, 2, ...,

f ∈ LP (0, π2 ), P > 1, òî f(θ) = 0âLP (0, π2 ).

Ëåììà 3.3.1. Åñëè

f(θ) ∈ Lp(0,
π

2
), p > 1,

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 2)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ..., òîf(θ) = f(π2 − θ)

∀f(θ) ∈ Lp(0,
π

2
), θ ∈ [0,

π

2
].

Òåîðåìà 3.3.2 Cèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (30)-(32 )çàäà÷è (24)-
(28) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(D+).
Â ïóíêòå 3.4 äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 3.3.3. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{cos(4n+ 2)(
π

2
− θ)}∞n=0,
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{cos(4n+ 1)(
π

2
− θ)}∞n=0,

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0,
π
2 ).

Òåîðåìà 3.3.4. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé A−1
nkunk, Ã

−1
nk ũnk

çàäà÷è Ôðàíêëÿ(24)-(28)îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(D+),ãäå

A2
nk = (

∫ 1

0
J2

4n+2(µnkr)rdr)
−1,

Ã2
nk = (

∫ 1

0
J2

4n+1(µ̃nkr)rdr)
−1.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà.

Ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì

ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîäíîé
ðåøåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàíî,÷òî ýòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â
LP (D+),ãäå P ≥ 2,à D+- ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè.
Â ïóíêòå 4.1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷à Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì ÷åòíîñòè è ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ íà ëèíèè
èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â îáëàñòè

D = (D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

18



Ôðàíêëÿ

uxx + sgnyuyy + µ2sgn(x+ y)u = 0 (33)

â (D+
⋃
D−1

⋃
D−2),ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(1, θ) = 0, θ ∈ [0,
π

2
], (34)

∂u

∂x
(0, y) = 0, y ∈ (−1, 0)

⋃
(0, 1), (35)

u(0, y) = u(0,−y), y ∈ [0, 1], (36)

Â êëàññå ôóíêöèé

u ∈ C0(D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

⋂
C2(D−1)

⋂
C2(D−2),

ãäå

D+ = {(r, θ) 0 < r < 1, 0 < θ <
π

2
},

D−1 = {(x, y) : −y < x < y + 1,
−1

2
< y < 0},

D−2 = {(x, y) : x− 1 < y < −x, 0 < x <
1

2
}.

Ñ óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ

∂u

∂y
(x,+0) = −∂u

∂y
(x,−0), 0 < x < 1, (37)

Â ïóíêòå 4.2 íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.
Òåîðåìà 4.2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
çàäà÷è (33)-(37) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñåðèé :
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â ïåðâîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λnk = µ2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ :

J4n(µnk) = 0, (38)

ãäå n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., µnk−êîðåíü óðàâíåíèÿ(38),
Jα(z)− ôóíêöèè Áåññåëÿ [2],à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé :

unk =


AJ4n(µnkr) cos(4n)(π2 − θ) âD+,

AJ4n(µnkρ) cosh(4n)ψ âD−1,

AJ4n(µnkR) cosh(4n)ϕ âD−2,

(39)

âî âòîðîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃nk = µ̃2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

J4n+1(µ̃nk) = 0, (40)

ãäå n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., (µ̃nk)−êîðåíü óðàâíåíèÿ(40), à
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé :

ũnk =


AJ4n+1(µ̃nkr) cos(4n+ 1)(π2 − θ) âD+,

−AJ4n+1(µ̃nkρ) sinh(4n+ 1)ψ âD−1,

AJ4n+1(µ̃nkR) cosh(4n+ 1)ϕ âD−2.

(41)

x = r cos θ, y = r sin θ,

ïðè 0 ≤ θ ≤ π
2 , r

2 = x2 + y2 â D+,

x = ρ coshψ, y = ρ sinhψ,

ïðè 0 < ρ < 1,−∞ < ψ < 0, ρ2 = x2 − y2â D−1,

20



x = R sinhϕ, y = −R coshϕ,

ïðè 0 < ϕ < +∞, R2 = y2 − x2âD−2.

Â ïóíêòå 4.3 äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 4.3.1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{cos(4n)(
π

2
− θ)}∞n=0,

{cos(4n+ 1)(
π

2
− θ)}∞n=0,

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå LP (0, π2 ), P > 1,ò.å. åñëè

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ...,

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 1)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 1, 2, ...,

f ∈ LP (0, π2 ), P > 1, òî f(θ) = 0 â LP (0, π2 ).

Ëåììà 4.3.1. Åñëè f(θ) ∈ L1(0,
π
2 ),

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n)(

π

2
− θ)dθ = 0,

n = 0, 1, 2, ..., òîf(θ) = −f(π2 − θ)

∀f(θ) ∈ L1(0,
π

2
), θ ∈ [0,

π

2
].

Òåîðåìà 4.3.2. Cèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (39)-(41)çàäà÷è(33-
37) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(D+), ò.å. åñëè
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∫
D+

f(r, θ)unk(r, θ)rdθdr = 0,

n = 1, 2, ..k = 1, 2, ..

∫
D+

f(r, θ)ũnk(r, θ)rdθdr = 0,

n = 0, 1, 2, ...k = 1, 2, ...

à f ∈ LP (D+), p > 2, òî f = 0 â D+.

Ïÿòàÿ ãëàâà.

Ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
óñëîâèåì íå÷åòíîñòè

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âèäîèçìåíåííûå çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ
óñëîâèåì íå÷åòíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå .
Â ýòîé ãëàâå íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ óñëîâèåì íå÷åòíîñòè .
Äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Â ïóíêòå 5.1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ôðàíêëÿ ñ íåëîêàëüíûì
óñëîâèåì íå÷åòíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà -Áèöàäçå .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè

D = (D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è
Ôðàíêëÿ
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uxx + (sgn(y))uyy + µ2sgn(x+ y)u = 0, (42)

â (D+
⋃
D−1

⋃
D−2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(1, θ) = 0, θ ∈ [0,
π

2
] (43)

∂u

∂x
(0, y) = 0, y ∈ (−1, 1) (44)

u(0, y) = −u(0,−y), y ∈ [0, 1], (45)

ôóíêöèÿ u(x, y)− ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå èç êëàññà

u ∈ C0(D+
⋃
D−1

⋃
D−2)

⋂
C2(D+)

⋂
C2(D−)

è u(x,+0) = −u(x,−0)

∂u

∂y
(x,+0) = −∂u

∂y
(x,−0), 0 < x < 1 (46)

D+ = {(r, θ) 0 < r < 1, 0 < θ <
π

2
},

D−1 = {(x, y) : −y < x < y + 1,
−1

2
< y < 0},

D−2 = {(x, y) : x− 1 < y < −x, 0 < x <
1

2
}.

Â ïóíêòå 5.2 íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà 5.2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
çàäà÷è (42-46) ìîæíî âûïèñàòü â âèäå äâóõ ñåðèé :
â ïåðâîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ2

nk îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ
(47).
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Jλn
(µnk) = 0, (47)

ãäå λn = −1 + 4n, n = 1, 2, ..., k = 1, 2, .. ãäå Jλn
(z) ôóíêöèè Áåññåëÿ

[2],à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

unk =


AJλn

(µnkr) cosλn(
π
2 − θ) â D+,

AJλn
(µnkρ) sinhλnψ â D−1,

−AJλn
(µnkR) coshλnϕ â D−2,

(48)

x = r cos θ, y = r sin θ,

ïðè 0 ≤ θ ≤ π
2 , r

2 = x2 + y2 â D+,à

x = ρ coshψ, y = ρ sinhψ,

ïðè 0 < ρ < 1,−∞ < ψ < 0, ρ2 = x2 − y2 âD−1,à

x = R sinhϕ, y = −R coshϕ, (49)

ïðè 0 < ϕ < +∞, R2 = y2 − x2 â D−2.

Âî âòîðîé ñåðèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ̃2
nk íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ(50).

Jλ̃n
(µ̃nk) = 0, (50)

ãäå λ̃n = 2 + 4n, n = 0, 1, 2, ...k = 1, 2, ...,à ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ũnk =


AJλ̃n

(µ̃nkr) cos λ̃n(
π
2 − θ) âD+,

−AJλ̃n
(µ̃nkρ) cosh λ̃n(ψ) âD−1,

−AJλ̃n
(µ̃nkR) cosh λ̃n(ϕ) âD−2.

(51)
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Â ïóíêòå 5.3 äîêàçàíà ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 5.3.1. Åñëè f(θ) ∈ Lp(0, π2 ), p > 1,

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 2)(

π

2
− θ)dθ = 0, n = 0, 1, 2, ...,

òî,f(θ) = f(π2 − θ),

∀f(θ) ∈ Lp(0,
π

2
).

Òåîðåìà 5.3.2. Åñëè

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n+ 2)(

π

2
− θ)dθ = 0, n = 0, 1, 2, ...

∫ π
2

0
f(θ) cos(4n− 1)(

π

2
− θ)dθ = 0, n = 1, 2, ...

òî, f(θ) = 0, â LP (0, π2 ),

∀f ∈ LP (0,
π

2
), P > 2.

Òåîðåìà 5.3.3. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (48)-(51) çàäà÷è (42-
46) ïîëíà â LP (D+),ò.å.,åñëè

∫
D+

f(r, θ)unk(r, θ)rdθdr = 0,

n = 1, 2, ...k = 1, 2, ...

∫
D+

f(r, θ)ũnk(r, θ)rdθdr = 0,

n = 0, 1, 2, ...k = 1, 2, ...

à f ∈ LP (D+), p > 2, òî f = 0 â D+.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ðàä ïðåäñòàâèâøåéñÿ âîçìîæíîñòè âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àêàäåìèêó ÐÀÍ Å.È.Ìîèñååâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå
ñîâåòû.Òàêæå àâòîð áëàãîäàðåí âñåì ñîòðóäíèêàì êàôåäð îáùåé
ìàòåìàòèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðèìåíåíèé
ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Ìîÿ îãðîìíàÿ
áëàãîäàðíîñòü ìîåé æåíå Ôàðàõíàç çà ëþáîâü,ïîääåðæêó,äîáðîòó,
ïîíèìàíèå è òåðïåíèå,è ñâîåìó äîáðîìó ñûíó Ìîõàììàäó.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå íàó÷íûå
ðåçóëüòàòû,ïîäãîòîâëåíû , îôîðìëåíû â ïÿòè ñòàòüÿõ è îïóáëèêîâàíû.
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