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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Рассматриваемые в диссертации вопросы от-
носятся к перечислительной и экстремальной теории графов. Доказы-
ваются верхние и нижние оценки числа независимых множеств (то есть
подмножеств попарно не смежных вершин) в графах из различных клас-
сов, и описывается структура графов, на которых достигаются получен-
ные оценки.

Исследования в области перечисления независимых множеств в гра-
фах ведутся с середины прошлого века. Результаты этих исследований
находят приложения не только непосредственно в математике (комбина-
торная теория чисел, теория кодирования, теоретическая информатика),
но и в других областях. Так, например, в теоретической химии важ-
ными характеристиками соединений являются индексы Мэррифилда–
Симмонса,1 и Хосойи2, которые есть не что иное, как число независимых
множеств в соответствующих графах.

Подмножество попарно несмежных вершин графа называется неза-
висимым. Под максимальными независимыми множествами (м. н. м.)
понимаются максимальные по включению независимые множества. Мак-
симальный размер независимого множества в графе называется числом
независимости графа. Будем обозначать через 𝛼(𝐺) число независимо-
сти графа 𝐺. Через 𝑖(𝐺) и 𝑖𝑀(𝐺) будем обозначать число независимых
множеств и число м. н. м. в 𝐺 соответственно.

Одними из первых работ в области перечисления независимых мно-
жеств являются статьи3 Миллера, Маллера и Муна, Мозера, в которых
независимо был доказан следующий факт.
Теорема (Р. Е. Миллер, Д. Е. Маллер и Дж. У. Мун, Л. Мозер). Пусть
𝐺 — граф на 𝑛 вершинах, имеющий максимальное число м. н.м. среди
всех 𝑛–вершинных графов. Тогда 𝐺 является

объединением 𝑛/3 копий графа 𝐾3 при 𝑛 ≡ 0 (mod 3),
объединением графа 𝐾2 и (𝑛− 2)/3 копий 𝐾3 при 𝑛 ≡ 2 (mod 3),
объединением (𝑛 − 4) копий графа 𝐾3 и либо графа 𝐾4, либо двух
графов 𝐾2 при 𝑛 ≡ 1 (mod 3).

1Merrifield R. E., Simmons H. E. Topological methods in chemistry, New York, John Wiley & Sons,
1989.

2Hosoya H. Topological index. A newly proposed quantity characterizing the topological nature of
structural isomers of saturated hydrocarbons //Bull. Chem. Soc. Jpn. 1971. 44(9). P. 2332–2339.

3Miller R. E., Muller D.E. The problem of maximum consistent subsets — IBM Research Report
RC-240. 1960. J. T. Watson Research Center, Yorktown Heights, N.Y.

Moon J. W., Moser L. On cliques in graphs // Israel J. Math. 1965. 3. P. 23–28.
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Экстремальные графы в приведённой выше теореме являются част-
ным случаем графов 𝑈𝐾𝑛,𝛼, определяемых следующим образом: 𝑈𝐾𝑛,𝛼

суть объединение (𝛼·(⌊𝑛/𝛼⌋+1)−𝑛) клик размера ⌊𝑛/𝛼⌋ и (𝑛−𝛼·⌊𝑛/𝛼⌋)
клик размера ⌈𝑛/𝛼⌉. Можно проверить, что 𝑛(𝑈𝐾𝑛,𝛼) = 𝑛, 𝛼(𝑈𝐾𝑛,𝛼) =
𝛼.

Теорема Муна–Мозера обобщалась в различных направлениях несколь-
кими авторами. Так, например, К. Кройтору4 получил верхние оценки
числа м. н. м. в классе всех графов с заданным числом независимости.
Дж. М. Нильсен получила5 достижимую верхнюю оценку числа м. н. м.
заданного размера в графах. В обеих указанных задачах максимум до-
стигается на графе 𝑈𝐾𝑛,𝛼. Подобные результаты используются для полу-
чения оценок времени работы алгоритмов раскраски графов и определе-
ния мощности максимального независимого множества (см., например,
работы Д. Эппштейна6 и Дж. М. Нильсен).

Интерес представляет также получение оценок числа м. н. м. в классах
графов, описанных в терминах запрещённых подграфов. М. Гуйтером и
Ж. Тузой была получена7 оценка числа м. н. м. в графах без треугольни-
ков (то есть в графах, не содержащих𝐾3 в качестве подграфа). В. Е. Алек-
сеев исследовал8 число м. н. м. в графах, не содержащих «большого» па-
росочетания (объединения графов 𝐾2) в качестве порождённого подгра-
фа.

Исследовался вопрос о числе независимых множеств в графах с неболь-
шим числом циклов, в первую очередь, деревьев. В работе Г. Продингера
и Р. Ф. Тичи9 были получены верхние и нижние оценки числа независи-
мых множеств в деревьях с заданным числом вершин. Через 𝜑𝑛 обозна-
чим (𝑛 + 2)-ое число Фибоначчи (𝜑0 = 1, 𝜑1 = 2, 𝜑𝑛 = 𝜑𝑛−1 + 𝜑𝑛−2 при
𝑛 ⩾ 2).

Теорема (Г. Продингер, Р. Тичи). Пусть 𝑇 — дерево на 𝑛 вершинах.
Тогда 𝜑𝑛 ⩽ 𝑖(𝑇 ) ⩽ 2𝑛−1 + 1, причём равенство 𝑖(𝑇 ) = 𝜑𝑛 имеет место

4Croitoru C. On stables in graphs // Proc. Third Coll. Operations Research, Babes-Bolyai University,
Cluj-Napoca, Romania. 1979. P. 55–60.

5Nielsen J. M. On the number of maximal independent sets in a graph. Preprint. Research Series
RS-02–15, BRICS. Aarhus, Denmark: University of Aarhus, Department of Computer Science, 2002. 10p.

6Eppstein D. Small maximal independent sets and faster exact graph coloring // J. Graph Algorithms
and Applications (special issue for WADS’01) 2003. 7(2). P. 131–140.

7Hujter M., Tuza Ž. The number of maximal independent sets in triangle-free graphs // SIAM J.
Discr. Math. 1993. 6(2). P. 284–288.

8Алексеев В. Е. Верхняя оценка числа максимальных независимых множеств графа // Дискрет-
ная математика. 2007. Т. 19. Вып. 3. С. 84–88.

9Prodinger H., Tichy R. F., Fibonacci numbers of graphs // Fibonacci Quart. 1982. 20(1). P. 16-–21.
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только в случае, если 𝑇 является простой цепью, а равенство 𝑖(𝑇 ) =
2𝑛−1 + 1 лишь в случае когда 𝑇 — звезда.

В той же статье было найдено число независимых множеств в цикле
на 𝑛 вершинах. По-видимому, со статьи Продингера и Тичи берёт начало
использование термина «число Фибоначчи графа» в качестве синонима
для числа независимых множеств.

В статье Г.С. Вильфа была получена10 верхняя оценка числа макси-
мальных независимых множеств в деревьях с заданным числом вершин:

Теорема (Г.С. Вильф). Для любого дерева 𝑇 на 𝑛 вершинах выполнены
неравенства 𝑖𝑀(𝑇 ) ⩽ 2(𝑛−1)/2 при нечётных 𝑛, и 𝑖𝑀(𝑇 ) ⩽ 1 + 2(𝑛−2)/2

при чётных 𝑛.

Оригинальное доказательство этой теоремы основывалось на свой-
ствах разбиений натуральных чисел. Б. Е. Саган, используя теорети-
ко–графовые рассуждения, упростил доказательство теоремы Вильфа
и полностью охарактеризовал деревья, на которых достигается верхняя
оценка.11 В недавней работе Сагана, Инга, Менга и Ваттера12 теоремы
Вильфа и Муна–Мозера одновременно обобщались на случай связных
графов с заданным числом циклов. Для каждых фиксированных 𝑛 и 𝑟
были указаны графы, на которых достигается максимум числа м. н. м. в
классе всех связных 𝑛–вершинных графов с 𝑟 циклами.

Пусть 𝑈 = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑑−1}, 𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑝}, 𝑊 = {𝑤1, . . . , 𝑤𝑞}. Обо-
значим через 𝐵𝑑,𝑝,𝑞 дерево на множестве вершин 𝑈∪𝑉 ∪𝑊 , такое, что его
поддеревья, порождённые множествами {𝑢1} ∪ 𝑉 , {𝑢𝑑−1} ∪𝑊 и 𝑈 пред-
ставляют собой соответственно звёзды 𝐾1,𝑝, 𝐾1,𝑞 и цепь 𝑃𝑑−1. Отметим,
что 𝐵𝑑,1,1 есть просто цепь длины 𝑑. П.Д. Вестергардом и А.С. Педер-
сеном была получена13 следующая верхняя оценка числа независимых
множеств в деревьях заданного диаметра:

Теорема (П. Д. Вестергард, А. С. Педерсен). Для любого 𝑛–вершинного
дерева 𝑇 диаметра 𝑑 выполнено неравенство 𝑖(𝑇 ) ⩽ 𝑖(𝐵𝑑,𝑛−𝑑,1), обраща-
ющееся в равенство только если 𝑇 изоморфно 𝐵𝑑,𝑛−𝑑,1.

10Wilf H. S. The number of maximal independent sets in a tree // SIAM J. Alg. Discr. Methods 1986.
7. P. 125–130.

11Sagan B. E. A note on independent sets in trees // SIAM J. Discr. Math. 1988. 1. P. 105–108.
12Sagan B.E., Ying G. Ch., Meng K. K., Vatter V. Maximal independent sets in graphs with at most

𝑟 cycles // J. Graph Th. 2006. 53. P. 270–282
13Pedersen A. S., Vestergaard P.D. An upper bound on the number of independent sets in a tree //

Ars Combinatoria. 2007. 84. P. 85—96.

3



В той же работе был поставлен вопрос о нижних оценках числа неза-
висимых множеств в деревьях заданного диаметра. Для деревьев диа-
метра 4 исчерпывающий ответ был дан в работе Вестергарда, Педерсена,
Сапоженко и Френдрупа.14 Ими была описана структура экстремальных
деревьев диаметра 5 для достаточно больших 𝑛. Проблема Вестергарда
(полное описание экстремальных деревьев при произвольном заданном
числе вершин и диаметре) до сих пор не решена в общем случае.

Важным направлением является получение асимптотических оценок
числа независимых множеств в параметрических классах графов. К та-
ковым относятся диаграммы Хассе частично упорядоченных множеств,
плоские прямоугольные решётки и др. Для числа независимых мно-
жеств в полных бинарных деревьев с 𝑛 ярусами рёбер В. П. Ворониным
и Е. В. Демаковой получен15 следующий результат.

Теорема (В. П. Воронин, Е. В. Демакова). Обозначим через 𝜄𝑘 число
независимых множеств в полном бинарном дереве, имеющем 𝑘 ярусов
рёбер. Существуют константы 𝛽 и 𝛾 такие, что при 𝑛→ ∞ справед-
лива асимптотика

𝜄𝑛 ∼ 𝛽 · 𝛾2𝑛.

Интерес представляют оценки числа независимых множеств в регу-
лярных и «почти регулярных» графах (то есть графах, в которых степе-
ни вершин либо попарно равны, либо лежат в сравнительно узком диа-
пазоне). К задачам такого рода сводятся некоторые перечислительные
проблемы теории чисел и теории групп. Например, перечисление мно-
жеств, свободных от сумм (МСС), в абелевых группах (то есть множеств
𝐴, таких, что 𝐴∩{𝑎+𝑏 | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴} = ∅) сводится к перечислению незави-
симых множеств в графах Кэли. Этот подход был применён Н. Алоном16

для получения асимптотики логарифма числа МСС в отрезке натураль-
ных чисел. Позже, также с применением теории графов, А.А. Сапожен-
ко получил17 асимптотику числа МСС в отрезке натуральных чисел. В

14Frendrup A., Pedersen A. S., Sapozhenko A.A., Vestergaard P.D. Merrifield-Simmons index and
minimum number of independent sets in short trees // Department of Mathematical Sciences, Aalborg
University. Research Report Series. ISSN 1399-2503. R-2009-03, January 2009. 13pp.

15Воронин В. П., Демакова Е.В. О числе независимых множеств для некоторых семейств гра-
фов // Труды IV Международной конференции «Дискретные модели в теории управляющих си-
стем», Красновидово, 19—25 июня 2000 г., М.: МАКСПресс, 2000. C. 145–149.

16Alon N. Independent sets in regular graphs and sum-free subsets of finite groups // Israel J. Math.
1991. 2(73). P. 247–256.

17Сапоженко А. А. Доказательство гипотезы Камерона-Эрдеша о числе множеств, свободных от
сумм // Математические вопросы кибернетики. Вып. 12. М.:Физматлит. 2003. С. 5–14.
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упомянутой статье Алона была получена следующая оценка для числа
независимых множеств в регулярных графах.

Теорема (Н. Алон). Для любого 𝑘–регулярного графа 𝐺 на 𝑛 вершинах
число независимых множеств 𝑖(𝐺) удовлетворяет неравенству

𝑖(𝐺) ⩽ 2
𝑛
2 (1+𝑓(𝑘)), (1)

где 𝑓(𝑘) = 𝑂(𝑘−0.1).

В доказательстве приведённой теоремы подсчёт числа независимых
множеств в регулярных графах был сведён к подсчёту числа независи-
мых множеств в почти регулярных двудольных графах.

Отметим, что задача оценки числа независимых множеств в двудоль-
ных графах возникает и при других обстоятельствах, например, при ре-
шении проблемы Дедекинда.

А. А. Сапоженко предложил18 более простое доказательство оценки (1),
улучшив, кроме того, остаточный член до 𝑓(𝑘) = 𝑂(

√
𝑘−1 ln 𝑘) и распро-

странив оценку на квазирегулярные графы.
Алон высказал следующее предположение.

Гипотеза (Н. Алон). Наибольшим числом независимых множеств сре-
ди 𝑘–регулярных графов на 𝑛 вершинах при 2𝑘 | 𝑛 обладает единствен-
ный с точностью до изоморфизма граф, представляющий собой объеди-
нение 𝑛

2𝑘 непересекающихся полных двудольных графов.

Граф из формулировки гипотезы будем называть далее графом Алона.
Эта гипотеза остается недоказанной до сих пор (сентябрь 2009), хотя

большинство исследователей не сомневаются в ее справедливости. Спра-
ведливость этой гипотезы означала бы в частности, что в (1) имеет место
оценка 𝑓(𝑘) = 𝑂(𝑘−1).

С помощью теоретико–информационного подхода Дж. Каном и А. Ло-
ренцем была получена19 достижимая верхняя оценка числа независимых
множеств в двудольных регулярных графах, что косвенно подтверждает
гипотезу Алона.

Теорема (Дж. Кан, А. Лоренц). Пусть 𝐺 — двудольный 𝑘–регулярный
граф на 𝑛 вершинах. Тогда

𝑖(𝐺) ⩽ (2𝑘+1 − 1)
𝑛
𝑘 .

18Сапоженко А.А. О числе независимых множеств в расширителях // Дискретная математика.
2001. Т. 13. № 1. С. 56–62.

19Kahn J., Lawrenz A. Generalized rank functions and an entropy argument // J. Comb. Th. Ser. A.
1999. 87. P. 398–403.
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Отметим, что вопрос о единственности экстремального графа в тео-
реме Кана–Лоренца до сих пор остаётся открытым.

Интересен вопрос о числе независимых множеств в графах, для кото-
рых известен размер наибольшего независимого множества. Это связано
с довольно общим подходом в перечислительной комбинаторике, кото-
рый может быть назван методом контейнеров. Метод состоит в следу-
ющем. Пусть 𝒜 и ℬ — семейства подмножеств некоторого множества.
Скажем, что семейство ℬ является системой контейнеров для 𝒜, если
для каждого 𝐴 ∈ 𝒜 найдётся 𝐵 ∈ ℬ, такое, что 𝐴 ⊆ 𝐵. Тогда, очевидно,
выполнено неравенство

|𝒜| ⩽
∑︁
𝐵∈ℬ

2|𝐵|.

Грубые на первый взгляд, такие оценки при подходящем выборе си-
стемы ℬ позволяют получать асимптотику. Таким способом, например,
А. А. Сапоженко получил20 решение проблемы Камерона–Эрдёша. Во-
прос о применимости метода контейнеров для задачи оценки числа неза-
висимых множеств в графах тесно связан с указанной выше задачей
перечисления независимых множеств в графах с фиксированным чис-
лом независимости, поскольку семейство всех м. н. м. графа является си-
стемой контейнеров для семейства всех независимых множеств, и чис-
ло независимости графа является прямым ограничением размера таких
контейнеров.

В. Е.Алексеевым была доказана следующая

Теорема (В. Е. Алексеев). Для любого графа 𝐺 выполнено неравенство

𝑖(𝐺) ⩽
(︁𝑛
𝛼
+ 1

)︁𝛼

, (2)

где 𝑛 = |𝑉 (𝐺)|, 𝛼 = 𝛼(𝐺).

Неравенство (2) было использовано В. Е.Алексеевым для оценки чис-
ла м. н. м. в графах, а А. А.Сапоженко — для получения верхних оценок
числа независимых множеств в квазирегулярных графах с ограничением
на число независимости и расширителях.

Цель диссертации. Основной целью диссертации является полу-
чение оценок числа независимых множеств в деревьях с ограничением
на диаметр и исследование соотношений между числом независимости

20Сапоженко А. А. Доказательство гипотезы Камерона-Эрдеша о числе множеств, свободных от
сумм // Математические вопросы кибернетики. Вып. 12. М.:Физматлит. 2003. С. 5–14.
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и числом независимых множеств в регулярных и «почти регулярных»
графах.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми.
Научная и практическая ценность. Работа имеет теоретическую

направленность. Получены достижимые оценки числа независимых мно-
жеств в деревьях с заданным числом вершин и диаметром, при этом
описана структура экстремальных деревьев.

Полученные при этом методы могут применяться при решении задач
перечисления объектов с ограничениями на структуру.

Методы исследования. Результаты диссертации получены с при-
менением комбинаторных методов теории графов.

Публикации и апробирование. Результаты диссертации докла-
дывались на семинаре ВМК МГУ «Дискретный анализ» (руководители
— А.А. Сапоженко, Т. В.Андреева), на VI молодёжной научной школе по
дискретной математике и её приложениям (Москва, 16–21 апреля 2007),
на VII молодёжной научной школе по дискретной математике и её при-
ложениям (Москва, 18–23 мая 2009), на XV Международной конферен-
ции «Проблемы теоретической кибернетики» (Казань, 2–7 июня 2008),
на XVII Международной школе-семинаре «Синтез и сложность управ-
ляющих систем» (Новосибирск, 27 октября - 1 ноября 2008), на Между-
народной конференции «Современные проблемы математики, механики
и их приложений» (Москва, 30 марта – 2 апреля 2009) а также на XVIII
Международной научной конференции «Дискретные модели в теории
управляющих систем» (Москва, 6–9 апреля 2009).

По теме диссертации опубликовано 10 работ.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трёх глав, приложения и списка литературы. Объём работы 98 страниц.

Краткое содержание диссертации

Первая глава посвящена оценкам числа независимых множеств в дере-
вьях фиксированного диаметра. В разделе 1.1 вводится понятие ёмкости
графа и даётся несколько других определений, доказываются вспомога-
тельные утверждения. В разделе 1.2 доказываются нижние оценки числа
независимых множеств в деревьях диаметра 6, 7, 8, 9. В частности, дока-
зываются следующие теоремы:
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Теорема 8 (разд. 1.2). Любое дерево диаметра 6 на 𝑛 вершинах содер-
жит не меньше 35(𝑛−1)/7 независимых множеств. Любое дерево диа-
метра 7 на 𝑛 вершинах содержит не меньше 35(𝑛−2)/7 независимых
множеств.

Теорема 9 (разд. 1.2). Любое дерево диаметра 8 на 𝑛 вершинах содер-
жит не меньше 35122(𝑛−1)/21 независимых множеств. Любое дерево
диаметра 9 на 𝑛 вершинах содержит не меньше 35122(𝑛−2)/21 незави-
симых множеств.

В разделе 1.3 доказываются теоремы, характеризующие структуру
экстремальных деревьев в проблеме Вестергарда. Дерево 𝑇 называет-
ся (𝑛, 𝑑)–минимальным, если оно имеет наименьшее число независимых
множеств среди всех деревьев диаметра 𝑑 на 𝑛 вершинах. Ёмкостью 𝑛–
вершинного графа𝐺, имеющего 𝑖(𝐺) независимых множеств, называется
величина 𝑐(𝐺) = (𝑖(𝐺))1/𝑛 (отметим, что это определение отличается от
известного понятия ёмкости Шеннона). Деревья минимальной ёмкости
играют существенную роль в описании структуры (𝑛, 𝑑)–минимальных
деревьев. Через 𝐹𝑇 будем обозначать лес, полученный из дерева 𝑇 уда-
лением всех центральных вершин. Положим

̂︀𝑐(𝑑) = inf
𝑇 -дерево,

diam(𝑇 )=𝑑

𝑐(𝑇 ).

Теорема 11 (разд. 1.3). Пусть 𝑑 — чётное число, и ℳ𝑑 — множество
всех деревьев 𝑇 ′, для которых 𝑐(𝑇 ′) = min𝑚⩽𝑑 ̂︀𝑐(𝑚). Тогда найдётся та-
кое 𝑁 = 𝑁(𝑑), что для 𝑑′ ∈ {𝑑+ 2, 𝑑+ 3}, произвольного натурального
числа 𝑛, и произвольного (𝑛, 𝑑′)–минимального дерева 𝑇 в лесе 𝐹𝑇 не
более 𝑁 вершин лежат в компонентах связности, не изоморфных де-
ревьям из ℳ𝑑.

Пусть множество ℳ𝑑 определено так же, как в теореме 11. Рассмот-
рим множество

𝒥𝑑 = {𝑗 ∈ ℕ | ∃𝑇 ′ ∈ ℳ𝑑, |𝑉 (𝑇 ′)| = 𝑗}.

Назовём число 𝑞 разложимым по 𝒥𝑑, если 𝑞 =
∑︀𝑙

𝑠=1 𝑗𝑠 для некоторых
(не обязательно различных) чисел 𝑗1, . . . , 𝑗𝑙 ∈ 𝒥𝑑.

Теорема 12. Пусть 𝑑 — чётное натуральное число, и 𝑑′ ∈ {𝑑+2, 𝑑+3}.
Существует такая константа 𝑁 , что для всех 𝑛, 𝑛 ⩾ 𝑁 , таких, что
(𝑛−𝑑′+𝑑+1) разложимо по 𝒥𝑑, и произвольного (𝑛, 𝑑′)–минимального
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дерева 𝑇 , каждая из компонент леса 𝐹𝑇 изоморфна некоторому дереву
из ℳ𝑑.

В разделе 1.4 приводятся оценки числа независимых множеств в так
называемых радиально регулярных деревьях, предположительно явля-
ющихся деревьями минимальной ёмкости.

В разделе 1.5 получено обобщение теоремы Воронина–Демаковой на
случай 𝑞–арных деревьев при произвольном 𝑞. Обозначим через 𝜄𝑞, 𝑘 чис-
ло независимых множеств в полном 𝑞–арном дереве, имеющем 𝑘 ярусов
рёбер, или, что то же, диаметр 2𝑘. Доказана следующая

Теорема 15 (разд. 1.5). При 𝑞 ∈ {2, 3, 4} для 𝜄𝑞, 𝑘 справедлива асимпто-
тика при 𝑘 → ∞:

𝜄𝑞, 𝑘 ∼ 𝛽𝑞 · 𝛾𝑞
𝑘

𝑞 ,

для некоторых констант 𝛽𝑞 и 𝛾𝑞.
При 𝑞 ⩾ 5 справедлива асимптотика при 𝑘 → ∞:

𝜄𝑞, 2𝑘 ∼ 𝛼𝑞,0 · 𝛾𝑞
2𝑘

𝑞 ,

𝜄𝑞, 2𝑘+1 ∼ 𝛼𝑞,1 · 𝛾𝑞
2𝑘+1

𝑞 ,

где константы 𝛼𝑞,0 и 𝛼𝑞,1 удовлетворяют неравенству 𝛼𝑞,0 > 𝛼𝑞,1.

Заслуживает внимания различный характер асимптотики величины
𝜄𝑞, 𝑘 при 𝑞 ⩽ 4 и 𝑞 ⩾ 5.

Результаты первой главы опубликованы в [2, 6].
Вторая глава диссертации посвящена оценкам числа максимальных

независимых множеств в графах заданного диаметра. В разделе 2.1 вво-
дятся основные определения и доказываются некоторые вспомогатель-
ные утверждения. В разделе 2.2 получено полное описание графов с
заданным диаметром, на которых достигается минимум числа м. н. м.
Определим последовательность 𝜓𝑛 соотношением 𝜓𝑛 = 𝜓𝑛−2 + 𝜓𝑛−3 и
начальными условиями 𝜓0 = 𝜓1 = 1, 𝜓2 = 2.

Теорема 16 (разд. 2.2). Для любого 𝑑, 𝑑 ⩾ 4, и для любого графа 𝐺 диа-
метра 𝑑 выполнено неравенство 𝑖𝑀(𝐺) ⩾ 𝜓𝑑+1. Если 𝑖𝑀(𝐺) = 𝜓𝑑+1, то
множество 𝑉 (𝐺) можно разбить на подмножества 𝑉0, . . . , 𝑉𝑑, так,
что при любом 𝑘, 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑, и любом 𝑖, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑− 𝑘, в 𝐺 отсутству-
ют рёбра между вершинами из 𝑉𝑖 и 𝑉𝑖+𝑘, и для всякого 𝑖, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑− 1,
подграф графа 𝐺, порождённый множеством 𝑉𝑖 ∪ 𝑉𝑖+1, является пол-
ным двудольным с долями 𝑉𝑖 и 𝑉𝑖+1.
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В разделе 2.3 приводится полное описание деревьев с заданным диа-
метром и числом вершин, на которых достигается максимум числа м. н. м.

Теорема 17 (разд. 2.3). Для любого 𝑛–вершинного дерева 𝑇 диаметра
𝑑 выполнено неравенство 𝑖𝑀(𝑇 ) ⩽𝑀(𝑛, 𝑑), где

𝑀(𝑛, 𝑑) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜓𝑑−1 + (2(𝑛−𝑑+1)/2 − 1)𝜓𝑑−2, при 𝑑 ⩾ 4, 𝑛− 𝑑 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ⩾ 0,

𝜓𝑑−2 + 𝜓𝑑, при 𝑑 ⩾ 4, 𝑛− 𝑑 = 2,

2(𝑛−𝑑)/2𝜓𝑑−1, при 𝑑 ⩾ 5, 𝑑 ̸= 7, 𝑛− 𝑑 = 2𝑘 ⩾ 4,

2(𝑛−𝑑)/2𝜓𝑑−1 + 1, при 𝑑 ∈ {4, 7}, 𝑛− 𝑑 = 2𝑘 ⩾ 4.

При 𝑑 ⩾ 9 существует единственное с точностью до изоморфизма де-
рево, на котором достигается указанная оценка (полное описание экс-
тремальных деревьев при всех 𝑑 см. в разд. 2.3 диссертации).

Приведённая теорема является усилением теорем Вильфа и Сагана.
Результаты второй главы опубликованы в [7, 8, 9, 10].
В третьей главе диссертации исследуется число независимых мно-

жеств в графах с заданным размером максимального независимого мно-
жества. Неравенство (2) обращается в равенство при 𝛼|𝑛 (максимум чис-
ла независимых множеств достигается на графе 𝑈𝐾𝑛,𝛼). Доказываемая в
разделе 3.1 теорема 18 даёт уточнение оценки (2), делающее её достижи-
мой при всех возможных сочетаниях параметров 𝑛, 𝛼, а также описывает
экстремальные графы.

Теорема 18 (разд. 3.1). Для любого 𝑛–вершинного графа 𝐺, такого,
что 𝛼(𝐺) = 𝛼, выполнено неравенство 𝑖(𝐺) ⩽ 𝑖(𝑈𝐾𝑛,𝛼), обращающееся
в равенство только на графах, изоморфных 𝑈𝐾𝑛,𝛼.

В разделе 3.2 получены оценки числа независимых множеств в дере-
вьях и лесах с заданным числом независимости, и приведено описание
соответствующих экстремальных графов.

Теорема 19 (разд. 3.2). Для любых 𝑛, 𝛼 (𝑛 ⩾ 2) среди всех деревьев на 𝑛
вершинах с числом независимости 𝛼 максимальное число независимых
множеств имеют только деревья, изоморфные дереву, полученному из
звезды 𝐾1,𝛼 подразбиением (𝑛− 𝛼− 1) рёбер.

Теорема 20 (разд. 3.2). Среди всех лесов на 𝑛 вершинах без изолиро-
ванных вершин с числом независимости 𝛼 максимум числа независи-
мых множеств достигается только на лесах, являющихся объедине-
нием паросочетания на 2(𝑛− 𝛼− 1) вершинах и звезды 𝐾1,2𝛼−𝑛+1.
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Раздел 3.3 посвящён оценкам числа независимых множеств в регуляр-
ных 𝑛–вершинных графах, число независимости в которых близко к 𝑛/2
(то есть к максимально возможному).

Теорема 22 (разд. 3.3). Для сколь угодно больших 𝐾 и 𝑁 существуют
𝑘–регулярный 𝑛–вершинный граф 𝐺, такой, что 𝑘 > 𝐾, 𝑛 > 𝑁 , и

𝛼(𝐺) <
𝑛

2

(︀
1− Ω(𝑘−1)

)︀
,

log2(𝑖(𝐺)) >
𝑛

2

(︀
1 + Ω(𝑘−1)

)︀
.

С другой стороны, для любой константы 𝜃 ∈ (0, 1/2) для любого 𝑘–
регулярного 𝑛–вершинного графа 𝐺, такого, что 𝛼(𝐺) < 𝑛

2 (1−Ω(𝑘−𝜃)),
выполнено неравенство

log2(𝑖(𝐺)) <
𝑛

2
(1− Ω(𝑘−𝜃)).

В терминах контейнеров, теорема 22 показывает, в частности, что су-
ществуют графы, в которых большое число независимых множеств обес-
печивается не максимальным размером «контейнера» (м. н. м.), как это
имеет место в графе Алона, а больши́м числом контейнеров.

В разделе 3.4 доказывается обобщение теоремы Кана–Лоренца на ква-
зирегулярные двудольные графы:

Теорема 23 (разд. 3.4). Пусть 𝐺 — двудольный граф с долями 𝐴 и 𝐵.
Пусть степени вершин из 𝐴 ограничены сверху числом 𝑘2, а степени
вершин из 𝐵 ограничены снизу числом 𝑘1. Тогда

𝑖(𝐺) ⩽ (2𝑘1 + 2𝑘2 − 1)
|𝐴|
𝑘1 .

Результаты третьей главы опубликованы в [1, 3, 4, 5].

В Приложении приведена последовательность Штурма для полино-
ма, использующегося в доказательстве теоремы 15.
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Основные результаты диссертации

1. Для произвольного 𝑑 описана структура (𝑛, 𝑑)–минимальных дере-
вьев. Получены асимптотически достижимые нижние оценки числа
независимых множеств в деревьях диаметра 6, 7, 8, 9.

2. Получена достижимая нижняя оценка числа максимальных незави-
симых множеств в графах фиксированного диаметра, приведено пол-
ное описание экстремальных графов. Получена достижимая верхняя
оценка числа максимальных независимых множеств в деревьях фик-
сированного диаметра, приведено полное описание экстремальных де-
ревьев.

3. Получена достижимая верхняя оценка числа независимых множеств в
графах с заданным числом независимости, полностью описаны графы,
на которых эта оценка достигается.

4. Получены оценки числа независимых множеств в регулярных графах
с числом независимости, близким к максимальному.
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