
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
ôàêóëüòåò Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÔÎÌÈ×ÅÂ Âàñèëèé Âëàäèìèðîâè÷

Ôóíêöèîíàëüíûå íàáëþäàòåëè è íàáëþäàòåëè
ñîñòîÿíèÿ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè

01.01.02 � Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà â íà êàôåäðå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé êîíñóëüòàíò:
äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê,
àêàäåìèê ÐÀÍ, ïðîôåññîð ÊÎÐÎÂÈÍ Ñ.Ê.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
àêàäåìèê ÐÀÍ, ïðîôåññîð ÊÓÐÆÀÍÑÊÈÉ À.Á.

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
÷ë.�êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîð ×ÅÒÂÅÐÓØÊÈÍ Á.Í.

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÊÐÈÙÅÍÊÎ À.Ï.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÐÀÍ

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ 2009 ã. â ÷àñîâ íà çàñåäàíèè äèñ�
ñåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.43 ïðèÌîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð�
ñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ðàñïîëîæåííîì ïî àäðåñó: 119991, Ðîññèé�
ñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, Ìîñêâà, ÃÑÏ-1, Ëåíèíñêèå ãîðû, Ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, àóäèòîðèÿ 685.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2009 ã.
Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,
ïðîôåññîð, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÇÀÕÀÐÎÂ Å.Â.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû.
Çàäà÷à î ñèíòåçå íàáëþäàòåëåé ñîñòîÿíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â

òîì ÷èñëå è äëÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé
è èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ.

Äàëåå âñþäó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èìååì ââè�
äó ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïðè íåïðåðûâíîì âðåìåíè
ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé çàâèñèò îò âõîäà ñèñòå�
ìû u(t), âûáîðîì êîòîðîãî ìîæíî âëèÿòü íà ñâîéñòâà äàííîé ñèñòåìû. Â îá�
ùåì âèäå ïîäîáíàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ âåêòîðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå�
íèåì

ẋ = f(x, u, t), t ≥ 0, (1)

ãäå x ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû. Íåîáõîäèìîñòü â íàáëþäàòåëå ñîñòîÿ�
íèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ çà÷àñòóþ äîñòóïíà
èíôîðìàöèÿ íå î ôàçîâîì âåêòîðå x, à òîëüêî î íåêîòîðîé ôóíêöèè îò x

y = h(x), (2)

êîòîðóþ íàçûâàþò âûõîäîì ñèñòåìû, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàòðóäíÿåò ðåøå�
íèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ íàäëåæàùèì êà÷åñòâîì.

Ïîä çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèÿ ïîíèìàþò ñèíòåç äèíà�
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ôîðìèðóþùåé îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèé ïî äîñòóïíîé
èíôîðìàöèè î ñèñòåìå, åå èçìåðÿåìûì âûõîäó è âõîäó. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è
äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñèñòåì ïðè òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïàðàìåò�
ðàõ ñèñòåìû, î äîñòóïíîé èíôîðìàöèè, ïîñâÿùåíî îãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò.

Â 1963 ã. Äàâèä Ëþåíáåðãåð çàëîæèë îñíîâû òåîðèè íàáëþäàòåëåé äëÿ
ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Äî ñèõ ïîð ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû,
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îáîáùàþùèå èëè ðàñïðîñòðàíÿþùèå ýòó òåîðèþ íà íîâûå êëàññû ñèñòåì.
Ñóùåñòâóåò ðÿä îñíîâíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ïîñòðîåíèÿ íàáëþ�

äàòåëåé. Ïåðâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè îòâåòà íà âîïðîñ, à âîçìîæíî ëè
â ïðèíöèïå äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè âîññòàíîâëåíèå
(ïîñòðîåíèå îöåíêè) ïîëíîãî ôàçîâîãî âåêòîðà ñèñòåìû? Ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé î íàáëþäàåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ïîëó÷åíî äëÿ ìíîãèõ âèäîâ äèíàìè÷å�
ñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà




ẋ = Ax + Bu,

y = Cx,
(3)

ãäå x ∈ Rn � íåèçâåñòíûé ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u ∈ Rm, y ∈ Rl �
èçâåñòíûå âõîä è âûõîä ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî; A, B è C � ïîñòîÿííûå
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Çàäà÷à î íàáëþäàåìîñòè ðåøåíà òàêæå
è äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, à òàê æå äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íåëè�
íåéíûõ ñèñòåì. Îäíàêî äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì (íàïðèìåð äëÿ áèëèíåéíûõ)
èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ íå ïîëó÷åíî.

Äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå äîïóñêàþò âîññòàíîâëåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà ïî èìå�
þùåéñÿ èíôîðìàöèè (òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ íàáëþäàåìûìè) âñòàåò çà�
äà÷à î ïîëó÷åíèè îöåíêè x̃(t) ôàçîâîãî âåêòîðà x(t). Äëÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå
è ôîðìèðóþò óêàçàííóþ îöåíêó. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå 




ż = g(z, u, y),

x̃ = p(z, u, y).
(4)

Òàêèå ñèñòåìû è íàçûâàþò íàáëþäàòåëÿìè. Çäåñü ñèíòåçó ïîäëåæàò ôóíê�
öèè g(.) è p(.), ðàçìåðíîñòü âåêòîðà z(t) íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ íàáëþäàòå�
ëÿ. Åñëè îöåíêà x̃(t) àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê ôàçîâîìó âåêòîðó ñèñòåìû
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x(t), òî íàáëþäàòåëü íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêèì (åñëè, êðîìå òîãî, èìååò
ìåñòî îöåíêà ‖x̃(t) − x(t)‖1 ≤ C0‖x̃(0) − x(0)‖e−γt, ãäå êîíñòàíòû γ > 0,
C0 > 0, òî òàêîé íàáëþäàòåëü íàçûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíûì). Äëÿ ëèíåéíûõ
ñòàöèîíàðíûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ ñèñòåì (3) ýòà çàäà÷à ïîëó÷èëà èñ�
÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå.

Îäíàêî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (âîçìóùåííûõ ñè�
ñòåì) âèäà 




ẋ = Ax + Bu + Dξ,

y = Cx,
(5)

ãäå ξ ∈ Rk � íåèçâåñòíîå âîçìóùåíèå, çàäà÷à î ñèíòåçå àñèìïòîòè÷åñêèõ
íàáëþäàòåëåé ïîëíîñòüþ åùå íå ðåøåíà. Äî ñèõ ïîð ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû,
â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ óêàçàííîé ïðîáëåìû ïðè ðàç�
ëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (5) è íåèçâåñòíîãî
âîçìóùåíèÿ ξ.

Åùå ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ñèíòåçîì íàáëþäàòåëåé ïðè íåîïðåäåëåííî�
ñòè â íåëèíåéíîì ñëó÷àå, íà ñåãîäíÿ ýòà çàäà÷à ðåøåíà ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî, ïîìèìî óñòîé÷èâîñòè çà�
ìêíóòîé ñèñòåìû, ïðåäúÿâëÿþòñÿ òå èëè èíûå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ
ê ñâîéñòâàì ðåãóëÿòîðà. Â ÷àñòíîñòè, íåðåäêî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü
íàáëþäàòåëÿ 2 (ò. å. ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî âåêòîðà z(t) äèíàìè÷åñêîé ñèñòå�
ìû (4)) áûëà ìèíèìàëüíà. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëàñü ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïîñòðîåíèåì ìèíèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ, ò. å. íàáëþäàòåëÿ ìèíèìàëüíîãî
äèíàìè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ ñèñòåì (3) ýòà
çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïîëíîãî ôàçîâîãî âåêòîðà ïîëó÷èëà èñ÷åðïûâàþùåå ðå�

1 ‖ ‖ - êàêàÿ-ëèáî íîðìà â Rn

2 Íàáëþäàòåëü, êàê ïðàâèëî, ÷àñòü ðåãóëÿòîðà
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øåíèå â ðàáîòàõ Ëþåíáåðãåðà. Â òîæå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëå�
íèÿ çà÷àñòóþ íå òðåáóåòñÿ çíàòü âåñü ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, à äîñòàòî÷íî
ðàñïîëàãàòü èíôîðìàöèåé ëèøü î íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëå îò ýòîãî âåêòîðà,
íàïðèìåð ñëåäóþùåãî âèäà

σ = h(x) ∈ Rp, (6)

ãäå h(.)� èçâåñòíàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìå�
ñòî çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îöåíêè äëÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà, èëè èíà÷å ãîâîðÿ,
çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Ðàçóìååòñÿ, ýòà çàäà�
÷à èìååò ñìûñë, êîãäà ðàçìåðíîñòü òàêîãî íàáëþäàòåëÿ îêàçûâàåòñÿ íèæå
ðàçìåðíîñòè íàáëþäàòåëÿ, âîññòàíàâëèâàþùåãî ïîëíûé ôàçîâûé âåêòîð.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû áåç íåîïðåäåëåííîñòè è ëèíåé�
íîãî ôóíêöèîíàëà

σ = Hx, (7)

ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ìîíîãðàôèè Î'Ðåéëè, ãäå ïðåäëîæåíû ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé è ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ
ðàçìåðíîñòè òàêèõ íàáëþäàòåëåé. Îäíàêî çàäà÷à î ôóíêöèîíàëüíîì íàáëþ�
äàòåëå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè àêòóàëüíà äî ñèõ ïîð.

Êðîìå òîãî, ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î ñèíòåçå
ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ
è íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ.

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è, ò.å. çàäà÷è î íàáëþäàåìîñòè, î ñèíòåçå íàáëþäàòå�
ëÿ, î ïîñòðîåíèè íàáëþäàòåëÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, î ñèíòåçå ôóíê�
öèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé, î ìèíèìàëüíîì íàáëþäàòåëå è ò.ï., èìåþò ìåñòî
è äëÿ äèñêðåòíûõ ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåéíûõ äèñêðåò�
íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

xk+1 = Axk + Buk,

yk = Cxk, k = 0, 1, 2, ...
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ãäå, êàê è ðàíåå, x ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð, u ∈ Rm è y ∈ Rl � âõîä è âûõîä
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ïåðåíî�
ñÿòñÿ ñ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ íà äèñêðåòíûé, õîòÿ äëÿ ïîñëåäíåãî èìåþòñÿ
îñîáåííîñòè è ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
òåîðèè ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé äëÿ ñèñòåì â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,
à òàê æå ðàçðàáîòêà êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ôóíê�
öèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé.

Äëÿ ïåðâîé èç ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ñèíòåçà àñèìï�
òîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòå�
ìû (ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ðàçìåðíîñòåé âõîäîâ è âûõîäîâ, ðàçëè÷íûå îòíîñè�
òåëüíûå ïîðÿäêè ñèñòåìû è ò.ä.) è ôàêòîðû íåîïðåäåëåííîñòè. Ïîëó÷åííûå
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå�
íèé äîëæíû áûòü ïåðåíåñåíû íà äèñêðåòíûå ñèñòåìû.

Äëÿ âòîðîé çàäà÷è, à èìåííî äëÿ çàäà÷è ñèíòåçà ôóíêöèîíàëüíûõ íà�
áëþäàòåëåé, òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äâå ñìåæíûå, íî òåì íå ìåíåå ñóùåñòâåí�
íî ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è:

1) Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ìèíèìàëüíî âîç�
ìîæíîãî ïîðÿäêà ñ êàêèì-ëèáî óñòîé÷èâûì ñïåêòðîì;

2)Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé ñ
íàïåðåä çàäàííûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (çàäàííûì ñïåêòðîì, çàäàí�
íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè).

Êðîìå òîãî, öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ î íàáëþäàåìîñòè è
î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ îäíîãî èç êëàññîâ íåëèíåé�
íûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì - áèëèíåéíûõ (ïî óïðàâëåíèþ è ôàçîâîìó âåêòîðó)
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè âïåðâûå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâ�
íûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïðåäëîæåíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ
ãèïåðâûõîäíûõ âåêòîðíûõ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííî�
ñòüþ (ò.å. äëÿ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü èçìåðÿåìîãî âûõîäà ïðåâûøà�
åò ðàçìåðíîñòü íåèçâåñòíîãî âõîäà). Ïðè ýòîì ïðåäëîæåíû äâà ðàçëè÷íûõ
ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è: ìåòîä äåêîìïîçèöèè ñèñòåìû ê ñïåöèàëüíîìó
âèäó è ìåòîä "ïñåâäîâõîäîâ". Äëÿ êàæäîãî èõ ìåòîäîâ ñòðîãî èçëîæåíû àë�
ãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé, ïîëó÷åíû óñëîâèÿõ èõ
ïðèìåíèìîñòè.

2. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé äëÿ êâàäðàòíûõ âåêòîð�
íûõ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (ò.å. äëÿ ñèñòåì, ó
êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü èçìåðÿåìîãî âûõîäà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåèç�
âåñòíîãî âõîäà). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ðàçâèò ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèå
èåðàðõèè êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè â íàáëþäàòåëå. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà�
÷à ðåøàåòñÿ ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

3. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ
íàáëþäàòåëåé ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà (ò.å. íàáëþäàòåëåé, âîññòàíàâëèâàþ�
ùèõ çàäàííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò ôàçîâîãî âåêòîðà) ñ êàêèì-ëèáî
óñòîé÷èâûì ñïåêòðîì. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå�
ñòâîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé çàäàííîãî ïîðÿäêà. Ðàçðàáîòàíû
äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è: ìåòîä ñêàëÿðíûõ íàáëþäàòåëåé è ìåòîä "ïñåâ�
äîâõîäîâ".

4. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé ñ çà�
äàííûì óñòîé÷èâûì ñïåêòðîì (çàäàííîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè), ïîëó÷åíû
îöåíêè ñâåðõó ðàçìåðíîñòè òàêèõ íàáëþäàòåëåé.

5. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ñèíòåçà àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ áè�
ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëíîñòüþ ðåøåíà çàäà÷à î ðàâíîìåðíîé
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ïî óïðàâëåíèþ íàáëþäàåìîñòè äëÿ ïëàíàðíûõ ñèñòåì, äëÿ íèõ òàê æå ïîëíî�
ñòüþ ðåøåíà çàäà÷à î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé. Äëÿ ìíî�
ãîìåðíûõ áèëèíåéíûõ ñèñòåì ðåøåíà çàäà÷à î ñèíòåçå íàáëþäàòåëåé ïðè ðàç�
ëè÷íûõ ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû áèëèíåéíîñòè.

6. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé (äëÿ ñèñòåì ñ
íåîïðåäåëåííîñòüþ è ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé) îáîáùåíû íà äèñêðåò�
íûå ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ìàòåìàòè÷å�
ñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå�
íèé, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷å�
ñêóþ ñîñòàâëÿþùèå. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè�
÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì
èìåþò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, îíè ïîçâîëÿþò ðåøàòü íå òîëüêî çàäà�
÷è ñèíòåçà íàáëþäàòåëåé, íî è ìîãóò ñîñòàâèòü îñíîâó äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ
ñìåæíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ: çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì â óñëîâè�
ÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
îöåíèâàíèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü
ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ íàáëþäàåìîñòè äëÿ áèëèíåéíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ìèíèìàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíûå íàáëþäàòåëè, ïîìèìî òåîðåòè÷åñêîãî
èíòåðåñà, èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íàáëþ�
äàòåëè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ïîíèæåíèå èõ ïîðÿäêà âåäåò
ê ïîâûøåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ òàêèõ ñèñòåì, óïðîùåíèþ èõ êîíñòðóêöèè (è,
êàê ñëåäñòâèå, ê ïîâûøåíèþ èõ íàäåæíîñòè).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è îòäåëüíûå å¼ ÷à�
ñòè äîêëàäûâàëèñü: íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû íåëèíåéíûõ äèíàìè÷å�
ñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
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è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå "Íåëèíåé�
íàÿ äèíàìèêà: êà÷åñòâåííûé àíàëèç è óïðàâëåíèå"ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäå�
ìèêîâ ÐÀÍ Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà è Ñ.Ê. Êîðîâèíà; íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå�
ðåíöèè ïî óïðàâëåíèþ ¾Àâòîìàòèêà 2001¿, Îäåññà, 2001; íà íàó÷íîé øêîëå
-êîíôåðåíöèè "Ìîáèëüíûå ðîáîòû è ìåõàòðîííûå ñèñòåìû" (Ìîñêâà, ÌÃÓ,
Èíñòèòóò ìåõàíèêè èìåíè Å.À. Äåâÿíèíà) 2004 ãîä; Ñèìïîçèóìå IFAC ïî
Îáîáùåííûì ðåøåíèÿì â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ (GSCP-2004); íà Ïåðâîé Ìåæ�
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëî�
ãèè" ÑÀÈÒ-2005 (12-16 ñåíòÿáðÿ 2005 ã, ã. Ïåðåñëàâëü); íà Ìåæäóíàðîäíîì
ñåìèíàðå ¾Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿ èì.
Å.C. Ïÿòíèöêîãî (ÈÏÓ ÐÀÍ), 2006; íà Âòîðîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí�
öèè "Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè" ÑÀÈÒ-2007 (10-14
ñåíòÿáðÿ 2007 ã. Îáíèíñê, Ðîññèÿ); íà ñåìèíàðå â Ìåæäóíàðîäíîì Èíñòèòóòå
ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà (IIASA, Austria Laxenburg) 2007; íà ñåìèíà�
ðàõ â óíèâåðñèòåòå Ëàôáîðî (Âåëèêîáðèòàíèÿ) 2007ã.; íà Ëîìîíîñîâñêèõ ÷òå�
íèÿõ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2004-2008; íà Òèõîíîâñêèõ ÷òåíèÿõ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì
óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2008ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35 ðà�
áîòàõ, èç íèõ 25 ðàáîò - â âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëàõ (Äîêëàäû ÐÀÍ,
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ) è ðåöåíçèðóåìûõ ñáîðíèêàõ. Ñïèñîê îñíîâ�
íûõ ïóáëèêàöèé ïîìåùåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ëè÷íî àâòîðîì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Ìåòîä ñêàëÿðíûõ íàáëþäàòåëåé è ìåòîä ïñåâäîâõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàç�
ëè÷íûõ òèïîâ çàäà÷ íàáëþäåíèÿ.

• Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé
ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà (ò.å. íàáëþäàòåëåé, âîññòàíàâëèâàþùèõ çàäàí�
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íûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò ôàçîâîãî âåêòîðà) ñ íåêîòîðûì óñòîé�
÷èâûì ñïåêòðîì. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå�
ñòâîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé çàäàííîãî ïîðÿäêà.

• Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé ñ çàäàííûì óñòîé�
÷èâûì ñïåêòðîì, ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó íà ðàçìåðíîñòü òàêèõ íàáëþ�
äàòåëåé.

• Òåîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ãèïåðâûõîäíûõ âåêòîðíûõ
ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ.

• Òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé äëÿ êâàäðàòíûõ âåêòîðíûõ ëèíåéíûõ
ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøà�
åòñÿ ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

• Ìåòîäû ñèíòåçà àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ áèëèíåéíûõ äèíà�
ìè÷åñêèõ ñèñòåì.

• Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé (äëÿ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ
è ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé) äëÿ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñòàöèî�
íàðíûõ ñèñòåì.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èõ ñåìè ãëàâ (ïåðâàÿ èç íèõ - ââîäíàÿ). Ãëàâû ðàç�

áèòû íà ïàðàãðàôû, ïàðàãðàôû íà ïóíêòû. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, òåîðåì,
ëåìì, çàìå÷àíèé, ïðèìåðîâ è ôîðìóë - äâîéíàÿ, ñêâîçíàÿ ïî êàæäîé ãëàâå. Â
êîíöå ïðèâåäåíà áèáëèîãðàôèÿ èç 123 íàèìåíîâàíèé, âíà÷àëå â àëôàâèòíîì
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ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíû ðàáîòû íà êèðèëëèöå, ïîòîì â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå ðà�
áîòû íà ëàòèíèöå.

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé, â íåé ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îáùèå
ïîñòàíîâêè çàäà÷è, äàí êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáëàñòè èñ�
ñëåäîâàíèé.

Â Ãëàâå 2 ðàññìîòðåíû ïîíÿòèÿ íàáëþäàåìîñòè è èäåíòèôèöèðóåìîñòè
ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé. Äëÿ
ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óêàçàíû êðèòåðèè íàáëþäàåìîñòè. Ïðè ýòîì
ïðèâåäåíû êàê øèðîêî èçâåñòíûå ôîðìóëèðîâêè (êðèòåðèé Êàëìàíà), òàê è
ìåíåå ðàñïðîñòðàíåííûå, íî ïîëåçíûå ïðè ïðîâåäåíèè äàëüíåéøèõ èññëåäî�
âàíèé (êðèòåðèé Ðîçåíáðîêà).

Òåîðåìà 2.2. (Êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè Êàëìàíà). Ñòàöèîíàðíàÿ ïà�
ðà {C,A} íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàíãîâîå óñëî�
âèå

rank




C

CA
...

CAn−1




= n.

Ìàòðèöó N(C, A) =




C

CA
...

CAn−1



íàçûâàþò ìàòðèöåé íàáëþäàåìîñòè ( ìàòðè�

öåé íàáëþäàåìîñòè Êàëìàíà).
Ðàíãîâîå óñëîâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñðåäè (nl) ñòðîê ìàòðèöû N(C, A) ∈

R(nl)×n åñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âûïîë�
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íåíî óñëîâèå

rank




C

CA
...

CAν−1




= rank Nν(C,A) = n

ïðè íåêîòîðîì ν ≤ n. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ν, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàí�
ãîâîå óñëîâèå, íàçûâàþò èíäåêñîì íàáëþäàåìîñòè ïàðû {C,A}. Èíîãäà ìàò�
ðèöåé íàáëþäàåìîñòè íàçûâàþò ìàòðèöó Nν(C,A).

Òåîðåìà 2.4. (Êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè Ðîçåíáðîêà). Ïàðà {C,A} íà�
áëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàíãîâîå óñëîâèå

rank


 λI − A

C


 = n, λ ∈ C.

Äëÿ ëèíåéíûõ íàáëþäàåìûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (3) ïðèâåäåíû êëàñ�
ñè÷åñêèå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû: êàëìàíîâñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ, êàíîíè÷åñêèå
ôîðìû íàáëþäàåìîñòè (äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ âûõîäîâ), êàíîíè÷åñêàÿ
ôîðìà Ëþåíáåðãåðà. Îïèñàíû àëãîðèòìû ïðèâåäåíèÿ ñèñòåì ê ýòèì êàíî�
íè÷åñêèì ôîðìàì. Ýòè êàíîíè÷åñêèå ôîðìû íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî
ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé.

Òàê æå âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíà îðèãèíàëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñ
âûäåëåíèåì íóëåâîé äèíàìèêè. Ïîä íóëåâîé äèíàìèêîé ñèñòåìû (3) ïîíèìà�
þò äâèæåíèå â ñèñòåìå, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ y = Cx = 0.
Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü
èçìåðÿåìîãî âûõîäà l íå ìåíüøå ðàçìåðíîñòè âõîäà m. Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöè�
îíàðíûõ ñèñòåì íóëåâàÿ äèíàìèêà òàê æå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûé äàëåå íàçûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïî�
ëèíîìîì íóëåâîé äèíàìèêè. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîìà íóëåâîé
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äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûìè íóëÿìè ìàòðèöû Ðîçåíáðîêà

R(s) =


 sI − A −B

C 0


 , (8)

ò.å. òàêèå s, ÷òî rankR(s) < n + m. Äëÿ êâàäðàòíûõ ñèñòåì õàðàêòåðèñòè÷å�
ñêèé ïîëèíîì íóëåâîé äèíàìèêè β(s) = det R(s).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàáëþäåíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå îòíîñè�
òåëüíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû. Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíî

Îïðåäåëåíèå 2.8 (ïî Èñèäîðè). Âåêòîð r = (r1, . . . , rl) � âåêòîð îò�
íîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (3), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. CiA
jB = 0, j = 1, . . . , ri − 2; CiA

ri−1B 6= 0, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l.

2. det H(r1, . . . , rl) = det




C1A
r1−1B

. . .

ClA
rl−1B


 6= 0,

ãäå Ci � ñòðîêè ìàòðèöû C.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âåêòîðíûõ ñèñòåì (ò.å. ïðè lm > 1) óñëîâèÿ èç îïðå�

äåëåíèÿ ìîãóò áûòü íå ñîâìåñòíû, ò.å. ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ïî
Èñèäîðè íå âñåãäà îïðåäåëåíî. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà (3)
óïðàâëÿåìà è íàáëþäàåìà, äëÿ íåå îïðåäåëåí âåêòîð r = (r1, . . . , rl) îòíîñè�
òåëüíîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè. Òîãäà ñèñòåìà íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâà�
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íèåì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

ẋ′ = A11x
′ + A12y,

ẏ1
i = y1

i+1, i = 1, . . . , r1 − 1;

ẏ2
i = y2

i+1, i = 1, . . . , r2 − 1;

· · ·
ẏl

i = yl
i+1, i = 1, . . . , rl − 1;



ẏ1
r1

...
ẏl

rl


 = A21x

′ +
l∑

i=1

Ai
22 ȳi + H(r1, . . . , rl)u,

(9)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñèñòåìû ñ âûäåëåíèåì
íóëåâîé äèíàìèêè. Íóëåâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò (n − |r|)-ìåð-
íîé ïåðâîé ÷àñòè ñèñòåìû è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

ẋ′ = A11x
′.

Îïèñàí àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê ýòîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.
Â Ãëàâå 3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà íàáëþäàòåëåé ôàçîâîãî âåêòîðà

äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ ñèñòåì (3). Îïèñàíû
àëãîðèòìû ñèíòåçà ïîëíîðàçìåðíûõ íàáëþäàòåëåé (ò.å. íàáëþäàòåëåé ïîðÿä�
êà n, ïîðÿäêà ñèñòåìû (3)) äëÿ ñêàëÿðíûõ (l = 1) è âåêòîðíûõ ñèñòåì (l > 1).
Òàê æå îïèñàíû íàáëþäàòåëè Ëþåíáåðãåðà ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà (n− l).

Â Ãëàâå 4 ðàññìîòðåíà îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷, à èìåííî çàäà÷à î ïî�
ñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ n-ìåðíàÿ ëèíåé�
íóþ ñòàöèîíàðíàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííàÿ íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà ñ l-ìåðíûì
âûõîäîì 




ẋ = Ax,

y = Cx.
(10)

Äàëåå âåçäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà C � ïîëíîãî ðàíãà, ò.å rankC = l. Â ýòîé
ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé, ò. å.
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çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà îò íåèçâåñòíîãî ôàçîâîãî
âåêòîðà

σ = Fx, (11)

ãäå F ∈ Rp×n � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è: çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëü�

íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñ êàêèì-ëèáî óñòîé÷èâûì ñïåêòðîì è çà�
äà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñ çàäàííûìè äèíàìè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè (çàäàííûì ñïåêòðîì).

Âíà÷àëå ðàññìîòðåíà ïåðâàÿ èç ýòèõ çàäà÷. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëîæåíû
äâà ìåòîäà: ìåòîä ïñåâäîâõîäîâ3 è ìåòîä ñêàëÿðíûõ íàáëþäàòåëåé. Íà îñíîâå
ýòîãî ìåòîäà äëÿ ñêàëÿðíûõ âûõîäà è ôóíêöèîíàëà äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäàòåëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü â ñèñòåìå (10) l = 1, ïàðû {C, A} è {F,A} íàáëþ�

äàåìû, rank


F

C


 = 2. Ñêàëÿðíûé ôóíêöèîíàë σ = Fx âîññòàíàâëèâàåòñÿ

íàáëþäàòåëåì ïîðÿäêà k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãóðâèöåâ
âåêòîð l = (l1, . . ., lk)

T , óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ



f1 f2 . . . fk

f2 f3 . . . fk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn−k−1 fn−k . . . fn−2







l1

l2

. . .

lk




= −




fk+1

fk+2

. . .

fn−1




, (12)

ãäå fi � êîýôôèöèåíòû âåêòîðà F â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå.
Çäåñü ïîä ãóðâèöåâûì ñòîëáöîì ïîíèìàåòñÿ ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ãóð�

âèöåâà ïîëèíîìà ϕ(s) = sk + lks
k−1 + ... + l1.Ìàòðèöà ñèñòåìû (12) èìååò

ðàçìåð (n−k−1)×k, ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � ðàçìåð 1× (n−k−1), ìàò�
ðèöà è ñòîëáåö ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè âåêòîðà F , çàäàþùåãî

3 íàçûâàåìûå èíîãäà òàêæå âèðòóàëüíûìè âõîäàìè.
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ôóíêöèîíàë σ = Fx â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå. Èç îñíîâíîé òåîðåìû ìîæíî
ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 4.1 Ñèñòåìà (12) èìååò ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíî ðàíãîâîå
óñëîâèå

rank




f1 f2 . . . fk

f2 f3 . . . fk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn−k−1 fn−k . . . fn−2




= rank




f1 f2 . . . fk+1

f2 f3 . . . fk+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn−k−1 fn−k . . . fn−1




, (13)

ïîýòîìó ëåãêî ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå (13) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùå�
ñòâîâàíèÿ òàêîãî íàáëþäàòåëÿ.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíîãî ôóíêöèîíàëà è
ñêàëÿðíîãî âûõîäà.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü â ñèñòåìå (10) l = 1, ïàðû {C,A} è {F,A} íà�

áëþäàåìû, ôóíêöèîíàë σ = Fx, ãäå F ∈ Rp×n, rank


F

C


 = p + 1, èìååò â

êàíîíè÷åñêîì áàçèñå âèä F = [f i
j ]. Ýòîò ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü âîññòà�

íîâëåí íàáëþäàòåëåì ïîðÿäêà k òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñðåäè ðåøåíèé
ëèíåéíîé ñèñòåìû



f 1
1 f 1

2 . . . f 1
k

f 1
2 f 1

3 . . . f 1
k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f 1
n−k−1 f 1

n−k . . . f 1
n−2

f 2
1 f 2

2 . . . f 2
k

f 2
2 f 2

3 . . . f 2
k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f 2
n−k−1 f 2

n−k . . . f 2
n−2

f 3
1 f 3

2 . . . f 3
k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f p
n−k−1 fp

n−k . . . f p
n−2







l1

l2
...
lk




= −




f 1
k+1

f 1
k+2

...
f 1

n−1

f 2
k+1

...
f 2

n−1

f 3
k+1

...
fp

n−1




íàéäåòñÿ ãóðâèöåâ ñòîëáåö l = (l1, . . ., lk)
>.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí åùå îäèí ìåòîä: ìåòîä ñêàëÿðíûõ íà�
áëþäàòåëåé. Äëÿ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ (ñêàëÿðíûé âûõîä) ýòîì ìåòîä ïîçâî�
ëÿåò ïîëó÷èòü òå æå ñàìûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îäíàêî åãî
ïðèìåíåíèå òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíî.

Îäíàêî ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî
ðàññìîòðåòü è ñèñòåìû ñ âåêòîðíûì âûõîäîì. Äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíîãî âûõîäà
òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèñòåìó (10) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ëþåíáåðãåðà:





ẋi = Aiixi +
l∑

j=1,j 6=i

āijyj, i = 1, . . ., l,

yi = C̄ixi,

(14)

êîãäà ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà l ïîäñèñòåì ïîðÿäêà νi êàæäàÿ, ñâÿçü ìåæäó
êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû yj âåêòîðà âûõîäà. Ðàçìåðíîñòü
ìàêñèìàëüíîé èç ïîäñèñòåì ðàâíà â òî÷íîñòè èíäåêñó íàáëþäàåìîñòè ïàðû
{C,A}. Êàæäàÿ èç ïàð {C̄i, Aii} íàáëþäàåìà, áîëåå òîãî, çàäàíà â êàíîíè÷å�
ñêîé ôîðìå íàáëþäàåìîñòè äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì. Êîýôôèöèåíòû νi - èíäåê�
ñû Êðîíåêåðà äëÿ ñèñòåìû (10) ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ñêàëÿðíûé ôóíêöèîíàë. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ñèñòåìà (10) ïðè l > 1 íàáëþäàåìà, ïàðà {C,A}
íàõîäèòñÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ëþåíáåðãåðà. Ôóíêöèîíàë σ = Fx, ãäå

F ∈ R1×n, rank


 F

C


 = l + 1,

F = (F1, . . ., Fl), Fi = (f i
1, . . ., f

i
νi
),

ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí íàáëþäàòåëåì ïîðÿäêà k òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû



f 1
1 f 1

2 . . . f 1
k

f 1
2 f 1

3 . . . f 1
k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f 1
ν1−k−1 f 1

ν1−k . . . f 1
ν1−2

f 2
1 f 2

2 . . . fk
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f 2
ν2−k−1 f 2

ν2−k . . . fk
ν2−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f l
νl−k−1 f l

νl−k . . . f l
νl−2







l1

l2
...
lk




= −




f 1
k+1

f 1
k+2
...

f 1
ν1−1

f 2
k+1
...

f 2
ν2−1

...
f l

νl−1




íàéäåòñÿ ãóðâèöåâ ñòîëáåö l = (l1, . . ., lk)
>.

Èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì âèäíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé çàäàííîãî
ïîðÿäêà (â òîì ÷èñëå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî) òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåñå÷åíèå
ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé íåêîòîðîé ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
ñ îáëàñòüþ ãóðâèöåâîñòè. Ýòà çàäà÷à òðóäíà äëÿ àíàëèçà è â îáùåì ñëó÷àå íå
ðåøåíà. Îäíàêî ïîëüçóÿñü ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (12)
ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ðåøåíèé ñåìåéñòâà
ñèñòåì (12) ïðè ðàçëè÷íûõ k. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:




f1 f2 . . . fk

f2 f3 . . . fk+1

... ... ... ...
fn−k−1 fn−k . . . fn−2




︸ ︷︷ ︸
Hk




l1

l2
...
lk




︸ ︷︷ ︸
l

= −




fk+1

fk+2

...
fn−1




︸ ︷︷ ︸
hk

.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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Ëåììà 4.3. Åñëè ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12) ðàçðåøèìà
ïðè íåêîòîðîì k, òî ðàçðåøèìà è ñèñòåìà ïðè (k + 1).

Ñëåäñòâèå 4.6. Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(12) ñóùåñòâóåò ÷èñëî k∗ òàêîå, ÷òî ó ñèñòåìû ïðè âñåõ k < k∗ íåò ðå�
øåíèé, à ïðè k∗ ó ñèñòåì (12) åñòü ðåøåíèå, òî ïðè âñåõ k ≥ k∗ ó ñèñòåì
(12) åñòü ðåøåíèÿ. ×èñëî k∗ ìîæåò áûòü ëþáûì îò 1 äî n− 1

Ëåììà 4.4.Ïóñòü k∗ > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ïðè âñåõ k < k∗ ó ñèñòåì
âèäà (12) íåò ðåøåíèé, à ïðè k = k∗ ðåøåíèå åñòü. Òîãäà, åñëè k∗ ≤ n−1

2 , òî
ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Åñëè æå k∗ > n−1

2 , òî ðåøåíèé ïðè k∗ áåñêîíå÷íî
ìíîãî.

Ïðè ýòîì ïðè âñåõ k > k∗ ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî. Àíàëîãè÷íûå óñëî�
âèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ ãóðâèöåâûõ ðåøåíèé ñèñòåì (12).

Ëåììà 4.6. Åñëè ó ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (12) ïðè k åñòü ãóðâèöåâî
ðåøåíèå, òî è ïðè (k + 1) òàê æå åñòü ãóðâèöåâî ðåøåíèå.

Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, îáëåã÷àþùåå ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà íà�
áëþäàòåëÿ:

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü ÷èñëî k∗ ≤ n−1
2 , òîãäà ïðè k∗ ó ñèñòåìû óðàâ�

íåíèé (12) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå l ∈ Rk∗×1. Åñëè âåêòîð l íå
ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâûì, òî ó ñèñòåì (12) íåò ãóðâèöåâûõ ðåøåíèé íè ïðè
êàêîì k ∈ [k∗, n− k∗ − 1].

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå Ãëàâû 4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìè�
íèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñ íàïåðåä çàäàííûì ñïåêòðîì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ñêàëÿðíûõ íàáëþäàòåëåé.

Â ðàáîòå Tsui (1996 ã.) ïîëó÷åíà îöåíêà ðàçìåðíîñòè òàêîãî íàáëþäàòåëÿ.
Åñëè çàäàíà íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (10) ñ l-ìåðíûì âûõîäîì, òî p-ìåðíûé
ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí íàáëþäàòåëåì ïîðÿäêà

k(p) =

min(p,l)∑
i=1

(νi − 1),
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ãäå νi � óïîðÿäî÷åííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ èíäåêñû Êðîíåêåðà ñèñòåìû (10).
Ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ íàáëþäàòåëåé óäàëîñü íå òîëüêî ïîâòîðèòü ýòó îöåí�

êó, íî è ïîêàçàòü, ÷òî îíà ïî÷òè âñåãäà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà (ò.å. ìîæåò áûòü
óëó÷øåíà äëÿ ïî÷òè âñåõ ñèñòåì (10), çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ, îáðàçóþ�
ùèõ ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ A,C, F ).

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ:
Ëåììà 4.8. Ïóñòü çàäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáùåãî ïîëîæåíèÿ

ïîðÿäêà n ñ l âûõîäàìè, ïðèâåäåííàÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó Ëþåíáåðãåðà;
ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νl � óïîðÿäî÷åííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ èíäåêñû Êðîíåêåðà.
Ïóñòü

k∗(p) =
l∑

i=1

ki,

ãäå ki îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k1 = ν1 − 1,

ki = max





(νi − 1)−




i−1∑
j=1

kj

p


 ; 0





, i = 2, . . . , l,

ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Òîãäà ïðè ëþáîì p èìååò ìåñòî îöåíêà

k∗(p) ≤ k(p) =

min{p,l}∑
i=1

(νi − 1).

Òåîðåìà 4.14. Ïóñòü çàäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáùåãî ïîëîæå�
íèÿ ïîðÿäêà n ñ l âûõîäàìè, ïðèâåäåííàÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ëþåíáåðãå�
ðà, ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νl � óïîðÿäî÷åííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ èíäåêñû Êðîíåêåðà.
Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ìàòðèö F ∈ Rp×n äëÿ ôóíêöèîíàëà σ = Fx ∈ Rp äëÿ
ëþáîãî óñòîé÷èâîãî âåùåñòâåííîãî è ðàçëè÷íîãî ñïåêòðà Λ = {λ1, . . . , λk∗}
íàéäåòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêèé ê íåìó óñòîé÷èâûé, âåùåñòâåííûé è ðàçëè÷�
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íûé ñïåêòð Λ′ òàêîé, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà σ ìîæíî ïîñòðîèòü íàáëþäà�
òåëü ïîðÿäêà k∗(p) ñî ñïåêòðîì Λ′.

Â Ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþ�
äàòåëåé äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà





ẋ = Ax + Bu + Df,

y = Cx,
(15)

ãäå A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×k, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå
ìàòðèöû; u(t) ∈ Rk, y(t) ∈ Rl � èçâåñòíûå âõîä è âûõîä ñèñòåìû, ñîîòâåò�
ñòâåííî; f(t, x) ∈ Rm � íåèçâåñòíîå âîçìóùåíèå. Òðåáóåòñÿ ïî èíôîðìàöèè
îá èçâåñòíûõ âõîäå u(t) è âûõîäå y(t) ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó
x̃(t) íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(t) ∈ Rn.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îñíîâíûõ ñëó÷àÿ: ãèïåðâûõîäíûå ñèñòåìû (êîãäà
ðàçìåðíîñòü âûõîäà ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü íåèçâåñòíîãî âõîäà, ò.å. l > m)
è êâàäðàòíûå ñèñòåìû (êîãäà ýòè ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò, ò.å. l = m).

Ïîñêîëüêó âëèÿíèå èçâåñòíîãî âõîäà u(t) â íàáëþäàòåëå ìîæíî êîìïåí�
ñèðîâàòü, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî u(t) ≡ 0, ò. å. âìåñòî (15)
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà 




ẋ = Ax + Df,

y = Cx.
(16)

Äëÿ ãèïåðâûõîäíûõ ñèñòåì ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è:
ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ñèñòåìû íà äâå ÷àñòè (îäíà èç êîòîðûõ íå çàâèñèò ÿâíî îò
âîçìóùåíèÿ f(t, x), à ôàçîâûé âåêòîð äðóãîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ èçìåðÿåìîãî
âûõîäà ñèñòåìû); âòîðîé ìåòîä - ìåòîä ïñåâäîâõîäîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáî�
èõ ìåòîäîâ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (16) ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå
ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå Ï.1. Ïàðà {C, A} � íàáëþäàåìà, ïàðà {A,D} � óïðàâ�
ëÿåìà, ò. å. ñèñòåìà (16) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.
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Ïðåäïîëîæåíèå Ï.2. Ìàòðèöû C è D ïîëíîãî ðàíãà, ò. å. rank C = l,

rank D = m.

Ïðåäïîëîæåíèå Ï.3. ×èñëî âûõîäîâ áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ âõî�
äîâ, ò. å. l > m.

Ïðåäïîëîæåíèå Ï.4. Èìååò ìåñòî ðàíãîâîå óñëîâèå

rank CD = m,

ò. å. ìàòðèöà CD ∈ Rl×m � ïîëíîãî ðàíãà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèé ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
ïðåäëîæåíèÿ Ï.4 ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùàÿ
ñèñòåìó (16) ê âèäó





ẋ′ = A11x
′ + A12y

′,

ẏ′ = A21x
′ + A22y

′ + (C ′D)f,
(17)

ãäå x′ ∈ Rn−m- íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü ôàçîâîãî âåêòîðà, y′ ∈ Rm- ÷àñòü èçìå�
ðÿåìîãî âûõîäà ñèñòåìû, Aij � ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, ìàòðèöà (C ′D) - íåâûðîæäåííàÿ. Çàìåòèì,
÷òî â óêàçàííîì ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû ïåðâûå (n−m) íåèçâåñòíûõ êîìïî�
íåíò ôàçîâîãî âåêòîðà x′ íå çàâèñÿò ÿâíî îò íåèçâåñòíîãî âîçìóùåíèÿ f .

Òàê êàê ðàçìåðíîñòü âûõîäà l > m, òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü èçìåðÿåìîãî
âûõîäà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

y′′ = C ′′
1x′ + C ′′

2 y′.

Òàê êàê y′ è y′′ � èçâåñòíûå âåêòîðû, ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé âûõîä

ỹ = y′′ − C ′′
2y′ = C ′′

1x′.

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) è ỹ îïèñûâàþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó ïî�
ðÿäêà (n −m) ñ èçâåñòíûì âûõîäîì ỹ ïîðÿäêà (l −m) è èçâåñòíûì âõîäîì

23



y′ ïîðÿäêà m, ò. å. 



ẋ′ = A11x
′ + A12y

′,

ỹ = C ′′
1x′.

(18)

Â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ñèñòåìû, ñèñòåìà (18) íå çàâèñèò ÿâíî îò íåèçâåñòíîãî
âõîäà f(t, x). Ïîýòîìó, åñëè ïàðà {C ′′

1 , A11} íàáëþäàåìà, òî çàäà÷ó âîññòàíîâ�
ëåíèÿ âåêòîðà x′ ðåøàåò ñòàíäàðòíûé ïîëíîðàçìåðíûé íàáëþäàòåëü ïîðÿäêà
(n−m) ëèáî êëàññè÷åñêèé íàáëþäàòåëü Ëþåíáåðãåðà ïîðÿäêà (n−m)− (l−
m) = (n− l).

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ïîñòðî�
åíèè íàáëþäàòåëÿ äëÿ x′ èãðàåò íàáëþäàåìîñòü (âîññòàíàâëèâàåìîñòü) ïà�
ðû {C ′′

1 , A11}. Äëÿ åå àíàëèçà òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ
íóëåé ñèñòåìû (16), ò.å. òî÷åê ïîíèæåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû Ðîçåíáðîêà R(s)

ñèñòåìû (16), ò. å. òàêèõ êîìïëåêñíûõ s, ÷òî

rank R(s) = rank


sI − A −D

C 0


 < n + m,

ãäå R(s) ∈ C(n+l)×(n+m).
Äîêàçàíî ñëåäóþùåå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (16) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ Ï.1

� Ï.4. Òîãäà, åñëè ó ñèñòåìû íåò èíâàðèàíòíûõ íóëåé, òî ïàðà {C ′′
1 , A11}

íàáëþäàåìà. Åñëè ó ñèñòåìû åñòü èíâàðèàíòíûå íóëè, òî îíè ÿâëÿþòñÿ
íåèçìåíÿåìîé ÷àñòüþ ñïåêòðà ìàòðèöû AL = A11 − LC ′′

1 ; åñëè èíâàðèàíò�
íûå íóëè óñòîé÷èâû, òî ïàðà {C ′′

1 , A11} âîññòàíàâëèâàåìà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó ñèñòåìû (16) íåò èíâàðèàíòíûõ íóëåé (à äëÿ ãè�

ïåðâûõîäíûõ ñèñòåì ýòî ïî÷òè âñåãäà òàê; ìíîæåñòâî ñèñòåì èìåþùèõ èíâà�
ðèàíòíûå íóëè îáðàçóåò ìíîæåñòâî ìåðû íîëü ñðåäè âñåõ ñèñòåì), òî çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ íåîïðåäå�
ëåííîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû
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áåç íåîïðåäåëåííîñòè. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøèòü è çàäà÷ó
î ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ äëÿ íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû
(16). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà σ = Fx, σ ∈ Rp, ãäå
F ∈ Rp×n � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà. Ïðè óêàçàííîì âûøå ïðåîáðàçîâàíèè êîîð�
äèíàò ôóíêöèîíàë σ = Fx ïðèìåò âèä

σ = Fx = F ′x′ + F ′′y′ = σ′ + σ′′,

ãäå F ′ ∈ Rp×(n−m), F ′′ ∈ Rp×m � èçâåñòíûå ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöè�
îíàë σ′′ = F ′′y′ èçâåñòåí, à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ôóíêöèî�
íàëà σ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îöåíêó åãî íåèçâåñòíîé ÷àñòè σ′ = F ′x′ òîëüêî
äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû áåç íåîïðåäåëåííîñòè.

Âòîðîé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è - ìåòîä ïñåâäîâõîäîâ
(èëè âèðòóàëüíûõ âõîäîâ), çàêëþ÷àåòñÿ îí â ñëåäóþùåì. Òàê êàê ÷èñëî âû�
õîäîâ ñèñòåìû l áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ âõîäîâ m, òî äîïîëíèì ñèñòåìó
(l −m) "ïñåâäîâõîäàìè" f ′ ∈ R(l−m). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàäðàòíóþ ñè�
ñòåìó ñ l âõîäàìè è l âûõîäàìè




ẋ = Ax + Df + D′f ′ = Ax + D̄f̄ ,

y = Cx,
(19)

ãäå f̄ =


f

f ′


, D̄ = [D; D′], ñïîñîá âûáîðà ìàòðèöû D′ ∈ Rn×(l−m) áóäåò

îïèñàí íèæå.
Ïðè f ′ ≡ 0 ñèñòåìà (19) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (16), ïîýòîìó íàáëþäàòåëü,

ïîñòðîåííûé äëÿ ñèñòåìû (19) ïðè óñëîâèè f ′ ≡ 0, áóäåò âîññòàíàâëèâàòü
ôàçîâûé âåêòîð è èñõîäíîé ñèñòåìû.

Òàê êàê ñèñòåìà (19) êâàäðàòíàÿ, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì åå
íóëåâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû Ðîçåíáðîêà

β(s) = det R′(s) = det


sIn − A −[D; D′]

C 0


 .
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Åñëè ïîëèíîì β(s), çàâèñÿùèé îò âûáîðà ìàòðèöû D′, èìååò ïîðÿäîê (n− l)

(ò. å. det(CD̄) 6= 0), òî äëÿ ñèñòåìû (19) ìîæíî ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ ñ
âûäåëåíèåì íóëåâîé äèíàìèêè, ïðè ýòîì ñèñòåìà ïðèìåò âèä





ẋ′ = A11x
′ + A12y,

ẏ = A21x
′ + A22y + CD̄f̄ ,

ãäå x′ ∈ R(n−l), à det(sI −A11) = β(s). Åñëè ìàòðèöà D′ âûáðàíà òàê, ÷òî ïî�
ëèíîì β(s) ãóðâèöåâ, òî çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîé ÷àñòè ôàçîâîãî
âåêòîðà x′ ðåøàåò íàáëþäàòåëü ïîðÿäêà (n− l)

˙̃x′ = A11x̃
′ + A12y. (20)

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (16) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ Ï.1

� Ï.4. Òîãäà, åñëè ó ñèñòåìû íåò èíâàðèàíòíûõ íóëåé, òî êîðíè ïîëèíîìà
β(s) ïîðÿäêà (n − l) öåëèêîì îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì ìàòðèöû D′. Åñëè ó
ñèñòåìû åñòü èíâàðèàíòíûå íóëè, òî îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà
β(s), îñòàëüíûå êîðíè îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì ìàòðèöû D′.

Äëÿ ýòîé òåîðåìû ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâíóþ ôîðìóëèðîâêó:
Òåîðåìà 5.2'. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (16) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ Ï.1

� Ï.4, òî íåîñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó




ẋ′ = A11x
′ + A12y,

ẏ = A21x
′ + A22y + CDf,

(21)

ãäå ñïåêòð ìàòðèöû A11 ñîäåðæèò âñå èíâàðèàíòíûå íóëè ñèñòåìû (16),
à îñòàëüíàÿ åãî ÷àñòü ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî ( è îïðåäåëÿåòñÿ
âûáîðîì ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ )

Áîëåå ñëîæåí äëÿ àíàëèçà ñëó÷àé êâàäðàòíîé ñèñòåìû, òàê æå ðàññìîò�
ðåííûé â Ãëàâå 5. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíîé ñëó÷àé ñêàëÿðíîé ñè�
ñòåìû, ò. å. ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûìè âõîäîì f(t) è âûõîäîì y(t) (ò. å. l = m =
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= 1). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû (16) îïðåäåëåíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îò
âõîäè f ê âûõîäó y

W (s) = C(sI − A)−1D =
βm(s)

αn(s)
,

ãäå βm(s) è αn(s) � ïîëèíîìû îò s ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé m è n. Ïðè
ýòîì

αn(s) = det(sI − A) = sn + αns
n−1 + . . . + α1

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû A, à ïîëèíîì

βm(s) = βm+1s
m + βmsm−1 + . . . + β1

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì íóëåâîé äèíàìèêè ñèñòåìû, êîòîðûé ÿâëÿåò�
ñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû Ðîçåíáðîêà

βm(s) = det


 sI − A −D

C 0


 .

Îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì ñèñòåìû (16) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî r = n −m, äëÿ
íåãî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

CD = 0, CAD = 0, . . ., CAr−2D = 0, CAr−1D = βm+1 6= 0.

Îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (16) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åå íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèìï�
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ò. å. ïîëèíîì βm(s) � ãóðâèöåâ, ò.å. ñèñòåìà ÿâëÿåò�
ñÿ ìèíèìàëüíî-ôàçîâîé. Êðîìå òîãî, ïàðà {C, A} � íàáëþäàåìà, à ïàðà
{A,D} � óïðàâëÿåìà, ò. å. ñèñòåìà (16) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîêàçàíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå
Ëåììà 5.1. Ïóñòü ìàòðèöà AL ∈ Rn×n òàêîâà, ÷òî åå ñïåêòð ìî�

æåò áûòü íàçíà÷åí ïî ïðîèçâîëó. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ÷åðåç αi(t), i = 0, . . . , n− 1 :

eALt =
n−1∑
i=0

αi(t)A
i
L.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî µ > 0 ñïåêòð Spec{AL} ìîæåò áûòü âûáðàí òàê , ÷òî
äëÿ âñåõ αi(t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|αi(t)| ≤ Nie
−µt

µi
, i = 0, . . ., n− 1,

ãäå Ni = const > 0 è íå çàâèñÿò îò µ.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûäåëÿåòñÿ áàçîâûé ñëó÷àé ñèñòåìû ñ ìàêñèìàëü�

íûì îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ âûäåëåíèåì íóëåâîé äèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðò�
íûé ïîëíîðàçìåðíûé íàáëþäàòåëü, ïðè ýòîì ñïåêòð ìàòðèöû AL çàìêíóòîé
ñèñòåìû âûáèðàåòñÿ ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 5.1, ò. å.

Spec{AL} = {µλ̄1, . . ., µλ̄n}, λ̄i < 0, i = 1, . . ., n, µ > 0

|λ̄1| = 1, |λ̄i+1| > |λ̄i|, i = 1, . . ., n− 1.
(22)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà (16) íàõîäèòñÿ â

îáùåì ïîëîæåíèè, åå îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê r = n, ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïóñòü, êðîìå òîãî, íåèçâåñòíûé âõîä f(t) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åí èçâåñòíîé êîíñòàíòîé F0, ò. å. |f(t)| ≤ F0 ïðè t ≥ 0.
Âûáåðåì âåêòîð îáðàòíîé ñâÿçè L â íàáëþäàòåëå òàê , ÷òîáû ñïåêòð ìàò�
ðèöû AL = A− LC óäîâëåòâîðÿë óñëîâèÿì (22). Òîãäà îøèáêà íàáëþäåíèÿ
e = ỹ′ − y′ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|e(t)| ≤ K1e
−µt +

K2

µ
, (23)

ãäå êîíñòàíòà K2 íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ µ.
Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ µ äîñòàòî÷íî áîëüøèì

ìîæíî ñäåëàòü ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîé êîíñòàí�
òû.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìà ñíà÷àëà ïðè�
âîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ âûäåëåíèåì íóëåâîé äèíàìèêè, äëÿ ìèíè�
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ìàëüíî-ôàçîâîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé íàáëþäàòåëü, âîññòàíàâ�
ëèâàþùèé íóëåâóþ äèíàìèêó ñèñòåìû, à çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ïîäñèñòå�
ìû ñ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå òàê æå èìååò âèä (23) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû
îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì íóëåâîé äèíàìèêè ñèñòåìû.

Â Ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþ�
äàòåëåé äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà




ẋ = Ax + uBx,

y = Cx.
(24)

Îñîáåííîñòü ýòîé ñèñòåìû â òîì, ÷òî ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ A, B è C ýòà
ñèñòåìà òåðÿåò óïðàâëÿåìîñòü â òî÷êå x = 0.

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé áèëèíåéíîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè. Äëÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàæå ïîëó÷åíèå óñëîâèé
íàáëþäàåìîñòè. Äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìó
(24) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó , êîãäà B = bh, b ∈ R2×1, b ∈ R1×2, äîêàçàíà

Òåîðåìà 6.1. Áèëèíåéíàÿ ñèñòåìà ẋ = Ax + ubhx íà ïëîñêîñòè ñî
ñêàëÿðíûì âûõîäîì y = Cx è ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé |u(t)| ≤
u0 ðàâíîìåðíî ïî t íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det


 C

CA


 + u(t)Cb det


 C

h


 6= 0, t ≥ 0 .

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëî�
âèÿ ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè, èìååò ìåñòî

Ëåììà 6.3.
10. Ïàðà {C,A + ubh}, ãäå |u(t)| ≤ u0, ðàâíîìåðíî ïî t íàáëþäàåìà, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) Cb 6= 0, det


 C

h


 6= 0 ,

∣∣∣∣∣∣
det


 C

CA




∣∣∣∣∣∣
> u0|Cb|

∣∣∣∣∣∣
det


 C

h




∣∣∣∣∣∣
;
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b) íàáëþäàåìà ïàðà {C, A} è âåêòîðà C è h � êîëëèíåàðíû;
c) íàáëþäàåìà ïàðà {C, A} è Cb = 0.
20. Åñëè ïàðà {C, A + ubh}, ãäå |u(t)| ≤ u0, ðàâíîìåðíî ïî t íàáëþäàåìà, òî
ïàðà {C,A} � íàáëþäàåìà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü
ãàðàíòèðîâàííî èìååò ìåñòî ïðè ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèÿ

u0 <

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

det


 C

CA




Cb det


 C

h




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ýòî óñëîâèå äàëåå áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ñòðîãîé ðàâíîìåðíîé íàáëþ�
äàåìîñòè. Ïðè ðàçëè÷íûõ âûðîæäåíèÿõ çàäà÷è (óñëîâèÿõ b) è c) Ëåììû 6.3)
îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå u(t) îòñóòñòâóåò.

Äëÿ êàæäîãî èç îïèñàííûõ â Ëåììå 6.3 ñëó÷àåâ ïðåäëîæåíû àñèìïòîòè�
÷åñêèå íàáëþäàòåëè.

Äàëåå ðàññìîòðåíû áèëèíåéíûå ñèñòåìû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè
ðàçëè÷íûõ âûðîæäåíèÿõ ìàòðèöû áèëèíåéíîñòè B. Äëÿ ñèñòåì ñî ñêàëÿð�
íûì âûõîäîì è âûðîæäåííîé ìàòðèöåé áèëèíåéíîñòè (rankB = 1) äîêàçàíà

Òåîðåìà 6.7. Äëÿ ðàâíîìåðíîé ïî u(t) íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (23)
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:
1.B = bh, b ∈ Rn×1, h ∈ R1×n.

2. Cb = 0, CAb = 0, . . . , CAn−2b = 0.

3. Ïàðà {C,A} � íàáëþäàåìà.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîñòðîåí íàáëþäàòåëü äëÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû áèëèíåéíîñòè (ò.å. rankB =

p < n) è âåêòîðíîãî âûõîäà ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñî÷åòàíèÿ ðàç�
ìåðíîñòè âûõîäà è ðàíãà B, ïðè ýòîì çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê ïîñòðîåíèþ
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àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ãèïåðâûõîäíûõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííî�
ñòüþ, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûå â Ãëàâå 5.

Â Ãëàâå 7 ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå ñèñòåìû âèäà

xk+1 = Axk + Buk,

yk = Cxk,
(24)

ãäå uk � âõîä îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè k = 0, 1, 2, . . ., à yk � âûõîä îáú�
åêòà; xk � ôàçîâûé âåêòîð èëè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà èç Rn; A,B, C �
ïàðàìåòðû îáúåêòà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì
ðåçóëüòàòàì äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû ìåòîäû ñèíòå�
çà íàáëþäàòåëåé ïîëíîãî ôàçîâîãî âåêòîðà äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, à òàêæå
ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà ôóíêöèîíàëüíûõ íàáëþäàòåëåé, è çàäà÷à ñèíòå�
çà íàáëþäàòåëåé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
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