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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ çàäàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñìåñÿìè. Äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé (ÿâëÿþùèõñÿ ãàóññîâñêèìè
ñìåñÿìè) óñòàíàâëèâàþòñÿ ôîðìóëû óñëîâíûõ êâàíòèëåé. Äëÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ ñìåñåé óñòàíàâëèâàþòñÿ
ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Èíòåðåñ ê âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íåïðåðûâíûå
ñìåñè, îáúÿñíÿåòñÿ èõ ÷àñòûì ïîÿâëåíèåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðè-
ëîæåíèÿõ 1 2 3 4 5. Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, êàêóþ âàæíóþ ðîëü â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èãðàåò ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè. Íàëè÷èå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè äëÿ
ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêîé îñíîâîé ìíîãèõ âåðîÿòíîñòíî-
ñòàòèñòè÷åñêèõ òåîðèé, êîòîðûå â òîé èëè èíîé ñòåïåíè èñïîëüçóþò ãàóñ-
ñîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü òåîðèþ
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ëèíåéíûé ðåãðåññèîííûé àíà-
ëèç, à òàêæå äèñïåðñèîííûé, ôàêòîðíûé àíàëèçû. Ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâè-
ñèìîñòè äëÿ íåãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è, òåì áîëåå, äëÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ, ñòàëî îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ëèøü â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ôàêòè-
÷åñêè ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé òàêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì áûëà ðàáîòà
Ì.Ðîçåíáëàòòà 6. Áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçó÷àëèñü
â ðàáîòàõ Øàòñêèõ Ñ.ß. 7 8, Êíóòîâîé Å.Ì. 9, Ãîðÿ÷êèíà Î.Â. 10 11 è äð. Îä-
íàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâèñèìîñòè åùå äàëåêà

1Êðóãëîâ Â.Ì. Ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé//Âåñòíèê ìîñê. óí-òà, ñåð. 15, ÂÌèÊ, 1991, 2,
ñ. 3-15.

2Êîðîëåâ Â.Þ. Ñìåøàííûå ãàóññîâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ: Ìîíîãðàôèÿ. �
Ì.:ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2004. � 124ñ.

3Íîðèí Í.Â. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñìåñåé ãàóññîâñêèõ ìåð// Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è
ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè. Ðåäàêöèÿ æóðíàëà "ÎÏ è ÏÌ". 2006. Ò.13, âûï. 6. Ñ. 983-992.

4Íîðèí Í.Â., Ñìîëÿíîâ Î.Ã. Íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ìåð íà ëî-

êàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå// Ìàòåì. çàìåòêè. � 1993. � Ò.54. � �6. � C. 135-138.
5Teicher H. On the mixture of distributions//Ann. Math. Statist. 1960. 31. p. 55-73.
6Rosenblatt M. Remarks on multivariate transformation. � Ann. Math. Stat., 1952, v.23, p. 470-472.
7Øàòñêèõ Ñ.ß. Îá îäíîì âàðèàíòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè// Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí.,

1992, ò. 37, â. 4, ñ. 815-816.
8Øàòñêèõ Ñ.ß. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñõåìû ñåðèé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýëëèïòè-

÷åñêè êîíòóðèðîâàííûõ ìåð// Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 2005, ò. 50, â. 2, ñ. 292-311.
9Êíóòîâà Å.Ì., Øàòñêèõ Ñ.ß. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà óñëîâíûõ êâàíòèëåé äëÿ îäíîãî êëàññà

ñèììåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé// Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 2006, ò. 51, â. 2, ñ. 374-382.
10Ãîðÿ÷êèí Î.Â. Ìåòîäû ñëåïîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ñèñòåìàõ ðàäèîòåõíèêè è

ñâÿçè. � Ì.:Ðàäèî è ñâÿçü, 2003. � 229 ñ.
11Ãîðÿ÷êèí Î.Â.Ìåòîä àíàëèçà íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè//

Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ò.398, �4, 2004.
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îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ.
Èçó÷àåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ óñëîâíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé. Êàê èçâåñò-
íî, íå âñå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè âìåñòî óñëîâíûõ ìîìåíòîâ äëÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü óñëîâíûå ìåäèàíû è êâàíòèëè. Êðîìå òîãî ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåçà-
âèñèìîñòè, áëèçêè ê áèîðòîãîíàëüíûì. Íàïðèìåð, áèîðòîãîíàëüíûìè îíè
ÿâëÿþòñÿ â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ õîðîøî èç-
âåñòíû áèîðòîãîíàëüíûå ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ.
Òåîðèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìåð â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ áûëà çàëîæåíà â ðàáîòàõ Àâåðáóõà Â.È., Ñìîëÿíîâà Î.Ã., Ôî-
ìèíà Ñ.Â. 12 , Ñêîðîõîäà À.Â. 13 Â ñêîðîì âðåìåíè ýòà òåîðèÿ ïðèîáðåëà
ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ÷òî âûðàçèëîñü âî ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ ðàáî-
òàõ, ïîñâÿùåííûõ êàê äèôôåðåíöèàëüíûì ñâîéñòâàì ìåð â öåëîì, òàê è, â
÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèðîâàíèþ ãàóññîâñêèõ ñìåñåé 14 15 16.
Òàêèì îáðàçîì, òåìàòèêà íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé êàê ñ

òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìå-
íåíèé.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå ðàçâèòèÿ íàïðàâëåíèÿ
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íà÷àòîãî â ðàáîòàõ Ì. Ðîçåíáëàòòà, Ñêîðîõîäà À.Â.,
Ôîìèíà Ñ.Â., Øàòñêèõ Ñ.ß., â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèé
íåçàâèñèìîñòè, îáîáùåíèå èõ íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ìåð è ïðîñòðàíñòâ,
à òàêæå, èçó÷åíèå ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî:
1. äîêàçàòü íîâûå âàðèàíòû öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñõåìû
ñåðèé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ ñìåñåé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð;
2. óñòàíîâèòü ôîðìóëû äëÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëå-
íèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå;

12Àâåðáóõ Â.È., Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Ôîìèí Ñ.Â. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. � Òð. ÌÌÎ, 1971, âûï. 24, ñ. 132-174.
13Ñêîðîõîä À.Â. Èíòåãðèðîâàíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.�Ì.: Íàóêà, 1975. � 232 ñ.
14Áîãà÷åâ Â.È. Îñíîâû òåîðèè ìåðû. � Ò.1. � Ìîñêâà-Èæåâñê: ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíà-

ìèêà; Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2006. � 584 ñ.
15Íîðèí Í.Â. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñìåñåé ãàóññîâñêèõ ìåð// Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è

ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè. Ðåäàêöèÿ æóðíàëà "ÎÏ è ÏÌ". 2006. Ò.13, âûï. 6. Ñ. 983-992.
16Áîãà÷åâ Â.È. Ãàóññîâñêèå ìåðû. � Ì.: Íàóêà, 1997. � 352 c.
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3. ïîëó÷èòü îáîáùåíèå ñõîäèìîñòè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ
íîðìàëüíûõ ñìåñåé íà ñëó÷àé ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà;
4. ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ íåïðåðûâ-
íûõ ñìåñåé íåêîòîðîãî êëàññà íåãàóññîâñêèõ ìåð â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé; ñ èõ ïîìîùüþ óñòàíîâèòü íîâûå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ èçó÷àåìûõ êëàññîâ ìåð;

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-
äóþùåì:
1. Äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ) äëÿ ñõåìû ñåðèé

óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìåðû Ñòüþäåíòà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Óêàçàííàÿ ñõåìà ñåðèé ïîñòðîåíà íà îñíîâå ïðîåêöèé èñõîäíîé ìåðû íà
êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ. Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà ñóìì â ñõåìå ñåðèé, çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà.
2. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñïåöèàëüíî âûáðàííîãî áàçèñà èìååò ìåñòî

ÖÏÒ äëÿ ñõåìû ñåðèé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîé ýëëèïòè÷åñêè
êîíòóðèðîâàííîé ìåðû.
3. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñõåìå ñóììèðîâàíèÿ ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è èññëåäîâàí õàðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè.
4. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé óñòîé÷èâûõ ýëëèïòè÷å-

ñêè êîíòóðèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
5. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè âîñïðîèçâîäÿùåãî ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà ãàóññîâñêîé ìåðû è ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà óñòà-
íîâëåíà ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ
íîðìàëüíûõ ñìåñåé, çàäàííûõ íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì (ëîêàëüíî âû-
ïóêëîì) ïðîñòðàíñòâå.
6. ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ (ËÏ)

âäîëü êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ ñìåñåé íåãàóñ-
ñîâñêèõ ìåð â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ
ïðåäñòàâëåíèé óñòàíîâëåíû íîâûå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ ïðîèçâîäíûõ èçó÷àåìûõ êëàññîâ ìåð. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðûõ ñìåñåé, â ÷àñòíîñòè, 1-ñèììåòðè÷íîé ìå-
ðû (íåïðåðûâíîé ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé Êîøè).
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ôóíêöèé è
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Â îñíîâíîì ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷è-
ìîñòü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ óñëîâíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâèñèìîñòè) è âûâîäå ôîðìóë äëÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ íåïðåðûâíûõ ñìåñåé. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâèñè-
ìîñòè è òåîðèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîëó÷åíèè ôîðìóë äëÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé óñòîé÷èâûõ ýëëèïòè÷åñêè
êîíòóðèðîâàííûõ ìåð, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ ñòàòèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (ýêñòðàïîëÿöèÿ, èíòåðïîëÿöèÿ, ôèëü-
òðàöèÿ).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé äîêëàäûâàëèñü íà Âñåðîññèéñêèõ
øêîëàõ-êîëëîêâèóìàõ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (VIII - Éîøêàð-Îëà,
2001ã., XI - Ñî÷è, 2004ã., XIV - Ñî÷è-Àäëåð, 2007ã., ïðåäñ. îðãêîìèòåòà -
àêàäåìèê Ïðîõîðîâ Þ.Â.), íà Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è
ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (X - Ñî÷è-Äàãîìûñ, 2009ã., ïðåäñ. îðãêîìèòåòà
- àêàäåìèê Ïðîõîðîâ Þ.Â.), íà ñåìèíàðå êàô. ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ÂÌèÊ ÌÃÓ (2008ã., 2009ã., ðóê. àêàäåìèê Ïðîõîðîâ Þ.Â.), íà ñåìèíàðå
êàô. ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé ìåõ.-ìàò. ô-òà ÑàìÃÓ
(ðóê. ïðîô. Àñòàøêèí Ñ.Â.), íà ñåìèíàðå êàô. òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ìåõ.-ìàò. ô-òà ÑàìÃÓ (ðóê. ïðîô.Øàòñêèõ Ñ.ß.).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9 ðàáîòàõ â âåäóùèõ
ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 15 ïàðàãðàôîâ, è
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ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 59 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû
ñîñòàâëÿåò 148 ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàáîòû, îïèñàíèå îáúåêòîâ
èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ñõåìû ñåðèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìî-
ñòè, íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé äëÿ óñòîé÷èâûõ ýëëèïòè÷åñêè êîíòóðèðîâàííûõ
ðàñïðåäåëåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â �1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåðà Ñòüþäåíòà. Ñåìåéñòâî óñëîâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé (ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìîñòè) ñòðîèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó îðòî-
íîðìèðîâàííîìó áàçèñó. Äîêàçàíà ÖÏÒ äëÿ íîðìèðîâàííûõ ñóìì â ñõåìå
ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçà-
âèñèìîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ÖÏÒ ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà.
Ïóñòü íà âåùåñòâåííîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H

ñî ñ÷åòíûì î.í. áàçèñîì {ei}∞i=1 è áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé çàäàíà ñ÷åòíî-
àääèòèâíàÿ ìåðà Ñòüþäåíòà c r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû µ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ôóíêöèîíàëîì

Ψµ(y) =

∞∫
0

exp

{
− t

2
< By, y >

}
gr(t) dt, y ∈ H, (1)

ãäå B - ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ÿäåðíûé
îïåðàòîð, ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè {en},

gr(t) =
rr/2

2r/2Γ(r/2)
t−r/2−1 exp

{
− r

2t

}
, t > 0. (2)

Âûáåðåì {fk} - ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H. Ââåäåì óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fi|1...̂i...n(xi|x1, . . . , x̂i , . . . , xn)

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû < h, fi > îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

< h, f1 >, . . . , ̂< h, fi >, . . . , < h, fn >,
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çäåñü ˆ- çíàê ïðîïóñêà ýëåìåíòà.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñõåìó ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X
(n)
i := Φ−1

(
Fi|1...̂ı...n(Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)

)
, (3)

ãäå Xi =< h, fi >, h ∈ H, Φ(·) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (0,1)-ãàóññîâñêîãî
çàêîíà. (Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñ.â. X(n)

i ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ãàóññîâ-
ñêèìè è, êàê áóäåò îòìå÷åíî äàëåå, çàâèñèìûìè).
Ââåäåì ñåìåéñòâî îðòîïðîåêòîðîâ

πm : H→ Hm,

ãäå ïîäïðîñòðàíñòâà Hm := span{f1, . . . fm}, m = 1, 2, . . ..
Òàêæå ââåäåì åùå îäíî ñåìåéñòâî îðòîïðîåêòîðîâ {πmi}: äëÿ h =

∑∞
k=1 <

h, fk > fk îïðåäåëèì

πmih :=
m∑

k=1,k 6=i

< h, fk > fk, m = 1, 2, . . . , 1 6 i 6 m.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü µ - ìåðà Ñòüþäåíòà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, çà-
äàííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì (1). Åñëè îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {fk} îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

< (πnBπn)
−1fi, fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj, fj >]1/2
= σ2, (4)

òî
1√
n

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ N(0, σ2), n→∞. (5)

Îòìåòèì, ÷òî íå äëÿ êàæäîãî î.í.áàçèñà è ìåðû Ñòüþäåíòà èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, íå äëÿ êàæäîé ïàðû ({fi}∞i=1, B) âûïîëíåíî óñëîâèå (4). Â
äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí ïðèìåð ïàðû ({fi}∞i=1, B0), äëÿ êîòîðîé óñëîâèå
òåîðåìû 1.1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Íî âûïîëíÿåòñÿ
Òåîðåìà 1.2 Åñëè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {fk} îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

< (πnBπn)
−1fi, fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj, fj >]1/2
= σ2, (6)

òî
1

n

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ N(0, σ2).

Äëÿ ïðèâåäåííîãî â äèññåðòàöèè ïðèìåðà çíà÷åíèå σ2 = 1
12(π2 − 3).
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�2 ïîñâÿùåí ñëó÷àþ, êîãäà ìåðà µ óñòîé÷èâàÿ ýëëèòè÷åñêè - êîíòóðèðî-
âàííàÿ, à áàçèñ {fi} ñîâïàäàåò ñ {ei}. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåðû Ñòüþäåíòà â
ñëó÷àå ñîáñòâåííîãî áàçèñà óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ, è èìååò ìåñòî ñõîäè-
ìîñòü (5) (σ2 = 1). Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî ýòà æå ñõîäèìîñòü âñå-
ãäà âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ óñòîé÷èâîé ýëëèïòè÷åñêè-êîíòóðèðîâàííîé
ìåðû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì

Ψ(y) = exp

[
−
( ∞∑
j=1

λ2
j < y, ej >

2
)α/2]

, y ∈ H (7)

è ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 2), ãäå λj > 0 è
∞∑
j=1

λ2
j < +∞. (òåîðåìà 1.3 â äèññåð-

òàöèè).
Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå (ñì. [3],[5]) òåîðåìà 1.3 áûëà äîêàçàíà òàêæå äëÿ

ñëó÷àÿ ìåðû Êîøè. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëàñü ÿâíàÿ ôîðìóëà
äëÿ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóþùàÿ B-ðàñïðåäåëåíèÿ, è
äâóñòîðîííèå îöåíêè B-ðàñïðåäåëåíèé Â äîêàçàòåëüñòâå æå òåîðåìû 1.3
äëÿ óñòîé÷èâîé ìåðû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëñÿ ôàêò íåêîððå-
ëèðîâàííîñòè âåëè÷èí X(n)

i , ïîëó÷åííûé â ýòîì æå ïàðàãðàôå äèññåðòàöèè
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ≤ n è ëþáîãî íàáîðà èí-

äåêñîâ 1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X
(n)
i1
, X

(n)
i2
, . . . , X

(n)
im

íåêîððåëèðóåìû â ñîâîêóïíîñòè, ò.å.

M
{
X

(n)
i1
X

(n)
i2
. . . , X

(n)
im

}
= 0. (8)

Â �3 äîêàçàí çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ êâàäðàòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X(n)

i .
Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü µ óñòîé÷èâàÿ ìåðà, çàäàííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ôóíêöèîíàëîì (7). Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

1

n

n∑
i=1

[
X

(n)
i

]2 µ→ 1, n→∞.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â ñëó÷àå ñîáñòâåííîãî î.í. áàçèñà ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíûX(n)

i ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè ãàóññîâñêèìè. Âîçíèêàåò âî-
ïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïðè ýòîì íåçàâèñèìûìè. Â �4 ïîêàçàíî íà
ïðèìåðå ìåðû Êîøè, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ïðåäåëàõ êàæäîé ñåðèè
ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè, ïðè ýòî îíè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì îòðèöàòåëüíîé
èëè ïîëîæèòåëüíîé çàâèñèìîñòè (íå ÿâëÿþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè). Êðîìå
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òîãî, äîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ îäíîé ðàçìåðíîñòè èç ðàçíûõ
ñåðèé ðàçëè÷íû, íî âåêòîðà îäíîé ðàçìåðíîñòè, ñîñòàâëåííûå èç ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí îäíîé ñåðèè, èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Â �5 ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñëîâíûõ êâàíòèëåé äëÿ óñòîé÷èâûõ
ýëëèïòè÷åñêè êîíòóðèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
Ïóñòü µBα {·} - óñòîé÷èâàÿ ýëëèïòè÷åñêè êîíòóðèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà {H,B} ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì

Ψ(y) = exp
{
−〈Bh, h〉α/2

}
, h ∈ H,

ãäå B - ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ÿäåðíûé
îïåðàòîð è α ∈ (0, 2].
Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå H íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ íîðìó
| · |2− = 〈·, ·〉− := 〈B·, ·〉.

Ïóñòü {fi}∞i=1 - ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé (îòíîñèòåëüíî èñõîä-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >) áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H, ìèíèìàëü-
íûé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé íîðìû, ò.å., ëþáîé ýëåìåíò fi íå ïðèíàäëåæèò
çàìûêàíèþ (ïî íîðìå | · |−) ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ýòîãî áàçèñà. Ââåäåì íàèìåíüøóþ σ−àëãåáðó Bni ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà H, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå fj(h), ó êîòîðûõ j 6= i.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ôîðìóëó äëÿ óñëîâíîé êâàíòèëè q(p)
i|Bni

(h) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû fi(h) îòíîñèòåëüíî σ−àëãåáðû Bni.
Òåîðåìà 1.5 Äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî (îòíîñèòåëüíî íîðìû
| · |−) îðòîíîðìèðîâàííãî áàçèñà {fj}∞j=1 ïðîñòðàíñòâà H èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

q
(p)
i|Bni

(h) = m
(2)
i (h) + s∞(h)|fi − f ∗i |−Φ−1(p).

ãäå m(2)
i (h) = M2 {fi(h) | Bni} óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå fi(h) îò-

íîñèòåëüíî ãàóññîâñêîé ìåðû µB2 {·}; f ∗i - ïðîåêöèÿ (îòíîñèòåëüíîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) 〈·, ·〉− ýëåìåíòà fi íà çàìûêàíèå (ïî íîðìå | · |−)
ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ áàçèñà;

s2
∞(h) := lim

n→∞

1

n

〈
(πnBπn)

−1πnh, πnh
〉
,

ãäå πn - ñåìåéñòâî < ·, · > - îðòîïðîåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà H íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Hn := span{f1, . . . , fn}, n = 1,∞; Φ(·) - ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå íà R1.
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåïðåðûâíîé ãàóññîâêîé ñìåñè íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü X ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, X∗ - ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X, E(X) - σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè
ýëåìåíòàìè èç X∗, γ � ðàäîíîâñêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ãàóññîâñêàÿ ìåðà íà
X, X∗γ - âîñïðîèçâîäÿùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ãàóññîâñêîé ìåðû γ,
{fn}∞n=1 � î.í. áàçèñ â X

∗
γ . Ââåäåì ñåìåéñòâî ãàóññîâñêèõ ìåð {γσ}σ>0 òàêîå,

÷òî γσ(A) = γ
( 1
σA
)
, A ∈ E(X). Ïóñòü ìåðà µ çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

µ(A) =

∞∫
0

γσ(A) ν(dσ), (9)

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë s2
∞(x) = lim

k→∞
1
k

k∑
j=1

[fj(x)]2 , x ∈ X, è ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû Xk = 〈x, fk〉. Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâ-
íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîãî íàáîðà òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò-
íîñèòåëüíî âñåõ îñòàëüíûõ, è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X

lim
n→∞

F µ
i1,...,ik|j1,...,jn−k

(Xi1, . . . , Xik|Xj1, . . . , Xjn−k
) =

k∏
l=1

Φ

(
Xil

s∞(x)

)
,

ãäå Φ(·) � ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, {i1, . . . , ik}, {j1, . . . , jn−k}
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñ-
òàíèþ ïîäìíîæåñòâà.
Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñõåìû ñåðèé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé X

(n)
i =

Φ−1
(
F µ
i|1...̂ı...n(Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)

)
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ÖÏÒ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ëîãàðèôìè÷åñêèì ïðîèçâîäíûì ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìåð â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R∞. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìåðà
ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áåñêîíå÷íî ïåðåñòàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí è â ñèëó òåîðåìû Äå'Ôèíåòòè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñìåñüþ âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð.

Â �1 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îáúåêòû, îïðåäåëåíèÿ è çàìå÷àíèÿ.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (R∞,B(R∞)), ãäå R∞ -

ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, B(R∞) - áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà. Ââåäåì
íà R∞ ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèîíàëîâ

fk(x) = xk, ∀x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ R∞, k = 1, 2, . . . ,
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è áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ ìåð µ íà B(R∞) âèäà

µ{A} =

∞∫
0

µy{A} dG(y), (10)

ãäå G(·) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà (0,+∞), à ñåìåéñòâî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ìåð {µy}y>0 íà B(R∞) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êî-
íå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

µy{x ∈ R∞ : f1(x) ≤ t1, . . . , fn(x) ≤ tn} =
n∏
j=1

H

(
tj
y

)
, (11)

ãäå H(t) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ H ′(t) =
h(t) > 0.
Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷åñêèå ìåðû (10), äëÿ êîòîðûõ

ñåìåéñòâî ìåð {µy}y>0 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé

µy{x ∈ R∞ : f1(x) ≤ t1, . . . , fn(x) ≤ tn} =
n∏
j=1

F (tj|y) , (12)

ãäå F (t|y) íåêîòîðàÿ óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1◦. ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü f(t|y), ãëàäêàÿ ïî t ∈ R ïðè ëþáîì y > 0;
2◦. åñëè y1 6= y2, òî F (t|y1) 6= F (t|y2), ∀t ∈ R.
Íàïîìíèì èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-

èçâîäíîé ìåðû
Îïðåäåëåíèå 3.2 Ïðîèçâîäíîé áîðåëåâñêîé ìåðû µ ïî íàïðàâëåíèþ f ∈
D(µ) ⊂ R∞ íàçûâàåòñÿ ìåðà dfµ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

dfµ(A) = lim
t→0

µ(A+ tf)− µ(A)

t
, A ∈ B(R∞).

Åñëè ìåðà µ äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèþ f , òî ìåðà dfµ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ, è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà
βµf (x) :=

d(dfµ)
dµ (x), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ìåðû

µ ïî íàïðàâëåíèþ f . Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(µ) â R∞ íàçûâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîä-
íûõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ìåð (íåïðåðûâíûõ ñìåñåé ãàóññîâñêèõ) â
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ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, â ïðîñòðàíñòâå R∞ ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ìåðû µ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ fk èìåò âèä βµfk

(x) = −fk(x)/s2
∞(x), ãäå ôóíêöèîíàë s2

∞(x) =
lim
n→∞

1/n
∑n

k=1 f
2
k (x) îïðåäåëåí µ-ï.í. Â òî æå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû áî-

ëåå îáùåãî âèäà (íàïðèìåð ñìåñè α - óñòîé÷èâûõ ìåð) òàêîé ïðåäåë ìîæåò
íå ñóùåñòâîâàòü ï.í., ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîä-
íûõ òàêèõ ñìåñåé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîèñêå ïîäõîäÿùèõ àíàëîãîâ
äëÿ s∞(x). �2 ïîñâÿùåí êàê ðàç òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Â �3 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû.
Ïåðåä âû÷èñëåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ âîçíèêàåò âîïðîñ î

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìåðû ïî íóæíîìó íàïðàâëåíèþ.
Òåîðåìà 3.1. Ìåðà µ, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè [(10),(11)], äèôôåðåíöè-
ðóåìà â íàïðàâëåíèè f ∈ R∞0 òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé

∞∫
0

y−1dG(y) <∞,
∞∫

−∞

|h′(t)| dt <∞. (13)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèç-
âîäíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåð.
Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü ìåðà µ íà B(R∞) çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (12) è
äèôôåðåíöèðóåìà âäîëü âñåõ íàïðàâëåíèé fk, k = 1, 2, . . .. Òîãäà µ-ïî÷òè
íàâåðíîå

βµfk
(x) =

f ′(fk(x)|s∞(x))

f(fk(x)|s∞(x))
. (14)

Åñëè µ íà B(R∞) çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (11) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
è (13), òî µ-ïî÷òè íàâåðíîå

βµfk
(x) =

1

s∞(x)
βh1

(
fk(x)

s∞(x)

)
, (15)

ãäå βh1 (t) = h′(t)/h(t).
Ñëåäóþùèå òåîðåìû îïèñûâàþò âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷å-

ñêèõ ïðîèçâîäíûõ.
Òåîðåìà 3.3
Ïóñòü ìåðà µ çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (11), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(13). Òîãäà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí íåçàâèñèìà.{

s∞(x), βµf1(x)s∞(x), . . . , βµfn
(x)s∞(x), . . .

}
,
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{
s∞(x), f1(x)βµf1(x), . . . , fn(x)βµfn

(x), . . .
}
.

Îòíîñèòåëüíî ìåðû µ êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí βµfk
(x)s∞(x),

fk(x)βµfk
(x), k = 1, 2, . . . íå çàâèñèò îò ñåìåéñòâà

f1(x), . . . , f̂k(x), . . . , fn(x), . . . ,

Òåîðåìà 3.4
Ïóñòü ìåðà µ çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (11), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(13).

1◦. Åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∫
−∞
|th′(t)| dt < ∞, òî µ ïî÷òè

íàâåðíîå

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

fk(x)βµfk
(x) = −1. (16)

2◦. µ ïî÷òè íàâåðíîå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

∣∣∣βµfk
(x)
∣∣∣ =

1

s∞(x)

∞∫
−∞

|h′(t)| dt. (17)

�4 ñîñòîèò èç ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ñåðãåþ ßêîâëåâè-
÷ó Øàòñêèõ, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî ïðîõîäèëà ðàáîòà íàä äèññåðòàöè-
åé, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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