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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àêòèâíî ðàçâèâàþùåãîñÿ â ïîñëåäíèå ãî-äû íàïðàâëåíèÿ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé: ìíîãîêðèòåðèàëüíûì çàäà÷àì ïðèíåîïðåäåëåííîñòè. Ïðè ýòîì ê ðåøåíèþ ïðåäúÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå òðåáî-âàíèå îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ èñõîäîâ è ñîæàëåíèé-ðèñêîâ (ïîñëåäíèå â �îð-ìàëèçàöèè Ñýâèäæà). �àññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòàòè÷åñêèé ñëó÷àé (ãëàâà 1), òàê èäèíàìè÷åñêèé (ãëàâà 2). Ýòè çàäà÷è íàõîäèòñÿ íà ñòûêå òåîðèé ìíîãîêðèòåðè-àëüíûõ çàäà÷ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, à â äèíàìè÷å-ñêîì ñëó÷àå - åùå è òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð.Âûäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíî îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ãäå âàæíåé-øèì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè Çäåñüïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîìèìî âûáîðà ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå (ËÏ�), íàèòîãîâûé ðåçóëüòàò âëèÿåò åùå è íåêîòîðûé íåîïðåäåëåííûé �àêòîð (íåîïðåäå-ëåííîñòü), î êîòîðîì èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöû âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ, íî êàêàÿ-ëèáî âåðîÿòíîñòíàÿ èí�îðìàöèÿ îòñóòñòâóåò.Èçâåñòåí ðÿä ïðèíöèïîâ ðåøåíèÿ îäíîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ïðè íåîïðåäå-ëåííîñòè: ìàêñèìèííîé ïîëåçíîñòè, ìèíèìàêñíîãî ñîæàëåíèÿ (èäåÿ êîòîðîãî èèñïîëüçîâàíà â íàñòîÿùåé ðàáîòå), ïåññèìèçìà-îïòèìèçìà, íåäîñòàòî÷íîãî îñ-íîâàíèÿ è äð. Êàæäûé èç ýòèõ ïðèíöèïîâ �îðìèðóåò êðèòåðèé, èñïîëüçîâàíèåêîòîðîãî ïðèâîäèò ËÏ� ê îäíîçíà÷íîìó îòâåòó.Ïðèíöèï ìèíèìàêñíîãî ñîæàëåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ, îöå-íèâàþùàÿ ñîæàëåíèå ËÏ� î òîì, ÷òî îí âûáðàë äàííóþ êîíêðåòíóþ àëüòåð-íàòèâó, à íå íàèëó÷øóþ (åñëè áû çíàë ðåàëèçîâàâøóþñÿ íåîïðåäåëåííîñòü).Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòó �óíêöèþ �óíêöèåé ñîæàëåíèÿ. Ïî �îðìå�óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êðèòåðèåì ý��åêòèâíîñòè, àëüòåðíàòèâ-íûì èñõîäíîìó. Ïðè ýòîì îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèòåðèÿ ñîõðàíÿþòñÿ, íàïðèìåð,åñëè ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ ó ËÏ� è ðåàëèçàöèé íåîïðåäåëåí-íûõ �àêòîðîâ êîìïàêòíû, à êðèòåðèé ý��åêòèâíîñòè íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóï-íîñòè àðãóìåíòîâ, òîãäà �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ (ïî ýòîìó êðèòåðèþ) òàêæå áó-äåò íåïðåðûâíîé. Ýòèì îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþñîæàëåíèÿ íàðàâíå ñ èñõîäíûì êðèòåðèåì ý��åêòèâíîñòè, ïåðåõîäÿ îò îäíî-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å ê äâóõêðèòåðèàëüíîé. Òàê ïðîáëåìàòèêà åñòåñòâåííûìîáðàçîì ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè(â äàëüíåéøåì - ÌÇÍ).Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè îáû÷íî ñâî-äèòñÿ ê âûáîðó ËÏ� îäíîé àëüòåðíàòèâû èç íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ìíîæå-ñòâà. Ïîñëåäñòâèÿ òàêîãî âûáîðà îöåíèâàþòñÿ íå íåïîñðåäñòâåííî, à çà ñ÷åò1



íàáîðà çíà÷åíèé �óíêöèé (â äàëüíåéøåì - êðèòåðèåâ), îïðåäåëåííûõ íà ìíî-æåñòâå äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ: ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå êàæäîé èç �óíêöèé, òåì¾ëó÷øå¿ âûáðàííàÿ àëüòåðíàòèâà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà (è îòëè÷èå îò êëàññè-÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðèòåðèåâ íåñêîëüêî, ñëåäîâà-òåëüíî, îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ ìàêñèìóìà íåäîñòàòî÷íî è íóæíî ââîäèòü ñïåöèàëü-íîå ïîíÿòèå ¾âåêòîðíîãî ìàêñèìóìà¿. Îñíîâíûå âàðèàíòû òàêîãî ïîíÿòèÿ áûëèïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Ïàðåòî è �óðâèöà (ìàêñèìóì ïî Ñëåéòåðó). Ñîâðåìåí-íîå ñîñòîÿíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõçàäà÷àõ îòðàæåíî â èçâåñòíîé ìîíîãðà�èè Â. Â. Ïîäèíîâñêîãî è Â. �. Íîãèíà [1℄.Îòìåòèì, ÷òî è â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ, è â çàäà÷àõ ïðè íåîïðåäå-ëåííîñòè îòñóòñòâóåò åäèíûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ; êîãäà æå ðàññìàòðè-âàþòñÿ ÌÇÍ, òî åäèíñòâà â îïðåäåëåíèè ¾õîðîøåãî¿ ðåøåíèÿ íåò òåì áîëåå.Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, íà ÌÇÍ îáðàòèëè âíèìàíèå �. Àóìàíí è Á. Ïåëåãâ [2℄ ïðè îïðåäåëåíèè α- è β-îïòèìàëüíîñòè. Íà îñíîâå ýòèõ ïîíÿòèé â [3℄ áûëîïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìèíèìàêñà íà ñëó÷àé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðûñ âåêòîðíîé �óíêöèåé âûèãðûøà (âåêòîðíûé ìèíèìàêñ). Â äèññåðòàöèîííîéðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ âåêòîðíûé àíàëîã ñåäëîâîé òî÷êè (ïî Ñëåéòåðó èëè Ïàðå-òî). È, åñëè ÌÇÍ îáðàçîâàíà çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è,òî ïîíÿòèÿ âåêòîðíîé ñåäëîâîé òî÷êè ïî Ñëåéòåðó, âåêòîðíîé ñåäëîâîé òî÷êèïî Ïàðåòî è ¾îáû÷íîé¿ ñåäëîâîé òî÷êè â èñõîäíîé çàäà÷å îêàçûâàþòñÿ òåñíîñâÿçàííûìè, ÷òî âûÿâëåíî â ðàçäåëå 1.4 äèññåðòàöèè. Åñëè æå ïåðåéòè ê åñòå-ñòâåííîìó îáîáùåíèþ ýòîé çàäà÷è è ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à òàêæå áûëàìíîãîêðèòåðèàëüíîé, òî ñòîëü òåñíàÿ ñâÿçü ïðîïàäàåò è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðåõîäê ðàñøèðåííîé çàäà÷å (òî åñòü èñïîëüçîâàíèå �óíêöèé ñîæàëåíèÿ, ïîñòðîåííûõîòäåëüíî ïî êàæäîìó êðèòåðèþ íàðàâíå ñ èñõîäíûìè êðèòåðèÿìè) ñóùåñòâåííîðàñøèðÿåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé.Ïðè ïîñòðîåíèè âåêòîðíîãî àíàëîãà ñåäëîâîé òî÷êè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èã-ðàåò ìåòîä ñâåðòêè êðèòåðèåâ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, àïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ åùå è êðèòåðèé äëÿ ïîèñêà òàêîãî ðåøå-íèÿ. Íàèáîëåå çíà÷èìû çäåñü ñâåðòêè Êàðëèíà (ëèíåéíûå) è �åðìåéåðà [4℄ (ìíî-ãî äðóãèõ âàðèàíòîâ ñâåðòîê ïðèâåäåíî â [1℄); îñíîâíàÿ èõ èäåÿ â òîì, ÷òîËÏ� �èêñèðóåò íàáîð êîý��èöèåíòîâ ñâåðòêè è ïî ýòîìó íàáîðó �îðìèðóåòñÿåäèíûé êðèòåðèé, ïðè ìàêñèìèçàöèè êîòîðîãî è íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèéâåêòîðíûé îïòèìóì (ïî Ñëåéòåðó èëè Ïàðåòî). Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-[1℄ Â. Â. Ïîäèíîâñêèé, Â. Ä. Íîãèí. Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷. � Ì.: Íàóêà,1982.[2℄ R. J. Aumann, B. Peleg. Von Neumann-Morgenstern solutions to ooperative games without side payments //Bull. Amer. Math. So.� 1960.� Vol. 66. � Pp. 173�179.[3℄ G. Jentzsh. Some thoughts on the theory of ooperative games // Advanes in game theory. Ann. Math.Studies. � 1964. � Vol. 52. � Pp. 407�442.[4℄ Þ.Á. �åðìåéåð. Ââåäåíèå â èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � Ì.: Íàóêà, 1971.2



ëîæåíèÿõ, ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû êîý��èöèåíòîâ, ìîæíî íàéòè âñåìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ òî÷åê ïî Ñëåéòåðó èëè ïî Ïàðåòî. Òóò åñòåñòâåííûìîáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâÿçè êîý��èöèåíòîâ ñâåðòêè è ðåçóëüòèðóþùèõçíà÷åíèé êðèòåðèåâ, íàïðèìåð, ìîãóò ëè çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñâåðòêè ñî-îòâåòñòâîâàòü ¾âàæíîñòè¿ êðèòåðèåâ.Çàäà÷à î ñóæåíèè ìíîæåñòâà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî Ñëåéòåðó (èëè Ïàðåòî)çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ý��åêòèâíîñòè íà îñíîâàíèè èí�îðìàöèè î ¾âàæíîñòè¿êðèòåðèåâ ðàññìàòðèâàëàñü íåîäíîêðàòíî (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [5,6,7℄ è áèá-ëèîãðà�èþ ê íèì), îäíàêî îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ îá îòíîñèòåëüíîéâàæíîñòè êðèòåðèåâ (íàïðèìåð, ¾ïåðâûé êðèòåðèé âàæíåå âòîðîãî â 2 ðàçà¿),òîãäà êàê âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè êîý��èöèåíòîâ ñâåðòêè è ðåçóëüòèðóþùèõ çíà-÷åíèé êðèòåðèåâ îáû÷íî îñòàåòñÿ â ñòîðîíå. À åãî ðåøåíèå ïîçâîëèëî áû âûáè-ðàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäïî÷òåíèÿì ËÏ� ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà âåêòîðíûõîïòèìóìîâ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ âñåãî ýòîãî ìíîæåñòâà. Èññëåäî-âàíèþ âîïðîñà ïîñâÿùåí ðàçäåë 1.6.Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è ïðèíåîïðåäåëåííîñòè (ÄÌÇÍ). Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ (ñòàòè÷åñêèõ) ÌÇÍ, çäåñüïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è ËÏ� ìîæåòïîëó÷àòü òó èëè èíóþ èí�îðìàöèþ îá ýòîì �óíêöèîíèðîâàíèè, íàïðèìåð, ââèäå îáðàòíîé ñâÿçè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿ ïîñòàíîâêè òàêîé çàäà÷èîñíîâûâàåòñÿ íà òåîðèÿõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äè��åðåíöèàëüíûõ èãð.Îáðàùàÿñü ê òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð, áóäåì ñ÷èòàòü ïåðâûì èãðîêîìËÏ�, à âòîðûì � ëèöî, ¾ðóêîâîäÿùåå¿ âûáîðîì ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííîãî�àêòîðà.Â ðàçäåëå 2.1 îáñóæäàþòñÿ òèïû àëüòåðíàòèâ ËÏ� â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòå-ðà èí�îðìàöèè, ïîëó÷àåìîé ËÏ� â ïðîöåññå �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Åñëèíèêàêîé èí�îðìàöèè íå ïîñòóïàåò, òî êàê àëüòåðíàòèâà ËÏ�, òàê è ðåàëèçàöèÿíåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà �îðìèðóþòñÿ êàê �óíêöèè îò âðåìåíè; òîãäà áóäåìãîâîðèòü, ÷òî ËÏ� èñïîëüçóåò ïðîãðàììíûå àëüòåðíàòèâû èëè ïðîñòî ïðîãðàì-ìû. Ôîðìàëèçàöèÿ òàêèõ çàäà÷ è ìåòîäèêà èõ ðåøåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðèèîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñîçäàííîé Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì [8℄ è åãî ñîòðóäíèêà-ìè è ïîëó÷èâøåé â äàëüíåéøåì øèðî÷àéøåå ðàçâèòèå. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÄÌÇÍ â êëàññå ïðîãðàììíûõ àëüòåðíàòèâè íåîïðåäåëåííîñòåé. Èãðîâûå ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷ àêòèâíî èçó÷àëèñü Ë. À.[5℄ Â. À. �îðåëèê, Ò. Ï. Ôîìèíà. Îñíîâû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. � Ì.: ÌÏ�Ó, 2004.[6℄ Â. Ä. Íîãèí. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ñðåäå: êîëè÷åñòâåííûé ïîäõîä.� Ì.: ÔÈÇÌÀÒ-ËÈÒ, 2002.[7℄ Â. Â. Ïîäèíîâñêèé. Êîëè÷åñòâåííàÿ âàæíîñòü êðèòåðèåâ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2000. �� 5. � Ñ. 110 � 123.[8℄ Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â. �. Áîëòÿíñêèé, �. Â. �àìêðåëèäçå, Å. Ô. Ìèùåíêî. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îï-òèìàëüíûõ ïðîöåññîâ. � Ì.: Íàóêà, 1976. 3



Ïåòðîñÿíîì â [9℄ (â êëàññå êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé), ãäå ê òðåáîâàíèÿìîïòèìàëüíîñòè äîáàâèëèñü òðåáîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèíöèïîâîïòèìàëüíîñòè.Åñëè æå ËÏ� â ïðîöåññå �óíêöèîíèðîâàíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëó÷à-åò èí�îðìàöèþ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû � ïîçèöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ËÏ�âûáèðàåò ñâîþ àëüòåðíàòèâó èç êëàññà ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé. Ïî-âèäèìîìó,âïåðâûå òàêèå çàäà÷è áûëè ðàññìîòðåíû â èçâåñòíîé êíèãå Àéçåêñà [10℄. Â äàëü-íåéøåì ïîçèöèîííûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû ïîëó÷èëè ðàçâèòèå è òåîðåòè-÷åñêîå îáîñíîâàíèå â ðàáîòàõ Í. Í. Êðàñîâñêîãî, À. È. Ñóááîòèíà è èõ ó÷åíè-êîâ [11℄. Â äàííîì ñëó÷àå ïî àíàëîãèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåîïðåäåëåííûé �àêòîð�îðìèðóåòñÿ â òîì æå êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé, ÷òî èñïîëüçóåò ËÏ�, òîåñòü íåò èí�îðìàöèîííîé äèñêðèìèíàöèè íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà. Ôîðìàëè-çàöèÿ ÌÄÇÍ, îñíîâûâàþùàÿñÿ íà êëàññå ïîçèöèîííûõ àëüòåðíàòèâ è íåîïðå-äåëåííîñòåé, îòíåñåíà â ðàçäåë 2.2.Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåðàâíîçíà÷íîñòü â èí�îðìèðîâàííîñòè ËÏ�è íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà, à èìåííî, êîãäà ËÏ� â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè¾çíàåò¿ íå òîëüêî òåêóùóþ ïîçèöèþ, íî è òåêóùåå çíà÷åíèå íåîïðåäåëåííîãî�àêòîðà, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ËÏ� èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ êëàññêîíòðñòðàòåãèé. Ïðè ýòîì âîçìîæåí êàê âàðèàíò, ïðè êîòîðîì íåîïðåäåëåí-íîñòü èñïîëüçóåò ïðîãðàììó, òàê è âàðèàíò ïîçèöèîííîé ðåàëèçàöèè íåîïðåäå-ëåííîñòè. Â ðàçäåëå 2.4 àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ïîçèöèîííàÿ êîíòðñòðàòåãèÿ� ïðîãðàììíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûå ÄÌÇÍâ òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëàõ 2.2 è 2.4, ïîäðîáíî ðàññìàò-ðèâàëèñü (êàê â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé, òàê è â èãðîâîé ïîñòàíîâêàõ) â ðàáîòàõÂ. È. Æóêîâñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ.Öåëü ðàáîòûÂ ïðîâîäèìîì â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèè ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå öåëè:� âûÿñíèòü îáùèå ñâîéñòâà ãàðàíòèé ïî èñõîäàì è ñîæàëåíèÿì â îäíî- è ìíî-ãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè; íà èõ îñíîâå ïðåäëîæèòüêîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà òàêèõ ãàðàíòèé;� èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíàäëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèè ïî èñõîäàì è ñîæàëåíèÿì â äèíàìè÷åñêèõ ìíîãî-êðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè;[9℄ L. A. Petrosian. Di�erential Games of Pursuit. � London, Singapore: World Si. Publ. Co. Pt. Ltd., 1993.[10℄ �. Àéçåêñ. Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû. � Ì.: Ìèð, 1965.[11℄ Í. Í. Êðàñîâñêèé, À. È. Ñóááîòèí. Ïîçèöèîííûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû. � Ì.: Íàóêà, 1974.4



� èññëåäîâàòü êëàññ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîêðèòåðèàëü-íûõ çàäà÷ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè íà ïðåäìåò ñóùåñòâîâàíèÿ ãàðàíòèðîâàí-íîãî ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèÿ; ïîëó÷èòü (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèéñóùåñòâîâàíèÿ) ÿâíûé âèä òàêîãî ðåøåíèÿ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòûÂñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:1. äëÿ îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ïðè íåîïðåäåëåíîñòè óñòàíîâëåíî ñîîòíî-øåíèå ìåæäó ñåäëîâîé òî÷êîé è âåêòîðíûìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè (ïî Ñëåé-òåðó è Ïàðåòî) â ðàñøèðåííîé çàäà÷å (ïðè ó÷åòå äâóõ êðèòåðèåâ � èñõîäàè ñîæàëåíèÿ);2. äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè âêëàññå ïðîãðàììíûõ àëüòåðíàòèâ è íåîïðåäåëåííîñòåé ïðåäëîæåí ñïîñîáíàõîæäåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäó è ñîæàëåíèþ ðåøåíèÿ íà îñíîâåïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà; ïðèâåäåí ïðèìåð óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿýòîé ìåòîäèêè;3. äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ïðèíåîïðåäåëåííîñòè â êëàññå êîíòðñòðàòåãèÿ ËÏ� � ïðîãðàììíàÿ íåîïðåäå-ëåííîñòü ïîñòðîåí ÿâíûé âèä ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäó è ñîæàëåíèþðåøåíèÿ.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü. Ïîëó÷åííûå âðàçäåëàõ 1.3-1.5 ñâîéñòâà ãàðàíòèé ïî èñõîäó è ñîæàëåíèþ íîñÿò êîíñòðóêòèâ-íûé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøå-íèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè. Óñòàíîâëåííàÿ â ðàçäåëå1.6 òåîðåìà ïîçâîëÿåò òî÷íåå î÷åðòèòü ñ�åðó ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ è àëãîðèò-ìîâ ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ñðåäå. Ìåòîäûðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ èç ðàçäåëîâ 2.2 è 2.4 ìîãóòèñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè-íÿòèÿ ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðè ñîçäàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóê-òîâ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ ïåðâîé ãëàâå ïðèìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè îïòèìèçàöèè, à òàêæåìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû5



ñâåðòîê êðèòåðèåâ â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ, à â ðàçäåëå 1.6 ñàìè ýòèñâåðòêè ñòàíîâÿòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ. Âî âòîðîé ãëàâå àêòèâíî ïðèìåíÿ-åòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-íà, à òàêæå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå âàðèàíòû ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷.Àïðîáàöèÿ ðàáîòûÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-ñêîì ñåìèíàðå ¾Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ¿ íà �à-êóëüòåòå ÂÌèÊ Ì�Ó èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà è ñîâìåñòíîì ñåìèíàðå ïðî-ãðàììû ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ Ìåæäóíàðîäíîãî èíñòèòóòà ïðèêëàäíîãî ñè-ñòåìíîãî àíàëèçà è �àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó, à òàêæå íà ðÿäå êîí�åðåíöèé[3, 2, 7, 10℄.ÏóáëèêàöèèÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüÿõ [1, 5, 8, 9℄ è ìàòåðèàëàõêîí�åðåíöèé. Êðîìå òîãî, àâòîðîì áûëè íàïèñàíû ðàçäåë 3.8 [4℄ èç ìîíîãðà-�èè [12℄ è ðàçäåë 3.6 [6℄ èç ìîíîãðà�èè [13℄, îáà óïîìÿíóòûõ ðàçäåëà ñîäåðæàòðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ, íåïîñðåäñòâåííî ïåðåêëè-êàþùèõñÿ ñ ìàòåðèàëàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùå-ãî 83 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 121 ñòðàíèöó ïå÷àòíîãî òåêñòà.�àáîòà âêëþ÷àåò 7 ãðà�èêîâ.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂ ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è ïðè íåîïðåäåëåííîñòè(ÌÇÍ); â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è â îáùåì âèäå:
Γ = 〈X, Y, F (x, y)〉, (1)çäåñü F (x, y) = {Fi(x, y)}i∈N , N = {1, ..., n}, n ∈ N. Ñ äàííîé ÌÇÍ ñîîòíîñÿòñÿäâå (÷èñòî îïòèìèçàöèîííûå) ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è:

Γ(x∗) = 〈Y, F (x∗, y)〉,[12℄ Â. È. Æóêîâñêèé, Ì. Å. Ñàëóêâàäçå. �èñêè è èñõîäû â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. �Òáèëèñè: Èíòåëåêòè, 2004.[13℄ Â. È. Æóêîâñêèé. Êîí�ëèêòû è ðèñêè. � Ì.: �îñÇÈÒËÏ, 2007.6



Γ(y∗) = 〈X, F (x, y∗)〉.Â ðàçäåëå 1.2 äëÿ ýòèõ çàäà÷ èìåþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)ïî Ñëåéòåðó è Ïàðåòî. Ïðèâåäåì ëèøü îäíî èç ýòèõ ïîíÿòèé.Îïðåäåëåíèå. Íåîïðåäåëåííîñòü yS ∈ Y íàçûâàåòñÿìèíèìàëüíîé ïî Ñëåé-òåðó äëÿ çàäà÷è Γ(x∗), åñëè ïðè ëþáûõ y ∈ Y íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
Fi(x

∗, yS) > Fi(x
∗, y) (i ∈ N).Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ âåêòîðíûõ îïòèìóìîâ.Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (1) ïðè n = 1 (òî åñòü, îäíîêðèòåðèàëü-íàÿ çàäà÷à ïðè íåîïðåäåëåííîñòè). Äëÿ íåå �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ââèäå

Φ(x, y) = F (x, y) − max
z∈X

F (z, y),ãäå Φ(x, y) ÷èñëåííî îöåíèâàåò ïîòåðè ËÏ� îò òîãî, ÷òî îí âûáðàë äàííóþêîíêðåòíóþ àëüòåðíàòèâó, à íå íàèëó÷øóþ (ïðè çàäàííîé íåîïðåäåëåííîñòè).Îïðåäåëåíèå. �àðàíòèðîâàííûì ïî ñîæàëåíèþ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè
n = 1 íàçîâåì ïàðó (x0, Φ0) ∈ X × R, îïðåäåëÿåìóþ öåïî÷êîé ðàâåíñòâ

Φ0 = max
x∈X

min
y∈Y

Φ(x, y) = min
y∈Y

Φ(x0, y).Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà �óíêöèè ñîæàëåíèÿ, à òàêæå ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿïðèíöèï ìèíèìàêñíîãî ñîæàëåíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå îãðà-íè÷åííîñòü îáëàñòè åãî âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ.Â ðàçäåëå 1.4 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ïðèíåîïðåäåëåííîñòè ê ðàñøèðåííîé (äâóõêðèòåðèàëüíîé) çàäà÷å, â êîòîðîé ê èñ-õîäíîìó êðèòåðèþ ý��åêòèâíîñòè (èñõîäó) äîáàâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ
Γ = 〈X, Y, {F (x, y), Φ(x, y)}〉. (2)Ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäó è ñîæàëåíèþ ðåøåíèÿ ââèäå ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîé òî÷êè. Äàëåå F (1) >S F (2) ⇔ F

(1)
i > F

(2)
i , i ∈ N ;

F (1) ≯S F (2) ⇔ ¬F (1) >S F (2).Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîéòî÷êîé â çàäà÷å (2), åñëè ∀(x, y) ∈ X × Y âûïîëíåíî
(F (x, y0), Φ(x, y0)) ≯S (F (x0, y0), Φ(x0, y0)) ≯S (F (x0, y), Φ(x0, y)).Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå. Åñëè (x0, y0) ∈ X × Y � ñëåéòåðîâñêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà âçàäà÷å (2), òî Φ(x0, y0) = 0.Óòâåðæäåíèå. Åñëè (x0, y0) ∈ X × Y � ñåäëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å (1) ïðè

n = 1, òî îíà æå áóäåò ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîé òî÷êîé â äâóõêðèòåðèàëüíîéçàäà÷å (2). 7



Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ñòðîãîñòü äàííîãî âêëþ÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ ïî Ïàðåòî: F (1) >P

F (2) ⇔ F
(1)
i > F

(2)
i , i ∈ N , ∃j ∈ N F

(1)
j > F

(2)
j ; F (1) ≯P F (2) ⇔ ¬F (1) >P F (2).Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (x0, y0) ∈ X ×Y íàçûâàåòñÿ ïàðåòîâñêîé ñåäëîâîé òî÷-êîé â çàäà÷å (2), åñëè ∀(x, y) ∈ X × Y âûïîëíåíî

(F (x, y0), Φ(x, y0)) ≯P (F (x0, y0), Φ(x0, y0)) ≯P (F (x0, y), Φ(x0, y)).Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ ïàðåòîâñêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å (2) áóäåò îäíî-âðåìåííî è ñëåéòåðîâñêîé.Óòâåðæäåíèå. Åñëè (x0, y0) ∈ X × Y � ïàðåòîâñêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà â äâó-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å (2), òî Φ(x0, y0) = 0.Óòâåðæäåíèå. Åñëè (x0, y0) ∈ X × Y � ïàðåòîâñêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà â äâó-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å (2), òî (x0, y0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà â èñõîäíîé çàäà÷å (1).Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ, âîîáùåãîâîðÿ, ìåñòà íå èìåþò. Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ââåäåííûõïîíÿòèé.Ïóñòü (ïðè n = 1) W � ìíîæåñòâî âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê â èñõîäíîé çàäà÷å (1),à WS èWP � ìíîæåñòâî âñåõ ñëåéòåðîâñêèõ è ïàðåòîâñêèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííîâ äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å (2). Îáîçíà÷èì x∗(y) = Argmax
x∈X

F (x, y), à y∗(x) =

= Argmin
y∈X

F (x, y).Òåîðåìà. Åñëè â çàäà÷å (1) �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ ñóùåñòâóåò, òî âûïîëíåíàöåïî÷êà âêëþ÷åíèé:
WP ⊂ W ⊂ WS.Òåîðåìà. Åñëè â çàäà÷å (1) ∀x ∈ X y∗(x) ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ýëåìåíò, àòàêæå ∀y1, y2 ∈ Y áóäåò x∗(y1) ∩ x∗(y2) = ∅, òî
WP = W = WS.Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû.Â ðàçäåëå 1.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (1) ïðè n = 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîËÏ� ñòðîèò �óíêöèþ ñîæàëåíèÿ îòäåëüíî ïî êàæäîìó êðèòåðèþ. Êàê è âïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò èñõîäíîé çàäà÷è ê ðàñøè-ðåííîé:

Γ = 〈X, Y, {F1(x, y), F2(x, y), Φ1(x, y), Φ2(x, y)}〉. (3)Äëÿ íåå äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ ïîíÿòèé:Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîéòî÷êîé â çàäà÷å (3), åñëè ∀(x, y) ∈ X × Y âûïîëíåíî:
(F (x, y0), Φ(x, y0)) ≯S (F (x0, y0), Φ(x0, y0)) ≯S (F (x0, y), Φ(x0, y)).8



Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîéòî÷êîé â çàäà÷å (3), åñëè ∀(x, y) ∈ X × Y âûïîëíåíî:
F (x, y0) ≯S F (x0, y0),

(F (x0, y0), Φ(x0, y0)) ≯S (F (x0, y), Φ(x0, y)).Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèå ïðèâîäÿòñÿ è äëÿ ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâïî Ïàðåòî.Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð � ñêàëÿðíàÿ ëèíåéíî-êâàäðà-òè÷íàÿ çàäà÷à ïðè íåîïðåäåëåííîñòè (ñ îãðàíè÷åíèÿìè).
〈[−1, 1], [−1, 1], {F1(x, y), F2(x, y)}〉,çäåñü

F1(x, y) = −
3

4
x2 + 2xy +

3

4
y2 + 2x − 2y,

F2(x, y) = −
3

4
x2 + 4xy +

3

4
y2 − 2x + 2y.Äëÿ íåå ñòðîÿòñÿ �óíêöèè ñîæàëåíèÿ ïî êàæäîìó êðèòåðèþ, ïîñëå ÷åãî çàäà-÷à ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ êàê â èñõîäíîì âàðèàíòå (áåç ó÷åòà ñîæàëåíèÿ ËÏ�),òàê è â ðàñøèðåííîì âàðèàíòå. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ - ìíîæåñòâàñëåéòåðîâñêèõ ñåäëîâûõ òî÷åê êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå.Ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ �àêòè÷åñêè òà æå çàäà÷à, òîëüêî â îáùåì âèäåè áåç îãðàíè÷åíèé:

Γ1 = 〈R, R, {Aix
2 + Bixy + Ciy

2 + 2aix + 2ciy}i=1,2〉.Â ýòîé �îðìóëå Ai, Bi, Ci, ai, ci � ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
Ai < 0, Bi 6= 0, à Ci > 0.Ñíà÷àëà ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ áåç ó÷åòà ñîæàëåíèÿ, ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî âñåõñëåéòåðîâñêèõ ñåäëîâûõ òî÷åê. Çàòåì ñòðîÿòñÿ �óíêöèè ñîæàëåíèÿ, êîòîðûåèìåþò âèä

Φi(x, y) = A−1
i (Aix + Biy + ai)

2 (i = 1, 2).Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ðàñøèðåííîé çàäà÷å
〈R, R, {Aix

2 + Bixy + Ciy
2 + 2aix + 2ciy, A−1

i (Aix + Biy + ai)
2}i=1,2〉.Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ ñòðîãî âîãíóòà è ïî x è ïî y (òàê êàê A < 0 è

A−1B2 < 0). Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòäåëüíî ïî êàæäîé �óíêöèè ñîæàëåíèÿ ìèíèìóìàïî y íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå, óäàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå. Ïàðà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñëåéòåðîâñêîé ñåäëîâîé òî÷êîé âçàäà÷å Γ1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî9



1. ∃α ∈ [0, 1]: α(A1x0 + B1y0 + a1) + (1 − α)(A2x0 + B2y0 + a2) = 0,2. ∃β ∈ [0, 1], ∃γ ∈ [0, 1], ∃y ∈ R :

{

γ(A1x0 + B1y + a1) + (1 − γ)(A2x0 + B2y + a2) = 0,

β(B1x0 + C1y + c1) + (1 − β)(B2x0 + C2y + c2) = 0.Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó è ñðàâíèòüìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê â èñõîäíîé è ðàñøèðåííîé çàäà÷àõ.Â ðàçäåëå 1.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñâÿçè êîý��èöèåíòîâ ñâåðòîê è ðå-çóëüòèðóþùèõ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ý��åêòèâíîñòè. Ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî ïðåäìåòà ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, íåñêîëüêî îòëè÷íûå îò ïðèíÿ-òûõ ðàíåå:� n ∈ N, n > 2 � êîëè÷åñòâî êðèòåðèåâ â çàäà÷å, áóäåì òàêæå ïðèìåíÿòüìíîæåñòâî N = {1, ..., n},� ìíîæåñòâî êîý��èöèåíòîâ âàæíîñòè: An = {α = (α1, ..., αn)
T | αi ∈ [0, 1],

∑n
i=1 αi = 1},� ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êðèòåðèåâ: X ⊂ Rn, X 6= ∅, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Xêîìïàêòíî, òîãäà, åñëè comp Rn � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-æåñòâ Rn, òî X ∈ comp Rn.Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ ñâåðòêè (îáùåãî âèäà):

F : comp Rn ×An → Rn,ýòà �óíêöèÿ ïî êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó X ⊂ Rn è âåêòîðó êîý��èöèåíòîââàæíîñòè α ¾âîçâðàùàåò¿ òî÷êó xα ∈ X.Çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òàêóþ�óíêöèþ F , ÷òîáû äëÿ íåå áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:1. ∀X ∈ comp Rn, ∀α ∈ An, ∃xα ∈ S(X) : xα = F (X, α) (äîñòàòî÷íîñòü),2. ∀X ∈ comp Rn, ∀x ∈ S(X), ∃αx ∈ An : x = F (X, αx) (íåîáõîäèìîñòü),3. ∀X ∈ comp Rn, ∀i ∈ N, i 6 n, ∀α, β ∈ An : αi > βi ⇒ Fi(X, α) > Fi(X, β)(ìîíîòîííîñòü).Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ïåðåáèðàÿâñå âîçìîæíûå α ∈ An, ìîæíî íàéòè âñå ìàêñèìàëüíûå ïî Ñëåéòåðó òî÷êè èç
X è òîëüêî èõ, à òðåòüå çàäàåò ñâÿçü ìåæäó íàáîðîì êîý��èöèåíòîâ âàæíî-ñòè α è òåì xα ∈ X, ÷òî ýòîìó íàáîðó ñîîòâåòñòâóåò, è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì:10



åñëè ËÏ� ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî íàáîðà êîý��èöèåíòîâ ê äðóãîìó íå óìåíü-øàåò êîý��èöèåíò âàæíîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ íå ìîæåòóìåíüøèòüñÿ.Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñâåðòêè (Êàðëèíà è �åðìåéðà), âîîáùå ãî-âîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò âñåìó íàáîðó ýòèõ àêñèîì � è íå íàïðàñíî, âåäü äîêà-çûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ðàçäåëà.Òåîðåìà. Åñëè n = 2, òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèÿì 1�3. Åñëè n > 3, òî òàêîé �óíêöèè íå ñóùåñòâóåò.Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î íåñóùåñòâîâàíèè, ïîòîì ïîêàçûâà-åòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è n = 2 ñâåðòêè Êàðëèíà è �åð-ìåéåðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû, íàêîíåö, êîíñòðóèðóåòñÿ ñâåðòêà, äî-êàçûâàþùàÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè n = 2 äëÿ ëþáîãî X ∈ comp Rn.Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ïðèíåîïðåäåëåííîñòè; â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì âåê-òîðíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
ẋ = f(t, x, u, z), t0 6 t 6 ϑ, x(t0) = x0, (4)ãäå U ÷ u(·) ∈ A è Z ÷ z(·) ∈ Z � àëüòåðíàòèâà ËÏ� è ðåàëèçàöèÿ íåîïðå-äåëåííîãî �àêòîðà ñîîòâåòñòâåííî, à ý��åêòèâíîñòü âûáîðà ËÏ� îöåíèâàåòñÿâåêòîðíûì êðèòåðèåì

Ji(t0, x(·), u(·), z(·)) = gi(x(ϑ)) +

ϑ
∫

t0

f 0
i (t, x(t), u[t], z[t])dt, i ∈ N.Äàëåå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû àëüòåðíàòèâ ËÏ� è ðåàëèçàöèé íåîïðå-äåëåííîñòåé. Ñíîâà ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè ñîæàëåíèÿ:

Φi(U, Z) = Ji(U, Z)− max
V ∈A

Ji(V, Z), i ∈ N,òî åñòü ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèè ñîæàëåíèÿ ËÏ� èñõîäèò èç íàèëó÷øåãî äåé-ñòâèÿ ïðè òîì ðàñêëàäå, ÷òî åìó èçâåñòíà âñÿ �óíêöèÿ z(·), à íå òîëüêî òåêóùàÿïîçèöèÿ èëè òåêóùåå çíà÷åíèå �óíêöèè z(·). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàíäàðòíûåêëàññû ïîçèöèîííûõ è êîíòðñòðàòåãèé (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íèõ èñïîëüçóåòñÿèí�îðìàöèÿ î ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà) íå ìîãóò îáåñïå÷èòü íóëå-âîå ñîæàëåíèå ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèÿõ íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà, ÷òîïîêàçûâàåòñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ. Ââîäèòñÿ ÄÌÇÍ
Γ0 = 〈Σ ÷ (4), {A,Z}, {J(U, Z), Φ(U, Z)}〉,ãäå n-âåêòîðà J = (J1, ..., Jn), Φ = (Φ1, ..., Φn).11



Íèæå ïðèâîäèòñÿ îñíîâíîå ïîíÿòèå ãëàâû 2.Îïðåäåëåíèå. Òðîéêà (U ∗, J∗, Φ∗) ∈ A × R2n íàçûâàåòñÿ ñëåéòåðîâñêèìãàðàíòèðîâàííûì ïî èñõîäó è ñîæàëåíèþ ðåøåíèåì ÄÌÇÍ, åñëè ñóùåñòâóåò
Z∗ ∈ Z òàêîå, ÷òî1. J∗ = J(U ∗, Z∗), Φ∗ = Φ(U ∗, Z∗);2. U ∗ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî Ñëåéòåðó â äèíàìè÷åñêîé ìíîãîêðèòåðèàëü-íîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Γ0 ïðè Z = Z∗;3. Z∗ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî Ñëåéòåðó â äèíàìè÷åñêîé ìíîãîêðèòåðèàëü-íîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Γ0 ïðè U = U ∗.Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ [12℄ çàäà÷à, ñ êîòîðîé �àêòè-÷åñêè è íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå ïðèíöèïà ìèíèìàêñíîãî ñîæàëåíèÿ â äèíàìè-÷åñêîì ñëó÷àå. Ïîä ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîçèöèîííîéäèíàìè÷åñêîé çàäà÷åé ïðè íåîïðåäåëåííîñòè (ÄÌÇÍ) ïîíèìàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-íûé íàáîð

〈
∑

o , A,Z, J (U, Z, t0, x0)〉, (5)ãäå äèíàìèêà ñèñòåìû ∑

o îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöè-àëüíûì óðàâíåíèåì
ẋ = Ax + u + z + a(t), x(t0) = x0 ∈ Rm,

A åñòü ìíîæåñòâî ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé U ó ËÏ�:
A = {U ÷ u(t, x) |u(t, x) = P (t)x + p(t)

∀P (·) ∈ Cm×m[0, ϑ], p(·) ∈ Cm[0, ϑ]},

Z � ìíîæåñòâî ïîçèöèîííûõ íåîïðåäåëåííîñòåé Z:
Z = {Z ÷ z(t, x) | z(t, x) = Q(t)x + q(t)

∀Q(·) ∈ Cm×m[0, ϑ], q(·) ∈ Cm[0, ϑ]}.Êðèòåðèé ý��åêòèâíîñòè çàäàåòñÿ âåêòîðíûì �óíêöèîíàëîì
J = (J1, ..., Jn),

i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî èìååò âèä:
Ji(U, Z, t0, x0) = x′(ϑ)Cix(ϑ) + 2c′ix(ϑ)+

+

ϑ
∫

t0

{u′[t][Diu[t] + 2Kiz[t] + 2Mix(t)] + z′[t][Liz[t] + 2Nix(t)]+

+ x′(t)Gix(t) + 2d′iu[t] + 2l′iz[t] + 2g′ix(t)}dt (i ∈ N),12



âûøå èñïîëüçîâàíû çàäàííûå àïðèîðè ïîñòîÿííûå m × m-ìàòðèöû A, Ci, Di,
Mi, Gi, Ki, Ni, Li, m-âåêòîðà ci, di, gi, li, ïðè÷åì Di, Li, Gi è Ci ñèììåòðè÷íû,ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû m-âåêòîðà a(t) íåïðåðûâíû ïî t ∈ [0, ϑ]; øòðèõñâåðõó îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâêðèòåðèåâ N = {1, ..., n}.Îáñóæäàåòñÿ �îðìàëèçàöèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷, à çàòåì ïðèâîäèòñÿ êîíòð-ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ ñîæàëåíèÿ âýòîì êëàññå çàäà÷ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à â êëàññå ïðîãðàììíûõàëüòåðíàòèâ è íåîïðåäåëåííîñòåé:

ẋ = f(t, x, u, z), x(0) = x0, x ∈ Rm,

u(t) ∈ï.â.P ⊂ Rk, z(t) ∈ï.â.Q ⊂ Rh, u(·) ∈ L2
k[0, ϑ], z(·) ∈ L2

h[0, ϑ],

Ji(x, u, z) = gi(x(ϑ)) +
ϑ
∫

0

f 0
i (t, x, u, z)dt (i = 1, ..., n), n > 2.Çäåñü ËÏ� âûáèðàåò �óíêöèþ u(t) ∈ L2

k[0, ϑ], îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [0, ϑ] èóäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèþ u(t) ∈ P ïî÷òè âñþäó, íåçàâèñèìî îò åãî âûáî-ðà ðåàëèçóåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü v(t) ∈ L2
h[0, ϑ], îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [0, ϑ] èóäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèþ v(t) ∈ Q ïî÷òè âñþäó. Äàëåå ñòðîèòñÿ ðåøåíèåäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè) ẋ = f(t, x, u(t), v(t)),

x(0) = x0. Íà âñåõ âîçìîæíûõ òðîéêàõ (x(t), u(t), v(t)| t ∈ [t0, ϑ]) îïðåäåëåíâåêòîðíûé êðèòåðèé J(x, u, v) J = (J1, ..., Jn), êîòîðûé è îöåíèâàåò ý��åêòèâ-íîñòü âûáðàííîé ËÏ� àëüòåðíàòèâû.Ïàðàëëåëüíî ñ îáùåé �îðìóëèðîâêîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêðåòíûé ïðèìåð:
ẋ = −x + u + z, x(0) = 1, x ∈ R,

u ∈ R, v ∈ R, u(·) ∈ L2[0, 1], v(·) ∈ L2[0, 1],

J1(x, u, v) = x(1) +
1
∫

0

(−u2 + z2)dt, J2(x, u, v) = −x(1) +
1
∫

0

(−u2 + z2)dt.Âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ïðîâîäÿòñÿ äëÿ äàííîãî ïðèìå-ðà, íî ïîñòîÿííî äåëàþòñÿ îòñûëêè ê îáùåìó ñëó÷àþ, ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ,êàêèå èçìåíåíèÿ ìîæåò ïðåòåðïåòü ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê îáùåìóñëó÷àþ. Çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà óäàåòñÿ ïîñòðî-èòü �óíêöèè ñîæàëåíèÿ è ïåðåéòè ê ðàñøèðåííîé çàäà÷å, ïðàâäà, öåíîé óâåëè-÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè.Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñâåðòêà Êàðëèíà è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíò-ðÿãèíà (è òî, è äðóãîå äâàæäû - äëÿ àëüòåðíàòèâ è äëÿ íåîïðåäåëåííîñòåé).Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîíêðåòíûõ êîý��èöèåíòàõ ñâåðòîê ïðèõîäèì ê êðàåâîéçàäà÷å ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, êîòîðàÿ ðåøåíà â ÿâíîì âèäå, íàéäåíû çíà÷åíèÿêðèòåðèåâ è �óíêöèé ñîæàëåíèÿ. 13



Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è (5) âêëàññå êîíòðñòðàòåãèé ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî äè-íàìèêè ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà:
Γ = 〈

∑

o , Az,Zt, J(U, Z, t0, x0)〉,ãäå
∑

o ÷ ẋ = Ax + u + A1z + a(t), x(t0) = x0,

Az = {U ÷ u(t, x, z) |u(t, x, z) = P (t)x + Q(t)z + p(t)
∀P (·) ∈ Cm×m[0, ϑ], ∀Q(·) ∈ Cm×k[0, ϑ], p(·) ∈ Cm[0, ϑ]},

Zt = {Z ÷ z[t] | ż(t) = Bz + b(t), ∀z[t0] = z0 ∈ Rk},

J = (J1, ..., Jn).Çäåñü k × k ìàòðèöà B ïîñòîÿííà, b(t) ∈ Ck[0, ϑ]. Çàìåòèì, ÷òî èñòî÷íèêîì ïðè-íÿòîãî â îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåííîñòè Zt ïîñëóæèëà ìîäåëü Ýâàíñàèç [14℄; âñå ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåííîñòåé Zt ïîëó÷àåì, êîãäà íà÷àëüíîå çíà÷å-íèå z0 ¾ïðîáåãàåò¿ âñå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rk, à ìíîæåñòâî êîíòðàñòðàòå-ãèé Az, � êîãäà ìàòðèöû P (t), Q(t) è âåêòîð p(t) ¾ïðîáåãàþò¿ âñå ìíîæåñòâîíåïðåðûâíûõ íà [0, ϑ] ìàòðèö (ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðîâ).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî êëàññà àëüòåðíàòèâ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíê-öèè ñîæàëåíèÿ. Cëåäóÿ òðàäèöèè ðàññìîòðåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ [12℄, �óíê-öèÿ ñîæàëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ çäåñü êàê ðàçíîñòü ìåæäó íàèëó÷øèì è ðåàëèçîâàâ-øèìñÿ âàðèàíòîì (òî åñòü îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé âûøå òîëüêî çíàêîì). Ñïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëèâûïîëíåíû óñëîâèÿ (D < 0 ⇔ uTDu � îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíà)
Di < 0, Ci 6 0, Gi − M ′

iD
−1
i Mi 6 0 (i ∈ N),òî ìîæíî ïîñòðîèòü ÿâíûé âèä êîìïîíåíò Φi(U, Z, t0, x0), i ∈ N , âåêòîðíîé�óíêöèè ñîæàëåíèÿ.Èìåÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè ñîæàëåíèÿ, ìîæíî ïåðåéòè ê îïðåäåëå-íèþ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ.Îïðåäåëåíèå. Òðîéêó (US, JS, ΦS) ∈ Az × R2n íàçîâåì ãàðàíòðîâàííûìïî èñõîäàì è ñîæàëåíèÿì ðåøåíèåì çàäà÷è Γ â êîíòðñòðàòåãèÿõ, åñëè ïðèëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) ∈ [0, ϑ) × Rm ñóùåñòâóåò íåîïðåäå-ëåííîñòü ZS ∈ Zt, ïðè êîòîðîé JS = J(US, ZS, t0, x0), ΦS = Φ(US, ZS, t0, x0), è

10) êîíòðñòðàòåãèÿ US ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî Ñëåéòåðó â n−êðèòå-ðèàëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å
〈
∑

o , Az, J(U, Z, t0, x0)〉;[14℄ Â. À. Êîëåìàåâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà. � Ì.: ÞÍÈÒÈ, 2002.14



20) íåîïðåäåëåííîñòü ZS ìèíèìàëüíà ïî Ñëåéòåðó â 2n−êðèòåðèàëüíîé çàäà-÷å
〈
∑

o (U = US),Z, {J(US, Z, t0, x0),−Φ(US, Z, t0, x0)}〉.Äàëåå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâåðòêè Êàðëèíà è ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ, ñòðîèòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïî Ñëåéòåðó êîíòðñòðàòåãèÿ.Óòâåðæäåíèå. Åñëè óäàëîñü íàéòè ïîñòîÿííûå α ∈ An òàêèå, ÷òî Dα <

< 0 è ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà �èêêàòè (2.51) èìååò ïðîäîëæè-ìîå íà îòðåçîê [0, ϑ] ðåøåíèå Θα, òî êîíòðñòðàòåãèÿ
US ÷ uS(t, x, z) = −D−1

α [(Ξ′
α + Kα)z + (Θα + Mα)x + (ξα + dα)] , (6)ãäå Ξα è ξα � ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû (2.53) ((2.51) è (2.53)ñì. â òåêñòåäèññåðòàöèè).Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ý��åêòèâíîñòè òàêæå èñïîëüçóåòñÿ âà-ðèàíò ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ ìèíèìàëüíîé ïî Ñëåéòåðó íåîïðåäå-ëåííîñòè. Òàê êàê ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå è êðèòåðèåâ, è �óíêöèé ñîæàëåíèÿêàê �óíêöèé îò z0, òî ïðèìåíèâ ñïåöèàëüíûé âèä ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðè-åâ, ìîæíî ñâåñòè âîïðîñ ê ïðîñòîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè áåç îãðàíè÷åíèé.Òåì ñàìûì ðåçóëüòàòû ïàðàãðà�îâ 2.2 è 2.4 äàþò îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âìîíîãðà�èè [12, ñ. 345℄ âîïðîñû îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìèíèìàêñíî-ãî ñîæàëåíèÿ â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ ÄÌÇÍ. Â ñàìîé ìîíîãðà�èè ðàññìàò-ðèâàëñÿ ãèáðèäíûé ñëó÷àé, ñîæàëåíèå îöåíèâàåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äèíàìèêè íåîïðåäåëåííîãî �àêòîðà, à ïðè ðåøåíèèðàñøèðåííîé çàäà÷è àâòîðû âîçâðàùàþòñÿ ê ñëó÷àþ ðàâíîïðàâíûõ àëüòåðíà-òèâû ËÏ� è ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííîñòè.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþÂëàäèñëàâó Èîñè�îâè÷ó Æóêîâñêîìó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè[1℄ Â. È. Æóêîâñêèé, Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �èñêè è èñõîäû â îäíîé ìíîãîêðèòåðè-àëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å // Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè è Èí�îð-ìàòèêè Óä�Ó. Âûï. 2(30). � Èæåâñê: Óä�Ó, 2004. � Ñ. 53 � 64.[2℄ Â. È. Æóêîâñêèé, Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �èñêè â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ //Íåëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé àíàëèç � 2007. Òåçèñû äîêëàäîâ ìåæäóíàðîä-íîãî êîíãðåññà. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã: ÑÏá�Ó, 2007. � Ñ. 90.[3℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �àðàíòèðîâàííîå ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèå îäíîé äâóõ-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷è // Àâòîìàòèêà-2004: Ìàòåðèàëû 11-îé ìåæäóíàðîä-íîé êîí�åðåíöèè ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ. � Êèåâ: Íàöèîíàëüíûéóíèâåðñèòåò ïèùåâûõ òåõíîëîãèé, 2004. � Ñ. 39.[4℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �3.8. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé // Â. È. Æóêîâñêèé, Ì. Å. Ñà-ëóêâàäçå. �èñêè è èñõîäû â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. �Òáèëèñè: Èíòåëåêòè, 2004. � Ñ. 321�335.[5℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �àðàíòèðîâàííîå ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèå îäíîé äâóõ-êðèòåðèàëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è // Ñáîðíèê ñòàòåé ìîëîäûõ ó÷¼íûõ�àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó, âûïóñê �2. � Ì.:Ì�Ó, 2005. � Ñ. 1 � 11.[6℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �3.6. Ìîäåëüíûé ïðèìåð // Â. È. Æóêîâñêèé. Êîí�ëèêòûè ðèñêè. � Ì.: �îñÇÈÒËÏ, 2007. � Ñ. 417�431.[7℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �èñêè â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ //Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ,ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà: Òåçèñû äîêëà-äîâ. � Ìîñêâà: Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë �àêóëüòåòà ÂÌèÊÌ�Ó èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà; ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2008. � Ñ. 398.[8℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. Ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðå-øåíèÿ îäíîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è // Âåñò. Ìîñê. óíèâåðñèòåòà,ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì., êèáåðí.� 2008. � � 1. � Ñ. 19�25.[9℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. �àðàíòèðîâàííîå ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèå îäíîé ìíî-ãîêðèòåðèàëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. �2009. � � 3. � Ñ. 123 � 135.[10℄ Ê. Ñ. Ñîðîêèí. Î êîý��èöèåíòàõ âàæíîñòè â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîéîïòèìèçàöèè // VI Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèèè ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿: ìàòåðèàëû êîí�åðåíöèè (Îìñê, 29 èþíÿ �4 èþëÿ 2009) / Îìñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. ÑîáîëåâàÑÎ �ÀÍ.� Îìñê: ïîëèãðà�è÷åñêèé öåíòð ÊÀÍ, 2009. � Ñ. 191.16


