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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
Актуальность темы. Математическое моделирование многих процессов при-

водит к изучению нестандартных начально-краевых, прямых и обратных задач для 
уравнений в частных производных, не имеющих аналогов в классической математи-
ческой физике. 

Важную роль в изучении различных процессов и явлений играют уравнения 
третьего и более высоких порядков. Например, вопросы фильтрации жидкости в по-
ристых средах, передачи тепла в гетерогенной среде, влагопереноса в почвогрунтах 
приводят к модифицированным уравнениям диффузии, которые являются уравне-
ниями в частных производных гиперболического типа третьего порядка. Поэтому 
изучение краевых задач для уравнений третьего и высокого порядков привлекали 
внимание многих исследователей: Аллер M., Ахиев С.С., Бицадзе А.В., Виноградова 
М.Б., Гусейнов О.М., Жегалов В.И., Кожанов А.И., Колтон Д.Л., Мамедов И.Г., На-
хушев А.М., Ранделл В., Руденко О.В., Самарский А.А., Солдатов А.П., Сухоруков 
А.П., Хилькевич Г.И., Чудновский А.Ф., Шовальтер Р.Е., Шхануков М.Х., Тинг Т., 
Янгарбер В.А.  и многие др. 

Одним из направлений современной теории дифференциальных уравнений с 
частными производными является постановка новых задач по краевым условиям и 
поиск методов решения поставленных задач. Последние годы интерес многих мате-
матиков вызывают задачи, названные нелокальными. 

К первым работам с неклассическими граничными условиями относятся, по-
видимому, работы J.R.Canon1, Л.И. Камынина2 и  А.Ф. Чудновского3,4. Современное 
естествознание, в основном физические приложения, потребовали дальнейшего раз-
вития неклассических краевых задач и, в первую очередь, задач с нелокальными ус-
ловиями. Естественность постановки задач, когда краевые условия представляют 
собой соотношение между значениями неизвестной функции, вычисленной в раз-
личных точках границы, отмечается в работе В.А.Стеклова5. 

Особый интерес в теории дифференциальных уравнений  представляют краевые 
задачи с интегральными условиями, которым и посвящена данная диссертационная 
работа. Заметим, что из физических соображений условия такого вида совершенно 
естественны и возникают при математическом моделировании в тех случаях, когда 
невозможно получить информацию о происходящем процессе на границе области 
его протекания с помощью непосредственных измерений или же когда возможно 
измерение лишь некоторых усредненных (интегральных) характеристик искомой 
величины. Так, задачи с интегральными условиями могут служить математическими 
моделями физических явлений, связанных, например, с задачами, возникающими 
при изучении физики плазмы, при изучении движения почвенной влаги в капилляр-
но-пористых средах. На задачи подобного типа, как качественно новые и возникаю-

                                                 
1 Canon J.R. The solution of the heat equation subject to the specification of energy. –Quart. Appl. Math. 1963, 21, -2, 
p.155-160.  
2 Камынин Л.А. Об одной краевой задаче теории теплопроводности с неклассическими граничными условиями. 
//ЖВМ и МФ. 1964. Т.4. №6. С. 1006-1024. 
3 Чудновский А.Ф. Некоторые коррективы в постановке и решении задач тепло- и влагопереноса в почве. // Сб. 
трудов АФИ. 1969. №23. С. 41-54. 
4 Чудновский А.Ф. Теплофизика почв. М.: Наука. 1976. 352 с. 
5 Стеклов В.А. Основные задачи математической физики. М.: Наука. 1983. 432 с. 
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щие при решении современных проблем физики, указывает в своей обзорной статье 
А.А. Самарский6 и приводит постановку задачи с интегральным условием для урав-
нения теплопроводности как пример одной из таких задач. 

В настоящее время весьма активно изучаются и вызывают большой практиче-
ский и теоретический интерес исследования локальных и нелокальных краевых за-
дач для псевдопараболических уравнений  из-за того, что прикладные задачи физи-
ки, механики, биологии сводятся к таким уравнениям. 

Локальные и нелокальные краевые задачи для уравнений третьего порядка ис-
следуются в работах  М.Х. Шханукова7. В одной из его работ построен аналог функ-
ции Римана для уравнения 

),(),(),(),(),()( txqutxbutxautxutxduuL xxxtxxt −=++++≡ η            (*) 
с достаточно гладкими коэффициентами. С помощью метода функции Римана ре-
шена задача Гурса, на основе которого решаются как уже известные, так и новые 
граничные задачи. Отметим, что в данной диссертации используется этот метод для 
решения нелокальных краевых задач. 

Методу Римана для псевдопараболических уравнений также посвящены работы 
В.А. Водаховой, В.И. Жегалова, А.Н. Миронова, В.З. Канчукоева, В.И. Макеева, К.Б. 
Сабитова, А.В. Дорофеева, В.А. Севастьянова. 

А.М. Нахушев указал примеры практического применения результатов иссле-
дования краевых задач с интегральными условиями при изучении процессов влаго-
переноса в пористых средах и в задачах математической биологии. 

Нелокальные задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка 
также были рассмотрены в работах А.И. Кожанова, В.З. Канчукоева, А.Ф. Напсо, а в 
работе А.П. Солдатова и М.Х. Шханукова построен аналог функции Римана для 
псевдопараболических уравнений высокого порядка и с его помощью изучены крае-
вые задачи с общим нелокальным условием А.А. Самарского. 

Теории устойчивости разностных схем для уравнения теплопроводности с не-
локальным условием посвящены работы Е.И. Моисеева и Н.И. Ионкина, В.А. Ильи-
на и Е.И. Моисеева, А.В. Гулина и В.А. Морозовой, Д.М. Довлетова, В.Л. Макарова, 
А.Ю. Мокина, В.А. Ионкина и Н. Зидова и др. 

Цель работы. Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию 
нелокальных краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка 
с переменными коэффициентами и разработке разностных методов их решения. От-
дельно рассмотрены случаи одномерных и многомерных нелокальных краевых за-
дач. Поставленные и исследованные в данной работе задачи характерны тем, что со-
держат в краевых условиях нелокальность по времени, впервые изученный А.И. Ко-
жановым8. В его работе рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения 

),(),()( txqutxcuuuuL xxtxxt =+−−≡ νν , 
удовлетворяющее условиям 

∫+=
t

duthtuttu
0

),1(),(),1()(),0( τττα ,     Tt <<0 , 

                                                 
6 Самарский А.А. О некоторых проблемах теории дифференциальных уравнений. // ДУ. 1980. Т.16. №11. С. 1925-
1935 
7 Шхануков М.Х. Об одном методе решения краевых задач для уравнения третьего порядка. – Докл. АН СССР, 
1982, Т.265, №6, С. 1327-1330. 
8 Кожанов А.И. Об одной нелокальной краевой задаче с переменными коэффициентами для уравнений теплопро-
водности и Аллера. // ДУ. 2004. Т.40. №6. С. 763-774. 
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0),1( =tu x ,   Tt <<0 , 
)()0,( 0 xuxu = , 10 << x . 

Заметим, что данное уравнение при 0>ν  есть уравнение Аллера, при  0=ν  – 
уравнение теплопроводности. Подобные задачи встречаются при изучении обратных 
задач, а также при изучении физических процессов с учетом эффекта памяти. 

 Общая методика исследования. В работе используется метод функции Рима-
на для гиперболических уравнений третьего порядка, теория интегральных уравне-
ний, метод априорных оценок в дифференциальной и разностной трактовках. 

Научная новизна. Исследованы новые нелокальные краевые задачи для псев-
допараболических уравнений третьего порядка общего вида с переменными коэф-
фициентами как в одномерном, так и в многомерном случаях. Для рассматриваемых 
краевых задач построены разностные схемы, получены априорные оценки, откуда 
следует устойчивость, а также сходимость разностных схем. Для первой краевой за-
дачи для псевдопараболических уравнений с переменными коэффициентами по-
строены векторные аддитивные разностные схемы полной аппроксимации, доказана 
устойчивость разностных схем по начальным данным и правой части.  

Научные положения, выносимые на защиту: 
Доказано существование и единственность регулярных решений нелокальных 

краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка методом 
функции Римана. 

Получена априорная оценка для решения третьей краевой задачи с нелокаль-
ным условием, откуда следует единственность решения, а также непрерывная зави-
симость решения задачи от входных данных. Построена разностная схема и доказана 
устойчивость схемы по правой части и начальным данным, откуда следует сходи-
мость решения разностной задачи к решению дифференциальной задачи со скоро-
стью ( )22 τ+hO , где τ,h  – параметры сетки. 

Получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках для 
решения локальных и нелокальных краевых задач для псевдопараболических урав-
нений третьего порядка общего вида в многомерной области, откуда следует един-
ственность, а также устойчивость решения по начальным данным и правой части в 
сеточной норме )(1

2 GW  на слое. Для первой краевой задачи для псевдопараболиче-
ских уравнений с переменными коэффициентами построены векторные аддитивные 
разностные схемы полной аппроксимации, доказана устойчивость разностных схем 
по начальным данным и правой части. 

Доказана сходимость (в малом) итерационного процесса для решения третьей 
краевой задачи с нелокальным условием для псевдопараболических уравнений 
третьего порядка общего вида в многомерной области. 

Практическая и теоретическая значимость. Несмотря на то, что диссертаци-
онная работа носит в основном теоретический характер, ее результаты могут полу-
чить хорошую физическую интерпретацию, могут быть использованы для дальней-
шей разработки теории краевых задач для псевдопараболических уравнений, а также 
для решения прикладных задач, описывающих процессы водно-солевого режима 
почвогрунтов. 

Публикации. По теме диссертации автором опубликовано 15 научных работ, 
которые отражают ее основные результаты. Работа [1] выполнена в соавторстве с 
научным руководителем М.Х. Шхануковым – Лафишевым. 
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Апробация работы. Результаты диссертационной работы автор освещал в сво-
их докладах на международных и всероссийских конференциях [1,5,7–10,12]: III 
Международная конференция «Нелокальные краевые задачи и родственные пробле-
мы математической биологии, информатики и физики» (Нальчик, 2006), Труды 
Третьей Всероссийской научной конференции «Математическое моделирование и 
краевые задачи» (Самара, 2006), Труды Четвертой Всероссийской научной конфе-
ренции с международным участием «Математическое моделирование и краевые за-
дачи» (Самара, 2007), Материалы I форума молодых ученых Юга России и I Всерос-
сийской конференции молодых ученых «Наука и устойчивое развитие» (Нальчик, 
2007), Международная конференция, посвященная 100-летию со дня рождения ака-
демика И.Н. Векуа «Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения» 
(Новосибирск, 2007), Материалы Международного конгресса студентов, аспирантов 
и молодых ученых «Перспектива – 2007»  (Нальчик, 2007), V Школа молодых уче-
ных «Нелокальные краевые задачи и проблемы современного анализа и информати-
ки» (Нальчик-Эльбрус, 2007), VI Школа молодых ученых «Нелокальные краевые за-
дачи и проблемы современного анализа и информатики» (Нальчик-Эльбрус, 2008). 

Результаты диссертационной работы [1–15] неоднократно докладывались и об-
суждались на научно-исследовательских семинарах по вычислительной математике 
и математической физике математического факультета Кабардино-Балкарского го-
сударственного университета под руководством доктора физико-математических 
наук, профессора Шханукова-Лафишева М.Х. с 2005 по 2008гг. 

Достоверность результатов, выводов и рекомендаций определяется корректным 
использованием математического аппарата, современных численных методов (се-
точных методов), сравнительным анализом результатов, полученных в диссертаци-
онной работе, и вычислительными экспериментами. 

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из введения, 
трех глав и списка литературы. Объем диссертации составляет 160 страниц. Список 
литературы содержит 105 наименований. 

 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы, приведен обзор результатов ис-
следовании по теме диссертации, кратко изложено содержание диссертационной ра-
боты и методика исследований, сформулированы основные результаты, которые вы-
носятся на защиту. 

В первой главе диссертационной работы исследованы нелокальные краевые 
задачи для уравнения (*). Для решения задач воспользовались методом функции 
Римана. 

Таким образом, изучена следующая нелокальная задача. 
Найти регулярное в области }0,0:),{( TtlxtxD <<<<=  решение ),( txu  уравнения  

),(),(),(),(),()( txqutxbutxautxutxduuL xxxtxxt −=++++≡ η ,           (1) 
 удовлетворяющее условиям 

∫+=
t

dluttluttu
0

1 ),(),(),()(),0( τττρβ ,   Tt ≤≤0 ,                     (2) 

0),0( =tu x ,   Tt ≤≤0 ,                                            (3) 
)()0,( 0 xuxu = ,   lx ≤≤0 ,                                         (4) 
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где коэффициенты уравнения (1) и граничных условий (2) – (4) удовлетворяют сле-
дующим условиям гладкости: 

     ),(),(),,(),,(),,(),,( DCtxtxdtxatxbtxq xxtx ∈η  

ttTCtttlCxu ≤≤∈∈ 111
2

0 0],,0[),(),(],,0[)( ρβ .                       (5) 
Для уравнения (1) рассмотрены краевые задачи, где граничное условие (3) за-

меняется последовательно следующими условиями: 
),(),0()(),0( 2 ttuttu x µβ +=   0)(2 ≥tβ ,   Tt ≤≤0 ,                    (3а) 

),(),0()(),0( 2 ttuttП µβ +=   Tt ≤≤0 ,                             (3b) 
0),( =tlu x ,   Tt ≤≤0 ,                                            (3с) 

),(),()(),( 2 ttluttlu x µβ +=−   0)(2 ≥tβ ,   Tt ≤≤0 ,                    (3d) 
),(),()(),( 2 ttluttlП µβ +=−   Tt ≤≤0 ,                             (3e) 

где xxt utxutxП ),(),( η+=  – полный поток, ],0[)(),(2 TCtt ∈µβ . 
Здесь под регулярным в области D решением уравнения понимается действи-

тельная функция ),( txu , обладающая в D всеми непрерывными частными производ-
ными, входящими в уравнение, и обращающая его в тождество. 

 
Т е о р е м а  1.  Пусть коэффициенты уравнения (1) и граничных условий (2) – 

(4) удовлетворяют условиям гладкости (5). Тогда, если 0),( <txd  для любого 
Dtx ∈),(  и )1,0()(1 ∉tβ  при Tt ≤≤0 , то задача (1) – (4) имеет единственное регулярное 

в области D решение. 
Аналогичный результат имеет место, когда условие (3) заменяется одним из ус-

ловий (3а), (3b).  
В случае, когда условие (3) заменяется последовательно условиями (3c), (3d), 

(3е) условия однозначной разрешимости имеют вид: 
0),( <txd  для любого Dtx ∈),(  и 1)(1 ≤tβ  для любого ].,0[ Tt ∈  

Далее в этой главе были рассмотрены следующие нелокальные задачи, для ре-
шения которых в предположении существования регулярного решения получены 
априорные оценки. 

З а д а ч а  1.1. В цилиндре }0,10:),{( TtxtxQT ≤≤≤≤=  рассмотрим задачу с не-
локальным краевым условием 

),,(),(),(),(),( txfutxq
x

u
txr

x

u
tx

xtx

u
txk

xt

u +−
∂
∂+









∂
∂

∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=

∂
∂ η    ,),( TQtx ∈    (6) 

∫+=
t

duttuttu
0

1 ),1(),(),1()(),0( τττρβ ,   Tt ≤≤0 ,                     (7) 

0),1( =tu x ,   Tt ≤≤0 ,                                             (8) 
)()0,( 0 xuxu = ,   10 ≤≤ x ,                                          (9) 

где  
,),(0 10 ctxc ≤≤< η   1)( 01 <≤ ββ t  для любого  ],0[ Tt ∈ , 

211 ),(,),(,),(,),(,),(,),(,),( ctttttxqtxrtxktxtxk ttt ≤ρρη ,       (10) 

}0,0:),{( TtlxtxQT ≤<<<= ,  210 ,, ссс – положительные постоянные,  .0 1 tt ≤≤  
Будем считать, что коэффициенты уравнения (6) и граничных условий (7) – (9) 

удовлетворяют необходимым по ходу изложения условиям гладкости.  
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В дальнейшем всюду предполагается, что регулярное решение рассматривае-
мых задач существует, коэффициенты уравнения и граничных условий обладают 
достаточным количеством непрерывных производных, необходимых для обеспече-
ния нужной по ходу изложения гладкости решения ),( txu  в цилиндре TQ . 

В предположении существования регулярного решения получена априорная 
оценка 








 +≤ ∫
2

)1,0(0
0

2
0

2

)1,0( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||
W

t

W
xudftMu τ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (6) – (9),  

2
)1,0(

2
)1,0(

2

)1,0( 22
1
2

|||||||||||| LxLW
uuu += ,    ∫=

1

0

22
)1,0(2

|||| dxuu L . 

Заметим, что полученная априорная оценка имеет место, если в задаче (6) – (9) 
заменить краевое условие (8) условием 0),0( =tux , Tt ≤≤0  и если 1)( 01 >≥ ββ t  

для любого  ],0[ Tt ∈ . 

З а д а ч а  1.2. Для уравнения (6) в цилиндре TQ  рассматривается задача 

∫+=
∂
∂ t

duttutt
x

u
tk

0
1 ),1(),(),1()(),0(),0( τττρβ ,   Tt ≤≤0 ,                        (11) 

0),1( =tu x ,   Tt ≤≤0 ,                                                       (12) 

)()0,( 0 xuxu = ,   10 ≤≤ x ,                                                    (13) 

где  
,),(0 10 ctxc ≤≤< η   ,),(0 32 ctxkc ≤≤<  

4111 ),(,),(,)(,),(,),(,),(,),( cttttttxqtxrtxktx ttt ≤ρρβη ,           (14) 

4,0, =iсi  – положительные постоянные, .0 1 tt ≤≤  

В предположении существования регулярного решения получена априорная 
оценка 








 +≤+ ∫
2

)1,0(0
0

2
0

2
,2

2

)1,0( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||||||
W

t

QtxW
xudftMuu τ ,   2

,2|||| Qtxu  = ∫
t

x du
0

2
0|||| τ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (6), (11) – (13). 
З а д а ч а  1.3. Для уравнения (6) в цилиндре }0,10:),{( TtxtxQT ≤≤≤≤=  рас-

сматривается следующая задача 

∫+=
t

dluttluttП
0

1 ),(),(),()(),0( τττρβ ,   Tt ≤≤0 ,                                (15) 

0),( =tlu x ,   Tt ≤≤0 ,                                                      (16) 
)()0,( 0 xuxu = ,   lx ≤≤0 ,                                                   (17) 

где  ,),(0 10 ctxc ≤≤< η    211 ),(,)(,),(,),(,),(,),( cttttxqtxrtxktxt ≤ρβη ,  










∂
∂

∂
∂+

∂
∂= ),(),(),(),(),( tx

x

u
tx

t
tx

x

u
txktxП η  – полный поток, например, влаги через сече-

ние в единицу времени,  210 ,, ссс – положительные постоянные,  tt ≤≤ 10 . 
В предположении существования регулярного решения получена априорная 

оценка 
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 +≤ ∫
2

),0(0
0

2
0

2

),0( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||
lW

t

lW
xudftMu τ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (6), (15) – (17). 
Из априорной оценки следует единственность решения рассматриваемой зада-

чи, а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом 

временном слое в норме пространства ),0(1
2 lW . 

 
Во второй главе данной работы рассматривается третья краевая задача для 

псевдопараболических уравнений третьего порядка общего вида с нелокальным ус-
ловием. 

В цилиндре }0,10:),{( TtxtxQT ≤≤≤≤=  рассмотрим задачу с нелокальным крае-
вым условием 

),,(),(),(),(),( txfutxq
x

u
txr

x

u
tx

xtx

u
txk

xt

u +−
∂
∂+









∂
∂

∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=

∂
∂ η    ,),( TQtx ∈      (18) 

∫+=
t

dluttluttП
0

1 ),(),(),()(),0( τττρβ ,   Tt ≤≤0 ,                       (19) 

),(),()(),( 2 ttluttlП µβ −=−   Tt ≤≤0 ,                                   (20) 
)()0,( 0 xuxu = ,   lx ≤≤0 ,                                            (21) 

где  
,0),(,0),0( 0 ≥=≤= Nrtlrrtr     ,),(0 10 ctxc ≤≤< η    ,),(0 32 ctxkc ≤≤<            (22) 

4121 ),(,)(,)(,,,,),(,),( cttttrktxqtxr xxt ≤ρββη , 

}0,0:),{( TtlxtxQT ≤<<<= ,  4,0, =iсi – положительные постоянные,  .0 1 tt ≤≤  
Будем считать, что коэффициенты уравнения (18) и граничных условий (19) – 

(21) удовлетворяют необходимым по ходу изложения условиям гладкости, обеспе-
чивающей нужный порядок аппроксимации разностной схемы. Заметим, что при по-
строении разностных схем требуется более высокая гладкость решения и коэффици-
ентов уравнения. 

В прямоугольной области D для уравнения (1) рассмотрим задачу (19) – (21), 
где коэффициенты уравнения (1) и граничных условий (19) – (21) удовлетворяют 
следующим условиям гладкости: 

),(),(),,(),,(),,(),,( DCtxtxdtxatxbtxq xxtx ∈η   

ttTCtttttlCxu ≤≤∈∈ 1121
2

0 0],,0[)(),,(),(),(],,0[)( µρββ .                (23) 
}0,0:),{( TtlxtxD <<<<=  – область, в которой ищется решение рассматриваемой за-

дачи. xxt utxutxП ),(),( η+=  – полный поток. 
Методом функции Римана данная задача редуцируется к первой начально-

краевой задаче, однозначная разрешимость которой установлена в работе М.Х. 
Шханукова. 
 
Справедлива следующая 

Т е о р е м а  2. Пусть коэффициенты уравнения (1) и граничных условий (19) – 
(21) удовлетворяют условиям гладкости (23). Тогда, если 0),( <txd  для любого 

Dtx ∈),( , то задача (1), (19) – (21) имеет единственное регулярное в области D реше-
ние. 
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Далее в предположении существования регулярного решения задачи (18) – (21) 
получена следующая априорная оценка 

( ) 






 ++≤+ ∫
2

),0(0
0

22
0

2
,2

2

),0( 1
2

1
2

||)(||)(||||)(||||||||
lW

t

QtxlW
xudftMuu ττµ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (18) – (21). 
Из априорной оценки следует единственность решения исходной задачи (18) – 

(21), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каж-

дом временном слое в норме пространства ),0(1
2 lW . 

В качестве одного из способов решения нелокальной краевой задачи (18) – (21) 
рассмотрим итерационный метод, который сводит решение нелокальной краевой за-
дачи к решению последовательности локальных задач. 

Итерационный процесс будем строить следующим образом: 

),,(
1

1

txfuL
t

u s
s

+=
∂

∂ +
+

   ,),( TQtx ∈                                         (24) 

∫+=
+ t sss

dluttluttП
0

1

1

),(),(),()(),0( τττρβ ,    Tt ≤≤0 ,                            (25) 

),(),()(),(
1

2

1

ttluttlП
ss

µβ −=−
++

   Tt ≤≤0 ,                                     (26) 

)()0,( 0

1

xuxu
s

=
+

,    lx ≤≤0 ,                                             (27) 
где  

utxq
x

u
txr

x

u
tx

xtx

u
txk

x
Lu ),(),(),(),( −

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂= η , 

,),(0 10 ctxc ≤≤< η  ,),(0 32 ctxkc ≤≤<  

4121 ),(,)(,)(,),(,),(,),( ctttttxqtxrtxt ≤ρββη ,                    (28) 

4,0, =iсi  – положительные постоянные, .0 1 tt ≤≤  

s = 0, 1, 2, …  – итерационный индекс. В качестве нулевого приближения 
0

u  можно 
взять, например, значение решения в начальный момент времени ).(0 xu  

В предположении существования регулярного решения получена следующая 
оценка погрешности метода (24) – (27) 

( ) 2

),0(

0

0

122

),0(

1

0
1
2

1
2

||||)(|||| maxmax lW
Tt

s

lW

s

Tt

uuTMTuu −≤−
≤≤

++

≤≤
. 

Из этой оценки следует, что при  1)(2 <TMT  итерационный метод (24) – (27) 

сходится в норме ),0(1
2 lW . Сходимость итерационного процесса может быть обеспе-

чена за счет малости времени T, то есть сходимость будет только в малом. Очевид-
но, что исходную задачу на каждой итерации можно решать обычным методом про-
гонки. 

Для решения задачи (18) – (21) применим метод конечных разностей. В замкну-
той области  TQ  введем равномерную сетку: 

},),,{( τττ ωωωωω ∈∈=×= txtx hjihh , 

},,,...,1,0,{ lNhNiihxih ====ω     },,...,1,0,{ Tmmjjt j ==== ττω τ . 
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На сетке τω h  дифференциальной задаче (18) – (21) поставим в соответствие 
разностную схему: 

iixtxiit yyty ϕγσ ++Λ= ,
)(

, )()(
~

,       τωhtx ∈),( ,                         (29) 

),(
2

)( 0
)(

000,
0

)(
,,

)(
10,1

)(
0,01 ϕρτβγχ σσσσ −+++=+ ∑

=
ydy

h
yyyya t

j

s
NsjsNtxx     τω∈t ,   (30) 

,)(
2

))(( )(
,

)(
2,

)(
NNNNtNNtxNx

ydy
h

yyyNNa ϕµβγχ σσσ −++−=+−       τω∈t ,   (31) 

)()0,( 0 xuxy = ,    hx ω∈ ,                                            (32) 

где           )()(

,

)(
,1,

)()( )()(
~ σσσσσ χ iiixiiixiiixxii ydyabyabyayt −++=Λ −

+
+ ,    1,...,2,1 −= Ni , 

,
1

1
1

i
ii R

R
+

≈−=χ    
5.02

||

−

=
i

i
i k

rh
R  – разностное число Рейнольдса, 













≤
+

>+

=
,0,

2

||
1

1

,0,
2

1

0

5.0

0

0
5.0

0

0 rесли

k

rh

rесли
k

hr

χ          













≥
+

<+

=

−

−

,0,

2

||
1

1

,0,
2

||
1

5.0

5.0

N

N

N

N
N

N

N rесли

k

rh

rесли
k

rh

χ  

)(~ 2hOrb += ±± ,     ±± = rrk~ ,      −+ += rrr ,      −+ −= rrr || . 

Пусть ),( txu  – решение задачи (18) – (21), j
iy – решение разностной задачи (29) 

– (32), тогда обозначим через uyz −=  погрешность аппроксимации. Подставляя 
uzy +=  в (29) – (32) и считая ),( txu  заданной функцией, получим задачу для z и 

покажем, что схема (29) – (32) сходится и имеет порядок аппроксимации 

)( 2 στ mhO +  на слое: 

iiiixiiixiiitxxixxiit zdzabzabzazz ψγχ σσσσ +−+++= −
+

+ )()(

,

)(
,1,,

)(
, )()( ,               (33) 

,)(
2

)( 1
)(

000,
0

)(
,,

)(
10,1

)(
0,01 νρτβγχ σσσσ −+++=+ ∑

=
zdz

h
zzzza t

j

s
NsjsNtxx               (34) 

,)(
2

))(( 2
)(

,
)(

2,
)(

,
νβγχ σσσ −++=+− NNNtNNtxNxNN zdz

h
zzza                     (35) 

.0)0,( =xz                                                           (36) 
При выполнении условий гладкости 

)(),( 2,3
TQCtxk ∈ ,   )(),( 3,3

TQCtx ∈η ,   )(),(),,(),,( 2,2
TQCtxftxqtxr ∈ ,     (37)  

где )(,
T

mn QС  – класс функций, имеющих непрерывные на TQ  производные до по-
рядка n по x и до порядка m по t включительно, с помощью разложения по формуле 
Тейлора убеждаемся, что разностная схема (33) – (36), в силу построения оператора 

Λ~ , имеет погрешности аппроксимации )( 2 στψ m
i hO += , )( 2

1
στν mhO += , 

)( 2
2

στν mhO +=  на решении исходной задачи, если выполнены условия (37) при 
каждом фиксированном t. 

При 5.0=σ  для решения задачи (33) – (36) при малом 0ττ ≤  получена априор-
ная оценка 

( ) ( )∑∑
=′=′

+++ ++≤+++
j

j

jjj
j

j
x

jjj

x

j Mzzzz
0

2'
2

2'
1

2'

0

2'1'2121 .|][||][||]|||][| τννψτ  
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Из этой априорной оценки следует справедливость следующей теоремы 
Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (22), тогда в классе достаточно глад-

ких коэффициентов уравнения и граничных условий решение разностной задачи 
(29) – (32) при малом ),,( 2100 cccττ ≤ сходится к решению дифференциальной зада-

чи (18) – (21) в смысле нормы  =2
)1(|][| z  21 |][| +jz  + ( )∑

=′

++ ++
j

j
x

jjj

x
zzz

0

2'1'21 |][||]|| τ  на 

каждом слое так, что справедлива оценка 
)(|][| 22

)1(
11 τ+≤− ++ hMuy jj , 

где  М – положительная постоянная, не зависящая от h и τ . 
Отметим, что нелокальное условие в граничном условии приводит к наруше-

нию трехдиагональной структуры матрицы коэффициентов разностной схемы. По-
этому для решения полученной системы разностных уравнений можно использовать 
либо итерационные методы решения, либо метод окаймления, позволяющий, в дан-
ном случае, свести решение системы линейных уравнений с "нарушенной" трехдиа-
гональной структурой матрицы коэффициентов к решению двух систем с трехдиа-
гональной матрицей коэффициентов.  

 
В третьей главе диссертации рассматриваются локальные и нелокальные крае-

вые задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка общего вида с 
переменными коэффициентами в многомерной области. 

В параграфе 3.1. рассматривается первая начально-краевая задача для псевдо-
параболических уравнений третьего порядка общего вида в многомерной области. 

В цилиндре ]0[ TtGQT ≤≤×= , основанием которого является p-мерный пря-

моугольный параллелепипед },1,0:),...,,({ 21 plxxxxxG p =≤≤== ααα  с границей 

Г, GUГG =  рассматривается первая начально-краевая задача 

),,( txfLu
t

u +=
∂
∂

     ,),( TQtx ∈                                       (38) 

0),( =txu ,   Гx ∈ ,     Tt ≤≤0 ,                                       (39) 

)()0,( 0 xuxu = ,     Gx∈ ,                                             (40) 

где                                                       ∑
=

=
p

uLLu
1α

α , 

utxq
x

u
txr

x

u
tx

xtx

u
txk

x
uL ),(),(),(),( α

α
α

α
α

αα
α

α
α η −

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂= , 

,),(0 10 ctxc ≤≤< αη     ,),(0 32 ctxkc ≤≤< α                             (41) 

4),(,),(,),(,),(,),( ctxqtxrtxrtxtxk xtx ≤ααααα αα
η , 

]0[ TtGQT ≤<×= ,  4,0, =iсi – положительные постоянные,   .,...,2,1 p=α  
В предположении существования регулярного решения получена следующая 

априорная оценка 








 +≤+ ∫
2

)(0
0

2
0

2
,2

2

)( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||||||
GW

t

QtxGW
xudftMuu τ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (38) – (40). 
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Из априорной оценки следует единственность решения исходной задачи (38) – 
(40), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каж-

дом временном слое в норме пространства )(1
2 GW . 

В замкнутой области  TQ  вводится равномерная сетка: 

},),,{( τττ ωωωωω ∈∈=×= txtx hjihh , 

},,,...,1,0,{,
1

αααααααα
α

α
αα ωωω lhNNihix i

h

p

hh ===== ∏
=

  

},,...,1,0,{ Tmmjjt j ==== ττω τ . 

На сетке τωh  дифференциальной задаче (38) – (40) поставим в соответствие 
разностную схему с весами, порядка аппроксимации )|(| 2 στ mhO + : 

ϕδσ ++Λ= yytyt
)()(

~ ,      τωhtx ∈),( ,                                   (42) 
0| =

h
y γ ,      )()0,( 0 xuxy = ,                                           (43) 

где    ∑
=

Λ=Λ
p

tt
1

)(
~

)(
~

α
α ,   )()()(1)()( )()(

~ σ
α

σ
αα

σ
αα

σ
αα

σ
α αααα

χ ydyabyabyayt
xxxx

−++=Λ −++ , 

∑
=

=
p

1α
αδδ ,  ,)( txx

yy
αααα γδ =    ,)1(ˆ)( yyy σσσ −+=     ,ˆ 1+= jyy      jyy = , 

,
1

1

α
αχ

R+
=    

α

αα
α k

rh
R

2

||=  – разностное число Рейнольдса, 

 
Имеет место следующая 

Т е о р е м а  4.  Пусть выполнены условия (41), тогда в классе достаточно глад-
ких коэффициентов уравнения и граничных условий для решения разностной задачи 
(42), (43) при малом ),,( 2100 сссττ ≤  справедлива априорная оценка 

( ) 






 +≤++ ∑∑
=′=′

++
j

j
GW

j
j

j
x

jj

GW

j yMyyy
0

2

)(

02'

0

2'1'2

)(

1
1
2

1
2

|||||||||][||||| τϕτ  

на каждом временном слое,  где  М – положительная постоянная, не зависящая от 
|| h  и τ . 
Таким образом, доказана устойчивость решения разностной задачи (42) – (43) 

по начальным данным и правой части в смысле нормы   =2
)1(|][| y  21 |][| +jy  + 

( )∑
=′

++ ++
j

j
x

jjj

x
yyy

0

2'1'21 |][||]|| τ  на слое. 

Пусть ),( txu  – решение задачи (38) – (40), j
iy – решение разностной задачи (42) 

– (43), тогда обозначим через j
i

j
i

j
i uyz −=  погрешность аппроксимации. Подставляя 

j
i

j
i

j
i uzy +=  в (42)–(43) и считая ),( ji txu  заданной функцией, получим для z задачу: 

ψδσ ++Λ= zztzt
)()(

~
,                                              (44) 

0| =
h

z γ ,     0)0,( =xz ,                                               (45) 

где )|(| 2

1

στψψ
α

α
m

p

i hO +== ∑
=

 – погрешность аппроксимации на решении исходной 

задачи при каждом фиксированном t , в силу построения оператора Λ~ . 
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Применяя полученную априорную оценку к задаче для погрешности, получим 
оценку 

( ) ∑∑
=′=′

++ ≤++
j

j

j
j

j
x

jj

GW

j Mzzz
0

2'

0

2'1'2

)(

1 |||||][||||| 1
2

τψτ . 

Из априорной оценки следует сходимость схемы (44) – (45) со скоростью 

)|(| 2 στ mhO + , где 22
2

2
1

2 ...|| phhhh +++= . 

Для задачи (38)-(40) рассмотрим векторные аддитивные схемы, где   










∂
∂

∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=

α
α

αα
α

α
α x

u
xk

xtx

u
xk

x
uL )()( , 10 )(0 cxkc ≤≤< α .  

Задачу (38) – (40)  перепишем в виде абстрактной задачи Коши 

)(tfAuAu
dt

du
t =++ ,                                                (46) 

0)0( uu = , 

где ∑
=

=
p

AA
1α

α ,   








∂
∂

∂
∂−=

α
α

α
α x

k
x

A . 

Краевые условия учитываются включением )()( ADtu ∈ , где )(AD  – область оп-
ределения оператора A. Вместо одного скалярного решения u(t) вводится вектор ре-
шений ( ))(....,),(),()( 21 tutututU p= . 

Вместо задачи (46) рассмотрим систему однотипных подзадач: 

)(
11

tfuAuA
dt

du p

t

p

=++ ∑∑
== β

ββ
β

ββ
α ,                                        (47) 

0)0( uu =α , p,...,2,1=α . 
Имеет место следующая 

Т е о р е м а   5. Задача (47), полученная в результате перехода от скалярного 
решения задачи (46) к вектор-решению U(t), поставлена корректно, причем 

)()( tutu =α , p,...,2,1=α  для любых ],0[ Tt ∈  и справедлива оценка 

,)0(||)(||||||
2

01

2
,2

2

011

2
,2 













+≤+ ∑∑∑

===

p

Q

pp

Qt uAtfMuAu
tt

α
αα

α
αα

α
α  

где  ∫=
G

dxuu 22
0|||| ,   .||||||||

0

2
0

2
,2 τduu

t

Qt ∫=  

Для приближенного решения задачи (47) будем использовать трехслойную век-
торную аддитивную схему  

,1
1

)(
1,

1

)(
,

1

)(

1

)(
1

)()(
1

+
+=

−
=+==

+
+ =++++−

∑∑∑∑ n

p

nt
h

nt
h

p

n
h

n
hnn yAyAyAyA

yy ϕ
τ αβ

β
β

α

β

β
β

αβ

β
β

α

β

β
β

αα

              (48) 

,0
)(

0 uy =α  
где ny – приближенное решение на момент времени τntn = , τ  – шаг равномер-

ной сетки по времени, ,...1,0=n  . hAβ  – дискретный аналог оператора A. Будем счи-

тать, что задача (46) дополнена еще одним условием 
),(~)( 1

)( xuy =τα   p,...,2,1=α ,  )()()(~
101 xuxuxu τ+= , )0,()(1 xuxu t= . 

Значение )0,(xu t  ищем исходя из дифференциального уравнения (38). 
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Итак справедлива следующая 
Т е о р е м а   6. Пусть для неявных схем ( ) )(

1
)()(

1,

)(
1

ααα
α

α
α ϕτττ +++ +=++ nnntn yyAyAE  

верна оценка  
.|||||||||||| )(

1
)()(

1
ααα ϕτ ++ +≤ nnn yy  

Тогда векторная аддитивная схема (48) устойчива по начальным данным и пра-
вой части и для разностных решений верны оценки 

∑
=

+
+

−
++≤

n

k

kk
nn xuyy

1

)()(
1

1
)()(

1 ||||||)(||||||||||
τ

ϕϕτττ
αα

αα , ,...1,0=n , p,...,2,1=α . 

В параграфе 3.2. для уравнения (38) рассматривается третья краевая задача 
),(),(),(),( txtxutxtxП ααα µβ −−− −= ,   при  0=αx ,  Tt ≤≤0 ,         (49) 
),(),(),(),( txtxutxtxП ααα µβ +++ −=− ,   при  αα lx = ,  Tt ≤≤0 ,         (50) 

)()0,( 0 xuxu = ,   Gx ∈ ,                                           (51) 
где                                                          ,),(0 10 ctxc ≤≤< αη    

2),(,),(,),(,),(,),(,),( ctxtxtxqtxrtxtxk t ≤+− αααααα ββη ,            (52) 










∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

α
α

α
αα η

x

u
tx

tx

u
txktxП ),(),(),(  – полный поток,  

210 ,, ссс  – положительные постоянные,   .,...,2,1 p=α  
В предположении существования регулярного решения получена следующая 

априорная оценка 

( ) 







+







 ′++≤ ∫ ∫
′

2

)(0
0

2
2

2
1

2
0

2

)( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||
GW

t

G
GW

xudxdftMu τµµ , 

где  M (t) – зависит только от входных данных задачи (38), (49) – (51). 
На сетке τωh  дифференциальной задаче (38), (49) – (51) поставим в соответст-

вие разностную схему, порядка аппроксимации )|(| τ+hO : 

ϕ+Λ= yty
t

)~( ,      τωhtx ∈),( ,                                          (53) 

,)( 00,
)1(

0,
)1(

αααα µβγ
α

α

α

α
−−

+
−

+
− −=+ yyya

txx        0=αx ,                       (54) 

,))((
,, αααα µβγ

αααα ++++ −=+− NNtxNx
yyya       αα lx = ,                       (55) 

)()0,( 0 xuxy = ,    hx ω∈ ,                                                 (56) 

где                                                    ,)~()~(
1
∑

=

Λ=Λ
p

tt
α

α  

ydyryryyayt
xxtxxxx ααααααα αααααα

γ −+++=Λ −+
,)( )()()~( . 

 
Имеет место следующая 

Т е о р е м а   7. Пусть выполнены условия (52), тогда в классе достаточно 
гладких коэффициентов уравнения и граничных условий для решения разностной 
задачи (53) – (56) при малом ),,( 2100 сссττ ≤  справедлива априорная оценка 

( ) 






 +++≤ ∑
=′

j

j
GW

jjj

GW

j yMy
1

2

)(

02'
2

2'
1

2'2

)( 1
2

1
2

|||||||||||| τµµϕ  
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на каждом временном слое в сеточной норме )(1
2 GW , где М – положительная посто-

янная, не зависящая от || h  и τ . 
Таким образом, доказана устойчивость решения разностной задачи (53) – (56) 

по начальным данным и правой части в сеточной норме )(1
2 GW  на слое. 

Пусть ),( txu  – решение задачи (38), (49) – (51), j
iji ytxy =),(  – решение разно-

стной задачи (53) – (56). Обозначим через j
i

j
i

j
i uyz −=  погрешность аппроксимации. 

Тогда, подставляя  uzy +=  в (53) – (56), получим задачу для z: 

ψ+Λ= ztz
t

)~( ,  τωhtx ∈),(                                                  (57) 

,)( 00,
)1(

0,
)1(

αααα βγ
α

α

α

α
−−

+
−

+
− −=+ vzzza

txx        0=αx ,                       (58) 

,))((
,, αααα αααα

βγ ++++ −=+− vzzza NNtxNx
      αα lx = ,                       (59) 

0)0,( =xz ,   hx ω∈ ,                                                        (60) 
где )|(| τψ += hO , )|(| τν α +=− hO , )|(| τν α +=+ hO  – погрешности аппроксимации на 
решении задачи (38), (49) – (51). 

Применяя полученную априорную оценку к решению задачи (57) – (60), полу-
чаем 

( )∑
=′

++≤
j

j

jjj

GW

j Mz
1

2'
2

2'
1

2'2

)(
|||||||| 1

2
τννψ , 

где  М – положительная постоянная, не зависящая от || h  и τ . 
Из априорной оценки следует сходимость схемы (57) – (60) со скоростью 

)|(| τ+hO  в сеточной норме )(1
2 GW . 

В параграфе 3.3 для уравнения (38) рассматривается нелокальная краевая задача 

∫ ′+′′=′ −−

t

dxluttxlutxtxП
0

),,(),(),,(),,0(),,0( τττρβ αααα ,  Tt ≤≤0 ,            (61) 

),,(),,(),,(),,( txltxlutxltxlП ′−′′=′− +++ ααααααα µβ ,  Tt ≤≤0 ,                (62) 

)()0,( 0 xuxu = ,   Gx∈ ,                                                (63) 
где                                                  

 ,),(0 10 ctxc ≤≤< αη                                                  (64) 

21),(,),(,),(,),(,),(,),(,),( ctttxtxtxqtxrtxtxk t ≤+− ρββη αααααα ,    

210 ,, ссс  – положительные постоянные,    tt ≤≤ 10 ,    .,...,2,1 p=α  
В предположении существования регулярного решения получена следующая 

априорная оценка 









+







 ′+≤ ∫ ∫
′

2

)(0
0

22
0

2

)( 1
2

1
2

||)(||||||)(||||
GW

t

G
GW

xudxdftMu τµ , 

где  M(t) – зависит только от входных данных задачи (38), (61) – (63). 
 
В качестве одного из способов решения нелокальной краевой задачи (38), (61) – 

(63) рассмотрим итерационный метод, который сводит решение нелокальной крае-
вой задачи к решению последовательности локальных задач. 
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Итерационный процесс для задачи (38), (61) – (63) будем строить следующим 
образом: 

),,(
1

1

txfuL
t

u s
s

+=
∂

∂ +
+

   ,),( TQtx ∈                                        (65) 

∫ ′+′′=′ −−

+ t sss

dxluttxlutxtxП
0

1

),,(),(),,(),,0(),,0( τττρβ αααα ,    Tt ≤≤0 ,       (66) 

),,(),,(),,(),,(
11

txltxlutxltxlП
ss

′−′′=′− +

+

++

+

ααααααα µβ ,    Tt ≤≤0 ,           (67) 

)()0,( 0

1

xuxu
s

=
+

,   Gx ∈ ,                                              (68) 

где  s = 0, 1, 2, …   –  итерационный индекс. В качестве нулевого приближения 
0

u  
можно взять, например, значение решения в начальный момент времени )(0 xu . 

В предположении существования регулярного решения получена следующая 
оценка погрешности метода (65) – (68): 

( ) 2

)(

0

0

122

)(

1

0
1
2

1
2

||||)(|||| maxmax GW
Tt

s

GW

s

Tt

uuTMTuu −≤−
≤≤

++

≤≤
. 

Из оценки следует, что при  1)(2 <TMT  итерационный метод (65) – (68) схо-

дится в норме )(1
2 GW . Сходимость итерационного процесса может быть обеспечена 

за счет малости времени T, то есть сходимость будет только в малом. 
Для решения задачи (38), (61) – (63) применим метод конечных разностей. То-

гда на сетке τωh  дифференциальной задаче поставим в соответствие разностную 
схему, порядка аппроксимации )|(| τ+hO : 

ϕ+Λ= yty
t

)~( ,      τωhtx ∈),( ,                                           (69) 

,)(
0

,0,
)1(

0,
)1(

∑−=+
=

−
+

−
+

−

j

s

s
NjsNtxx yyyya τρβγ

αα

α

α

α
ααα       0=αx ,                  (70) 

,))((
,, αααα µβγ

αααα ++++ −=+− NNtxNx
yyya       αα lx = ,                       (71) 

)()0,( 0 xuxy = ,    hx ω∈ ,                                               (72) 

где                                                       ,)~()~(
1
∑

=

Λ=Λ
p

tt
α

α  

ydyryryyayt
xxtxxxx ααααααα αααααα

γ −+++=Λ −+
,)( )()()~( . 

Пусть ),( txu  – решение задачи (38), (61) – (63), j
iji ytxy =),(  – решение разно-

стной задачи (69) – (72). Тогда, подставляя  uzy +=  в (69) – (72), получим задачу 
для z: 

ψ+Λ= ztz
t

)~( ,    τωhtx ∈),( ,                                                (73) 

,)(
0

,0,
)1(

0,
)1(

αααα τρβγ
αα

α

α

α
−

=
−

+
−

+
− −∑−=+ v

j

s

s
NjsNtxx zzzza        0=αx ,             (74) 

  ,))((
,, αααα αααα

βγ ++++ −=+− vzzza NNtxNx
      αα lx = ,                      (75) 

0)0,( =xz ,   hx ω∈ ,                                                        (76) 
где )|(| τψ += hO , )|(| τν α +=− hO , )|(| τν α +=+ hO  – погрешности аппроксимации на 
решении задачи (38), (61) – (63). 
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Для решения задачи (73) – (76) справедлива следующая априорная оценка 

( )∑
=′

++≤
j

j

jjj

GW

j Mz
1

2'
2

2'
1

2'2

)(
|||||||| 1

2
τννψ .                                 (77) 

 
Тогда справедлива следующая 

Т е о р е м а   8.  Пусть выполнены условия (64), тогда в классе достаточно 
гладких коэффициентов уравнения и граничных условий решение разностной задачи 
(69) – (72) при малом ),,( 2100 сссττ ≤  сходится к решению дифференциальной за-

дачи (38), (61) – (63) со скоростью )|(| τ+hO  в сеточной норме )(1
2 GW  так, что 

справедлива априорная оценка 

( )∑
=′

++≤
j

j

jjj

GW

j Mz
1

2'
2

2'
1

2'2

)(
|||||||| 1

2
τννψ , 

где М – положительная постоянная, не зависящая от || h  и τ . 
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