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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Жидкие и аморфные металлы и их
сплавы давно привлекали внимание исследователей. Однако в последние
годы интерес к структуре и физико-химическим свойствам некристалли-
ческих систем значительно вырос. Это явилось следствием их широкого
применения в новых отраслях науки и техники. Жидкие металлы широко
используются в качестве теплоносителей в атомных реакторах и рабочих
тел в МГД-преобразователях. Исключительные перспективы практическо-
го применения имеют жидкие полупроводники. Их возможности определя-
ются большим температурным диапазоном устойчивости и отличным со-
четанием термоэлектрических характеристик, что делает их практически
незаменимыми при решении проблемы прямого преобразования тепловой
энергии в электрическую с использованием таких источников как атомная
и солнечная энергия. Закалкой расплавов получают металлические стек-
ла (аморфные системы) – новый класс перспективных материалов, строе-
ние которых близко к строению исходных расплавов, а служебные харак-
теристики (прочность, коррозионная стойкость, магнитные и другие свой-
ства) часто превосходят соответствующие характеристики этих материалов
в кристаллическом состоянии.

Разработка новых технологий и материалов требует информации о ка-
чественных и количественных характеристиках расплавов в широких тем-
пературных и концентрационных интервалах. При этом, весь необходимый
объем информации о структуре, термодинамике, поверхностном натяже-
нии, зависимости изменения концентраций различных компонент и других
параметрах систем не может быть получен экспериментально. В связи с
этим, необходимо развитие методов математического моделирования и ком-
пьютерного анализа жидких металлических систем, позволяющих обраба-
тывать, интерпретировать и объединять разнородные экспериментальные
данные, а также осуществлять компьютерное прогнозирование свойств си-
стем для областей параметров, в которых эксперименты являются крайне
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ресурсоемкими или неосуществимыми. Важно также отметить, что задачи
возникающие при математическом моделировании и компьютерном анализе
жидких металлических систем являются некорректными. Для их решения
необходимо разрабатывать регуляризирующие методы.

Таким образом, развитие методов математического моделирования и
компьютерного анализа для исследовании структуры внутренних и поверх-
ностных областей жидких металлических систем, при изучении термодина-
мики, поверхностного натяжения расплавов и процессов неизотермическо-
го восстановления в жидких металлических системах представляет собой
важную и актуальную задачу.

Цель работы. Целью работы является создание математических моделей и
численных методов для исследования и компьютерного анализа структуры
и физико-химических свойств жидких металлических систем, их программ-
ная реализация и применение разработанного программного обеспечения
для исследования металлических расплавов.

Методы исследования. В качестве основного аппарата решения поставлен-
ных в диссертационной работе задач были использованы аналитические и
численные методы теории некорректных задач, теории ортогональных мно-
гочленов, обыкновенных дифференциальных уравнений и вычислительные
эксперименты с помощью программных средств.

Научная новизна, основные результаты. В диссертации впервые получены
следующие основные результаты:

1. Предложен и обоснован проекционный метод нахождения функций ра-
диального распределения некристаллических систем по дифракцион-
ным данным. На его основе разработан метод компьютерного анализа
расплавов и нахождения структурных переходов в жидкой фазе.
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2. Создан проекционный метод определения функции цилиндрического
распределения атомов поверхностных слоев жидких металлических си-
стем.

3. Созданы бинарные и многокомпонентные математические модели ква-
зиидеальных ассоциированных растворов для описания термодинами-
ки жидких металлических систем с сильным межчастичным взаимо-
действием.

4. Разработан метод определения поверхностного натяжения расплавов
методом лежащей капли, основанный на алгоритмах выделения кон-
туров с помощью метода регуляризации Тихонова и на численном ре-
шении уравнения Юнга-Лапласа.

5. Созданы методы обработки результатов фракционного газового ана-
лиза жидких металлических систем, базирующиеся на предложенных
математических моделях, учитывающих процесс выделения окиси уг-
лерода при восстановлении оксидного включения в образце.

6. Разработано программное обеспечение для проведения комплексных
исследований структуры и физико-химических свойств металлических
расплавов. Программный комплекс применен для анализа широкого
круга металлических расплавов и использован для разработки метал-
лургических технологий.

Достоверность результатов диссертации. Достоверность теоретических ре-
зультатов обеспечивается использованием апробированного математическо-
го аппарата, проведением аналитического и компьютерного тестирования.
Практические результаты, полученные в работе, подтверждены проведен-
ным анализом результатов расчетов для модельных систем и для систем
с известными физико-химическими и структурными свойствами. Для про-
верки достоверности практических результатов также использовано срав-
нение результатов математического моделирования и компьютерного ана-
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лиза экспериментальных данных с данными, получаемыми в других видах
экспериментов.

Практическое значение полученных результатов. Работа носит
фундаментально–прикладной характер. Ее результаты могут быть ис-
пользованы как в дальнейших исследованиях по математическому модели-
рованию жидких и аморфных металлических систем, так и для решения
практических задач разработки и совершенствования металлургических
процессов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и обсуж-
дались на:

Международной конференции «Fourier Analysis and Applications»
(Kuwait, 1998 г.); Международных конференциях «Liquid and Amorphous
Metals» ( Wien, Austria, 1992 г., Metz, France 2004 г., Екатеринбург,
2007 г.); Международной конференции «Тихонов и современная матема-
тика» (Москва, 2006 г.); Российских конференциях «Обратные и некор-
ректно поставленные задачи» (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 1995 г.,
1996 г., 1998–2001 гг.); Международной конференции «Special Functions
2000» (USA, Arizona State University, 2000 г.); Российских и Всесоюзных кон-
ференциях «Строение и свойства металлических и шлаковых расплавов»
(Свердловск, 1986 г., Челябинск, 1990 г., Екатеринбург, 1994 г., Екатерин-
бург, 2001 г.); Международных конференциях «Графикон» (Москва, 2000 г.,
2002–2008 гг.); Международной конференции по обработке изображений
«ICIP2008» (San-Diego, 2008 г.); Международной конференции по анализу и
распознаванию изображений «ICIAR2006» (Porto, 2006 г.); Международном
семинаре «Электрофизические свойства веществ (жидкие металлы и спла-
вы)» (Нальчик, 2001 г.); Всесоюзной конференции «Химия и технология
редких, цветных металлов и солей» (Фрунзе, 1986 г.); IV Всесоюзной кон-
ференции по тепло- и массообменным процессам в ваннах сталеплавильных
агрегатов (Жданов, 1986 г.); III Всесоюзном совещании по химии и техноло-
гии халькогенов и халькогенидов (Караганда, 1986 г.); Всесоюзных совеща-
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ниях «Металлургия марганца» (Тбилиси, 1986 г., Москва, 1991 г.); Шестой
Всесоюзной научной конференции по современным проблемам электроме-
таллургии стали (Челябинск, 1987 г.); Всесоюзной конференции «Пробле-
мы исследования структуры аморфных металлических сплавов» (Москва,
1988 г.); XII Всесоюзной конференции по химической термодинамике и ка-
лориметрии (Горький, 1988 г.); VI Всесоюзной школе-семинаре «Примене-
ние математических методов для описания и изучения физико-химических
равновесий» (Новосибирск, 1989 г.); I Советско-чехословацком симпозиуме
по теории металлургических процессов (Москва, 1989 г.); Втором всесо-
юзном совещании «Применение ЭВМ в научных исследованиях и разра-
ботках» (Москва, 1989 г.); Втором Всесоюзном совещании «Базы физико-
химических и технологических данных для оптимизации металлургических
технологий» (Курган, 1990 г.); Шестом международном конгрессе «Iron
and Steel» (Nagoya, Japan 1990 г.); Всесоюзной конференции «Современ-
ные проблемы информатики, вычислительной техники и автоматизации»
(Москва, 1991 г.); Десятой Всесоюзной конференции «Физико-химические
основы металлургических процессов» (Москва, 1991 г.); Всесоюзном сове-
щании «Моделирование физико-химических систем и технологических про-
цессов в металлургии» (Новокузнецк, 1991 г.); Международной конферен-
ции «Некорректно поставленные задачи в естественных науках» (Москва,
1991 г.); 6-й Международной конференции «Structure of Non-Crystalline
Materials» (Praha, Czech Republic, 1994 г.); Пятой Международной конфе-
ренции «Progress in Analytical Chemistry in the Steel and Metals Industry»
(EC, Luxembourg, 1995 г.); Ежегодном Весеннем Собрании Британской Кри-
сталлографической Ассоциации (Leeds, UK 1997 г.); Национальной конфе-
ренции по применению рентгеновского, синхротронного излучений, нейтро-
нов и электронов ( Дубна, 1997 г.); Международном Конгрессе по аналити-
ческой химии (Москва, 1997 г.); 50th Chemists Conference, British Steel (UK,
1999 г.); Научно-исследовательском семинаре кафедры математической фи-
зики факультета ВМК МГУ имени М.В. Ломоносова, 2009 г.
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Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 50 печат-
ных работах. Из них 21 статья опубликована в журналах, входящих в Пе-
речень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий ВАК РФ.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав, заключения и списка литературы. Список литературы включает 208
наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, ставятся
цели диссертационного исследования, а также кратко излагается содержа-
ние диссертации по главам.

Целью первых двух глав диссертационной работы является построение
и исследование проекционных методов для определения структурных ха-
рактеристик внутренних (глава 1) и поверхностных (глава 2) слоев жидких
металлических систем по экспериментально полученному структурному
фактору, программная реализация проекционных методов и применение
разработанного программного обеспечения для расчета функций радиаль-
ного и цилиндрического распределения атомов ряда некристаллических
систем.

Первый параграф главы 1 диссертации посвящен постановке задачи на-
хождения функции радиального распределения по данным дифракционных
экспериментов и обзору методов ее решения. Функция радиального распре-
деления описывает плотность числа частиц, локальную по отношению к
некоторому, выбранному в качестве начала координат, атому. Она не из-
меряется экспериментально, однако может быть найдена из структурного
фактора, получаемого в результате дифракционного эксперимента. Связь
между функцией радиального распределения и структурным фактором за-
дается уравнением Цернике-Принса. С формальной точки зрения, решение
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этого уравнения сводится к задаче обращения синус-преобразования Фурье
на полупрямой.

Однако на практике экспериментальный структурный фактор может
быть получен только на конечном отрезке и притом с погрешностью. Это
приводит к некорректности задачи нахождения функции радиального рас-
пределения. Продолжение экспериментального структурного фактора, из-
меренного на конечном отрезке, на всю полупрямую не позволяет правиль-
но интерпретировать структуру исследуемых систем.

В данном параграфе разрабатывается проекционный регуляризирую-
щий метод задачи нахождения функции радиального распределения. Реше-
ние задачи ищется в виде линейной комбинации нечетных функций Эрми-
та (собственных функций синус-преобразования Фурье), локализованных
на отрезке, на котором задана экспериментальная информация. Доказаны
свойства функций Эрмита, применяемые далее для обоснования предло-
женных проекционных методов.

Во втором параграфе главы 1 проводится теоретический анализ при-
меняемых в работе проекционных алгоритмов решения задач, возникаю-
щих при анализе структуры жидких металлических систем. Эти алгоритмы
базируются на использовании собственных функций синус-преобразования
Фурье и преобразования Ганкеля. Доказана сходимость приближенных ре-
шений соответствующих интегральных уравнений при стремлении длины
отрезка задания структурного фактора к бесконечности и нормы ошибки
данных - к нулю.

В третьем параграфе на основе общих результатов второго параграфа
разработан метод нахождения функции радиального распределения ато-
мов. Приведены результаты вычислительных экспериментов, показываю-
щие эффективность предложенного метода.

В четвертом параграфе главы 1 предложен и обоснован проекционный
метод решения интегрального уравнения Фредгольма I-го рода, возникаю-
щего при решении уравнения дифракции некристаллических систем. Со-
ответствующий оператор A рассматривается действующим из L2[0, a] в
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L2[0, a], a < ∞. Применение в этой задаче проекционного метода, основан-
ного на разложении решения по собственным функциям оператора A∗A,
приводит к вычислительным проблемам, связанным с наличием большого
числа близких по величине собственных значений. В связи с этим, возника-
ет вычислительная проблема выбора собственных функций. Теоретически
обосновано, что эта проблема может быть решена на основе использования
в разложении решения функций Эрмита. В ряде вычислительных экспери-
ментов показано, что применение функций Эрмита позволяет значительно
сократить количество функций, используемых для достижения заданной
точности и получить более гладкое решение.

Пятый параграф главы 1 содержит описания алгоритмов, использован-
ных при реализации проекционных методов, и созданного программного
комплекса для исследования структуры некристаллических систем. В нем
приведены результаты расчета функции радиального распределения ряда
некристаллических систем.

В шестом параграфе главы 1 для задачи расчета характеристик внут-
ренних областей расплава предлагается и исследуется метод анализа струк-
турных зависимостей, использующий дополнительную информацию об об-
ласти локализации функции радиального распределения атомов системы.
Приведены примеры эффективного применения метода для анализа тем-
пературной зависимости структуры металлов. С помощью данного метода
подтверждено наличие фазового перехода второго рода в жидком цезии
при температуре 590 K. Показана перспективность использования метода
при обработке данных экспериментов, основанных на обработке протяжен-
ной тонкой структуры (Extended X-ray Absorption Fine Structure, сокращен-
но EXAFS), наблюдаемой в рентгеновских спектрах поглощения. Показана
возможность получения оценки снизу нормы структурного фактора. Опи-
сан программный пакет, реализующий предложенный метод.

Вторая глава посвящена математическому моделированию и компью-
терному анализу поверхностных слоев металлических систем, принципи-
ально важных для исследования структуры расплавов. Практический ин-
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терес к изучению поверхностных слоев продиктован тем, что многие метал-
лы получают в расплавленном состоянии. Состав и строение исходных фаз
оказывают влияние на свойства и служебные характеристики затвердевше-
го материала. При этом, наиболее важными для целого ряда технологий
являются характеристики поверхности металла.

В первом параграфе главы 2 приводится постановка задачи компьютер-
ного анализа поверхностных слоев металлических систем. Описан электро-
нографический метод структурного анализа, позволяющий выделить со-
ставляющую дифракционной картины, относящуюся к поверхностным сло-
ям вещества. Приведено обоснование математической модели, используе-
мой при описании структуры расплавов. Показано, что вблизи поверхности
можно ввести функцию цилиндрического распределения атомов и получить
аналог уравнения Цернике-Принса в цилиндрической системе координат.

При интерпретации результатов дифракционных экспериментов для ис-
следования поверхностных слоев металлических систем возникает задача
расчета функции цилиндрического распределения атомов, которая ослож-
няется тем, что исходные данные известны не на всем отрезке. Существую-
щие методы не учитывают в полной мере специфику задачи, что также при-
водит к необходимости создания специализированного метода. В качестве
такого специального метода предложен проекционный метод, основанный
на разложении решения в ряд по функциям Лагерра - собственным функци-
ям преобразования Ганкеля нулевого порядка. Обоснование предложенного
проекционного метода численного решения задачи расчета функции цилин-
дрического распределения атомов на основе общих результатов параграфа
2 главы 1 приведено в параграфе 2 главы 2.

В третьем параграфе главы 2 описана общая схема проекционного алго-
ритма расчета функции цилиндрического распределения атомов и показана
применимость проекционного метода анализа структурных зависимостей,
использующего оценку длины интервала локализации функции цилиндри-
ческого распределения атомов системы.

Использование проекционного метода в практических задачах исследо-
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вания жидких металлических систем и при разработке металлургических
процессов требует многократных расчетов функций распределения. Это, в
свою очередь, требует разработки быстрого варианта проекционного мето-
да. В параграфе 4 главы 2 предложен и обоснован метод быстрого вычисле-
ния интегралов, определяющих коэффициенты разложения проекционного
метода, использующего собственные функции преобразования Ганкеля ну-
левого порядка, на основе квадратуры наивысшей алгебраической степени
точности. Исследованы вычислительные проблемы, возникающие при ис-
пользовании квадратуры Гаусса-Лагерра, и предложен эффективный метод
их решения. Проведены оценка ускорения вычисления коэффициентов про-
екционного метода и расчет реального ускорения для ряда тестовых задач.
Предложен и исследован быстрый проекционный метод на основе квадра-
туры Гаусса-Эрмита для алгоритма, использующего собственные функции
синус-преобразования Фурье.

В пятом параграфе главы 2 приведены примеры расчета функции цилин-
дрического распределения поверхностных слоев медно-германиевых рас-
плавов на основе проекционного метода. Проведено сравнение полученных
характеристик структуры поверхностных областей расплавов с характе-
ристиками внутренних областей, рассчитанных по независимо найденным
функциям радиального распределения.

Шестой параграф главы 2 содержит описание численной реализации
предлагаемого проекционного метода нахождения функции цилиндриче-
ского распределения атомов и созданного программного комплекса для
исследования структуры некристаллических систем.

Целью третьей и четвертой глав диссертационной работы является
разработка математических моделей и методов компьютерного анализа
термодинамики и поверхностного натяжения металлических расплавов, а
также процессов неизотермического восстановления в жидких металличе-
ских системах при фракционном газовом анализе.
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В третьей главе рассматриваются задачи моделирования термодина-
мических свойств жидких металлических систем.

В первом параграфе главы 3 разработана математическая модель квази-
идеальных ассоциированных растворов для описания термодинамики жид-
ких металлических систем с сильным межчастичным взаимодействием. По-
казана единственность решения задачи нахождения мольной доли ассоци-
ата в растворе. Описан численный метод решения обратной задачи по на-
хождению параметров модели.

Во втором параграфе главы 3 рассмотрена задача нахождения термо-
динамических характеристик многокомпонентных растворов по данным о
бинарных системах. Разработан метод ее решения, основанный на использо-
вании модели квазиидеальных ассоциированных растворов. Описано при-
менение метода для анализа термодинамики жидкой полупроводниковой
системы In-Sb-Sn.

В третьем параграфе главы 3 даны примеры применения разработан-
ных бинарной и многокомпонентной моделей ассоциированных растворов
для компьютерного анализа термодинамических свойств расплавов систем
Al-Ni-Cr, Fe-C и систем на основе марганца. Рассмотрено применение мо-
дели квазиидеальных ассоциированных растворов для моделирования ква-
зиравновесных процессов в расплавах. Поставлена и исследована обрат-
ная задача для модели процесса испарения бинарного расплава. Приведе-
ны примеры ее решения для нахождения относительных потерь испарения
расплавов. Разработан метод компьютерного анализа процесса рафиниро-
вания расплавов железа от меди.

В четвертом параграфе главы 3 описан созданный пакет программ для
расчета термодинамики расплавов.

В пятом параграфе главы 3 на основе анализа реакции взаимодействия
оксида с углеродом тигля разработана модель для расчета температуры на-
чала восстановления оксидных включений. Проведен анализ процесса вос-
становления для ряда оксидов, важных с практической точки зрения.

В шестом параграфе главы 3 описаны интерфейс и структура программ-
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ного модуля, разработанного для расчета температур восстановления ок-
сидных включений. Его использование позволяет эффективно анализиро-
вать результаты обработки данных фракционного газового анализа, опи-
санного в главе 4.

Глава 4 посвящена компьютерному анализу поверхностного натяжения
металлических расплавов и процессов неизотермического восстановления в
жидких металлических системах.

Первая часть главы 4 посвящена задаче определения поверхностного
натяжения методом "лежащей капли". Поверхностное натяжение являет-
ся одной из наиболее важных характеристик металлических расплавов,
используемой при разработке современных металлургических технологий.
Как правило, необходимы экспрессные методы его определения, позволяю-
щие в режиме реального времени влиять на качество выпускаемой продук-
ции. При этом, основным используемым методом является метод "лежащей
капли". В данном методе капля помещается на горизонтальную подложку
или в специальную чашку с острыми краями, образующую строгую окруж-
ность и затем изучается ее меридиональное сечение. Метод "лежащей кап-
ли"позволяет определять капиллярную постоянную и плотность расплава.
В настоящее время в металлургии особое внимание уделяется использова-
нию современных компьютеров для обработки данных таких эксперимен-
тов.

В первом параграфе главы 4 рассмотрена общая задача выделения кон-
туров на изображении. Решение этой задачи необходимо для выделения
границ капли металла на фотографии. Проведен анализ существующих ал-
горитмов выделения границ и методов подавления шума для повышения
качества нахождения границ.

Во втором параграфе главы 4 разработаны методы сглаживания одно-
мерных сигналов и подавления шума на фотографиях, ориентированные
на выделение контуров объектов. В одномерном случае рассматривают-
ся задачи восстановления неизвестной исходной функции ū ∈ W n

2 [−1, 1],
(n = 1, 2) по ее приближению uδ ∈ L2[−1, 1]. В качестве решения этой зада-
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чи используется функция uα(δ) ∈ W n
2 [−1, 1], минимизирующая функционал

Тихонова:

‖u− uδ‖2
L2[−1,1] + α(δ)

∥∥∥∥∥
dn

dxn
u

∥∥∥∥∥

2

L2[−1,1]
.

Получены аналитические представления для функций, реализующих ми-
нимум функционала Тихонова при n = 1 и n = 2. Эти представления
позволяют в явном виде записать производные от сглаженных функций,
используемые в дальнейшем для нахождения контуров объектов.

Проведен анализ применения данных регуляризирующих методов для
выделения контуров объектов на изображении. Показано, что для задачи
выделения контуров метод регуляризации Тихонова с n = 2 дает лучшие
результаты, чем метод при n = 1.

В третьем параграфе главы 4 разработан численный метод решения об-
ратной задачи, состоящей в определении поверхностного натяжения. Метод
основан на разработанных алгоритмах выделения контуров изображений
и численном решении нелинейного дифференциального уравнения Юнга-
Лапласа. Также предложен и реализован численный метод нахождения по-
верхностного натяжения на основе приближенной формулы Дорсея.

В четвертом параграфе главы 4 дано описание созданного программного
комплекса для компьютерной обработки данных метода "лежащей капли".
Приведены результаты тестирования программ и результаты компьютер-
ного анализа металлических систем. На примере системы Al-Ni проведен
расчет адсорбции системы с использованием разработанного пакета и про-
грамм главы 3.

Вторая часть главы 4 посвящена созданию методов обработки результа-
тов фракционного газового анализа жидких металлических систем, осно-
ванных на предложенных математических моделях, описывающих процесс
выделения окиси углерода при восстановлении оксидного включения в об-
разце.

В пятом параграфе главы 4 рассмотрена постановка задачи неизотер-
мического восстановления в жидких металлических системах, разработана
математическая модель процессов, протекающих в аппарате. Разработан
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численный метод определения функции изменения концентрации CO до
прохождения газодинамической системы аппарата по измеренному сигна-
лу.

В шестом параграфе главы 4 предложены и исследованы математиче-
ские модели выделения CO при восстановлении оксидного включения в
образце (выделение кислорода из объема образца; выделение кислорода с
поверхности образца с учетом и без учета термодинамики расплава). Про-
ведено качественное сравнение моделей при описании экспериментальных
данных.

В седьмом параграфе главы 4 приведены алгоритмы обработки и анали-
за экспериментальных кривых фракционного газового анализа. Описан раз-
работанный пакет программ, позволяющий производить определение типов
оксидных включений и их количественного содержания в образце. Даны
примеры практического применения программного комплекса.

В Заключении приведены основные результаты, выносимые на защиту.
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