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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áóðíî ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ïðîèçâîäñòâà, ýêîíîìèêè è íàóêè. Âñå áîëüøóþ ïîïó-
ëÿðíîñòü çàâîåâûâàåò ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îáùåïðèíÿòûì è íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Öåëüþ èññëåäîâàíèé â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îáû÷íî, ÿâëÿåòñÿ óâåëè-
÷åíèå òåõ èëè èíûõ ïîêàçàòåëåé ïðîöåññà. Òàêèå öåëè ðåàëèçóþò ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,
èçâåñòíûå â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî, èç-çà ñëîæíîñòè ðåàëüíûõ ïîñòà-
íîâîê, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ çàäà÷ åñëè è âîçìîæíî,
òî äàåò ëèøü êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû. Òàêèì îáðàçîì, îñòðî îùóùàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
èíñòðóìåíòîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò äàòü îêîí÷àòåëüíûå
ðåçóëüòàòû, ãîòîâûå ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ.

Ê ñîæàëåíèþ, òàêèõ èíñòðóìåíòîâ íå î÷åíü ìíîãî, è îíè íå ñëèøêîì ðàçíîîáðàçíû. Â
îñíîâíîì, ýòî ïðîãðàììíûå ïàêåòû, êîòîðûå, îäíàêî, äëÿ ñâîåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðå-
áóþò ñåðüåçíîãî âìåøàòåëüñòâà ëþäåé, õîðîøî ðàçáèðàþùèõñÿ êàê â òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, òàê è â êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, ðåàëèçîâàííûõ â äàííîì ïàêåòå. À
òàê êàê òàêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êàê è ïàðàìåòðîâ êàæäîãî èç íèõ, ìîæåò áûòü äîñòà-
òî÷íî ìíîãî, òî åäèíñòâåííûìè ëþäüìè, ñïîñîáíûìè áîëåå èëè ìåíåå ýôôåêòèâíî ðåøàòü
çàäà÷è ñ ïîìîùüþ òàêèõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ èõ ðàçðàáîò÷èêè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ íà åãî îñíîâå
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîëüçîâàòåëÿì ïîëó÷àòü ïðàêòè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû. Äëÿ ïîñëåäíåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðåáîâàíèÿ ê çíàíèÿì îïåðàòîðà â îáëàñòÿõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëè íåâåëèêè, à òàêæå, ÷òîáû ñòåïåíü
àâòîìàòèçìà áûëà ìàêñèìàëüíà.

Òðóäíîñòè â ðàçðàáîòêå ýòîé ïðîáëåìû îáóñëîâëåíû åå ñëîæíîñòüþ � â ñâîåé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè áåñêîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçà-
öèè. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì ïðÿìîé ïîäõîä îïòèìèçà-
öèè íà ñåòêå ïî âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ëîêàëüíûõ âàðèàöèé. Òðóäîåìêîñòü òàêîãî ïîä-
õîäà êðàéíå âåëèêà, òåì íå ìåíåå, ýòî íå ïîìîãàåò èçáàâèòüñÿ îò ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå
ýêñòðåìóìû. Äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáîèõ êîíöàõ òðàåêòîðèè íåîáõîäèìî íà÷àëü-
íîå óïðàâëåíèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè, ÷òî ÷àñòî âûëèâàåòñÿ â íåîáõîäèìîñòü
ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì.

Ñîçäàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìíî-
ãèå èç êîòîðûõ ðàáîòàþò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷
óäàåòñÿ äîêàçàòü ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ,
à òàêæå ïîëó÷èòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ëèíåéíûå æå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ, îáû÷-
íî, ëèíåàðèçàöèåé èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì è íå â ïîëíîé ìåðå îòðàæàþò ïîâåäåíèå
ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäû
ïîñëåäîâàòåëüíîé ëèíåàðèçàöèè, íî îíè ïðåäúÿâëÿþò æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê âûáîðó íà-
÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Îñíîâíîé ðåàëèçàöèåé èäåè ñâåäåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å êî-
íå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Èñïîëüçîâàíèå åãî
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû (ò.í. íåïðÿìûå ìå-
òîäû). Îäíàêî íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè, è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ íåãî, òðåáóþò äîïîëíè-
òåëüíîé ïðîâåðêè. Ïîýòîìó êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì ñòðîèòü âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöå-
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äóðû, îïèðàÿñü íå íà íåîáõîäèìûå, à íà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Îäíàêî çàäà÷à ñîçäàíèÿ
óíèâåðñàëüíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà îñíîâå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð
íåðàçðåøåííîé, íåñìîòðÿ íà óñïåõè â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðîñòåéøèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷, îñíîâàííûìè íà ïðèí-
öèïå ìàêñèìóìà, ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è ïðî-
åêöèè ãðàäèåíòà. Îäíèì èç èõ íåäîñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ óçêàÿ ïðèìåíèìîñòü � çàäà÷è ñî
ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì è ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ìîäèôèêàöèé
ýòèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì øòðàôîâ ðàñøèðÿþò êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷
è óëó÷øàþò ðåçóëüòèðóþùóþ òî÷íîñòü. Áîëåå ñåðüåçíûì èõ íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ ïëîõàÿ
ñõîäèìîñòü è íåîáõîäèìîñòü â õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â áîëüøèíñòâå ïîñòàíîâîê ñâîäÿòñÿ ê êðàåâîé çà-
äà÷å äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä
ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà àâòîìàòè÷åñêîì ñâåäåíèè è äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèè ÷èñëåííîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Îäíàêî çäåñü íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, à èìåííî, ÷àñòî ïðèñóòñòâóþùóþ íåãëàäêîñòü èëè ðàçðûâ-
íîñòü ïðàâîé ÷àñòè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ÎÄÓ, âî èçáåæàíèå âîçìîæíûõ íåïðèÿòíîñòåé
íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü àäåêâàòíûå ìåòîäû ñãëàæèâàíèÿ. Í.Í. Ìîèñååâ, Ð.Ï. Ôåäîðåíêî
è äðóãèå ó÷åíûå ñõîäÿòñÿ â òîì, ÷òî íàèáîëåå àäåêâàòíûìè è òî÷íûìè ìåòîäàìè ðåøå-
íèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ
çàäà÷ (Π-ñèñòåì), ïðèçíàâàÿ â òî æå âðåìÿ, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà). Ýòî îáóñëàâëèâàåò
íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â äàííîì íàïðàâëåíèè.

Îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
áóðíî ðàçâèâàåòñÿ ñ 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ñ òîãî ìîìåíòà, êàê áûë ñôîðìóëèðîâàí
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ð.
Áåëëìàíà. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, îñíîâíûå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ âûçâàíû íåîáõîäèìîñòüþ ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó, ðàçðûâíîñòüþ ïðàâîé ÷à-
ñòè ñèñòåìû, áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ ñèñòåì, íàëè÷èåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ îãðàíè÷åíèé, â
ò.÷. íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûå êîîðäèíàòû, ìíîæåñòâåííîñòüþ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òåõ èëè èíûõ òðóäíîñòåé, à òàêæå ó÷åòà îñîáåííîñòåé ðàçëè÷íûõ çàäà÷,
ñîçäàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ïðèâåäåì êðàòêóþ óñëîâíóþ êëàññèôèêàöèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

1. ïðÿìûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå äèñêðåòèçàöèþ çàäà÷è ñ ïîñëåäóþùèì ñâåäåíèåì
ê çàäà÷àì íåëèíåéíîãî(êâàäðàòè÷íîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà
èñïîëüçóþùèå àïïðîêñèìàöèþ Ãàëåðêèíà è èñïîëüçóþùèå èòåðàòèâíîå èíòåãðèðî-
âàíèå;

2. ïðÿìûå ìåòîäû, âêëþ÷àþùèå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå ïðèðà-
ùåíèÿ äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà;

3. ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ëîêàëüíûõ âàðèàöèÿõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîñòðàí-
ñòâå óïðàâëåíèé;

4. ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îñíîâàííûå íà ïðîöåäóðàõ ëèíåàðèçàöèè è
âàðèàöèè óïðàâëåíèé;

5. ìåòîäû øòðàôíûõ ôóíêöèîíàëîâ èëè ðàñøèðåííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
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6. ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, (ìåòîäû Íüþòîíà, êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû, ìåòîäû ãðàäè-
åíòíîãî òèïà, ìåòîäû ïðîãîíêè); ñðåäè íèõ îñîáåííî âûäåëèì ìåòîäû, îñíîâàííûå
íà ïðîäîëæåíèè ïî ïàðàìåòðó (ãîìîòîïèè);

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, (Ï-ñèñòåì), êàê èìåþùèì íåïîñðåäñòâåííîå
îòíîøåíèå ê òåìå äàííîé ðàáîòû.

Ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî êàðäèíàëüíî îòëè÷íûõ ïîäõîäîâ.
Ïåðâûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ëþáîé èòåðàöèè òî÷íî óäîâëåòâîðÿþòñÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûå ñâÿçè, à çíà÷åíèÿ íåâÿçîê ïî êðàåâûì óñëîâèÿì ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííîé,
çíà÷åíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Òàêîé ïîäõîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ñòðåëüáû (Shooting
method). Äîñòîèíñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íåâûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîãî óðàâ-
íåíèÿ (íå ïðåâûøàþùàÿ ÷èñëî êðàåâûõ óñëîâèé). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
êðàåâûõ íåâÿçîê ìîæíî ðåøàòü ëþáûì èç ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ (ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñ-
êà, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ìåòîä Íüþòîíà è åãî îáîáùåíèÿ). Îäíè èç ïåðâûõ
ðàáîò ïî ïðèìåíåíèþ ìîäèôèêàöèé ìåòîäà Íüþòîíà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
áûëè âûïîëíåíû Â.Ê. Èñàåâûì è Â.Â. Ñîíèíûì1. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ðÿä âàðèàöèîí-
íûõ çàäà÷ äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ áûë ðåøåí Â.Í. Ëåáåäåâûì, êîòîðûé òàêæå
øèðîêî èñïîëüçîâàë ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà. Êàê îòìå÷àåòñÿ Í.Í. Ìî-
èñååâûì, íåñìîòðÿ íè íà êàêèå ìîäèôèêàöèè, ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà íåâîçìîæíî
áåç óäîâëåòâîðèòåëüíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòó ïðîáëåìó ïðèçâàí ðàçðåøèòü ìå-
òîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñî÷åòàíèå ýòîãî ïîäõîäà è ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó áûëî ïðåäëîæåíî Ñ.Í. Àââà-
êóìîâûì è Þ.Í. Êèñåëåâûì2. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäà áóäåò äàíî â ñëåäóþùèõ
ñåêöèÿõ.

Âòîðîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðåøåíèÿ ñðåäè ìíîæåñòâà òåõ ôóíêöèé, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì. Òàêèå ðåøåíèÿ ìîæíî íàõîäèòü ìåòîäàìè, îñíî-
âàííûìè íà ïåðåíîñå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � ìåòîäàìè ïðîãîíêè. Ýòà èäåÿ âûñêàçûâàëàñü
íåçàâèñèìî ðÿäîì àâòîðîâ (Â.Í. Ëåáåäåâ, Í.Í. Ìîèñååâ, Ð.Ï. Ôåäîðåíêî è äð.), íà åå
îñíîâå áûëè ïðåäëîæåíû ðàçíîîáðàçíûå ñõåìû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷.

Òðåòèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ êàê â îòêàçå îò òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé, òàê
è äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöè-
îíàëà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ íåâÿçêè ïî êðàåâûì è äèôôåðåíöèàëüíûì ñâÿçÿì. Îí áûë
ïðåäëîæåí À.Â. Áàëàêðèøíàíîì è ïîëó÷èë íàçâàíèå ýïñèëîí-ìåòîäà.

Âûáîð â ïîëüçó ïåðâîãî ïîäõîäà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó
áûë ñäåëàí, îñíîâûâàÿñü íà ðÿäå âîçìîæíîñòåé:

- ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìåòîä, ïðèãîäíûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
â áîëüøèíñòâå ïîñòàíîâîê (íàïðèìåð, ñ íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì, ñ ðàçëè÷íûìè
òèïàìè îãðàíè÷åíèé);

- ïîçâîëÿåò ñèëüíî îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìåòîäîì Íüþòîíà è åãî ìîäèôèêàöèÿìè;

1Èñàåâ Â.Ê., Ñîíèí Â.Â. Îá îäíîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
// Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1963. Ò.3, �6.

2Avvakumov S.N., Kiselev Yu.N. Boundary value problem for ordinary di�erential equations with applications
to optimal control // Spectral and Evolution Problems. 2000. Vol 10. Simferopol, Ukraine.
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- âîçìîæåí öåëûé ðÿä ìîäèôèêàöèé è îáîáùåíèé ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ îñîáî ñëîæíûõ
çàäà÷;

- ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ñòàíäàðòíûõ, õîðîøî èçó÷åííûõ ïðîöåäóðàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè.

Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìîùíûì ÷èñëåííûì èí-
ñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâ-
íûì åãî äîñòîèíñòâîì ïåðåä êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèñóùàÿ åìó ïðè îïðå-
äåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü. Îäíàêî, îí íå òàê øèðîêî èçâåñòåí,
êàê êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, âî ìíîãîì èç-çà òîãî, ÷òî äîñòàòî÷íî ñêóäíî îñâåùåí â ðóññêî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Ó. Ëåâåðüå (1886) è À. Ïóàíêàðå (1892). Ïî-âèäèìîìó, âïåð-
âûå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ áûë ïðèìåíåí áåëüãèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Ì. Ëýåì (Lahaye, 1934) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü
êðèâîé ðåøåíèé îí èñïîëüçîâàë äèñêðåòíîå ïðîäîëæåíèå ïîñðåäñòâîì ìåòîäà Íüþòîíà.
Ïîçæå Ëàýé ðàññìîòðåë òàêæå è ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â áîëåå ýôôåêòèâíîì äèôôåðåíöè-
àëüíîì âèäå ìåòîä ñôîðìóëèðîâàë Ä.Ô. Äàâèäåíêî3 è ïðèìåíèë åãî ê øèðîêîìó êëàññó
çàäà÷, òàêèõ, êàê îáðàùåíèå ìàòðèö, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé, âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèö, ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî-âèäèìîìó, ýòó æå èäåþ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðèìåíÿëè íåñêîëüêî ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ çàäà÷ Â.À.
Ôîê (1946) è Â.Ñ. Êèðèÿ (1951), à íåìíîãî ïîçæå Í.À. Øèäëîâñêàÿ (1958). Âïîñëåäñòâèè,
ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ è ïðîñòåéøèõ âà-
ðèàöèîííûõ çàäà÷ Â.Å. Øàìàíñêèì4, Ðîáåðòñîì è Øèïìýíîì (1967). Â êîíöå 70-õ, íà÷àëå
80-õ ãîäîâ Êåëëåðîì è Ïåðñåëëîì áûëè ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ, îá-
ëàäàþùèå ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòüþ ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Êðóïíûé âêëàä â ðàçâèòèå ìåòîäà âíåñëè Ý.È. Ãðèãîëþê, Â.È. Øàëàøèëèí è Å.Á.
Êóçíåöîâ5, èõ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå îñíîâàòåëüíûõ îòå÷åñòâåííûõ òðó-
äîâ ïî ìåòîäó ïðîäîëæåíèÿ. Ñ 80-õ ãîäîâ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷àì
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçâèâàåòñÿ Ñ.Í. Àââàêóìîâûì, Þ.Í. Êèñåëåâûì è Ì.Â. Îð-
ëîâûì6.

Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè ÕÕâ. ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå è ïîïóëÿðèçàöèþ ìåòîäà
âíåñëè çàðóáåæíûå ìàòåìàòèêè Îëãîóýð è Ãåîðã. Áëàãîäàðÿ èõ âåëèêîëåïíîé ðàáîòå7,
ðàññìàòðèâàåìàÿ òåìà ïîëó÷èëà ñèëüíûé òîë÷îê ê ðàçâèòèþ.

Îñíîâíîé òåìîé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ê çàäà-
÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíî ðàçëè÷íûõ
ïóòåé. Â íàñòîÿùåé ãëàâå èçëàãàåòñÿ îäèí èç ïóòåé, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà,
ïîêàçàâøèé ñåáÿ ýôôåêòèâíûì, à òàêæå ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõîäû ê åãî ðàçâèòèþ.

Îáçîð ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ, â îòëè÷èå îò äðóãèõ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ñëàáî îáåñïå÷åíû óíèâåðñàëüíûìè

3Äàâèäåíêî Ä.Ô. Î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé // Óêð. ìàò. æóðíàë. 1953.
Ò.5. �2.

4Øàìàíñêèé Â.Å. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ÝÖÂÌ. Êèåâ: Íàóêîâà Äóìêà, 1966.
5Øàëàøèëèí Â.È., Êóçíåöîâ Å.Á. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è íàèëó÷øàÿ ïàðàìåò-

ðèçàöèÿ. Ì.: Ýäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 1999.
6Àââàêóìîâ Ñ.Í., Êèñåëåâ Þ.Í., Îðëîâ Ì.Â. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà

îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà // Òðóäû ÌÈ ÐÀÍ. 1995. Ò.211.
7Allgower E.L., Georg K. Introduction to numerical continuation methods. Berlin: Springer, 1990.
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ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
Èç îòå÷åñòâåííûõ ðàçðàáîòîê ñòîèò îòìåòèòü äèàëîãîâóþ ñèñòåìó îïòèìèçàöèè ÄÈ-

ÑÎ8, à òàêæå ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ÌÀÏÐ è ÊÎÍÓÑ9.
Â ÄÈÑÎ ïðèìåíÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñîãëàñíî òåõíîëîãèè, ðàçðàáîòàííîé ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Þ.Ã. Åâòóøåíêî, âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòîâ âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì ïî ñîãëàñîâàííûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû áåç óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíî-
ñòè çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñèñòåìà îñíàùåíà ðàçâèòûìè äèàëîãîâûìè
ñðåäñòâàìè äëÿ óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì è îðãàíèçàöèè ìíîãîìåòîäíîãî
ðåæèìà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïàêåòû ÌÀÏÐ è ÊÎÍÓÑ îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå ðàçíûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ è áîëüøèõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ïàêåò ÌÀÏÐ âõîäÿò
÷èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì. Â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäàìè ðåäóêöèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå è êà÷åñòâåííîå ðåøåíèå
äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Íà êàôåäðå Îïòèìàëüíîãî Óïðàâëåíèÿ ÂÌèÊ ÌÃÓ ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî èíòåðåñ-
íûõ ïàêåòîâ: ÒÀÕÈÎÍ, ÒÀÉÌÅÐ10, ÏÎÍÒÐßÃÈÍ, èìåþùèõ ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ,
ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå
ìåòîä ïîòåíöèàëîâ è äðóãèå ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Ñðåäè çàðóáåæíûõ ðàçðàáîòîê ïîñëåäíåãî âðåìåíè, ïðåîáëàäàåò ôîðìà ïàêåòà-ðàñøèðåíèÿ
äëÿ Matlab. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ñðåäè òàêèõ ïàêåòîâ ÿâëÿþòñÿ

1. RIOTS9511,

2. MISER312,

3. DIDO13,

4. TOMLAB/GPOCS14,

5. TOMLAB/SOCS15,

6. òàêæå ìîæíî â ýòîò ñïèñîê âêëþ÷èòü FORTRAN/C áèáëèîòåêó DIRCOL16.
8Ãðà÷åâ Í.È., Åâòóøåíêî Þ.Ã. Áèáëèîòåêà ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ //

Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1979. Ò.19, �2.
9Òÿòþøêèí À.È. ×èñëåííûå ìåòîäû è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà îïòèìèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Íî-

âîñèáèðñê: Íàóêà. Ñèá. îòä-íèå, 1992.
10Ðÿáîâ À.Þ., Îðëîâ Ì.Â. Ãðàôè÷åñêèé ïàêåò ÒÀÉÌÅÐ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ.

Ì.: Öåíòð Äèàëîã, ÌÃÓ. 1992.
11Schwartz A.L. Theory and implementation of numerical methods based on Runge-Kutta integration for

solving optimal control problems. Ph.D. Dissertation, Dept. of Electrical Engineering, University of California,
Berkeley, 1996.

12Jennings L.S., Fisher M.E., Teo K.L., Goh C.J. MISER3 optimal control software: theory and user manual.
2002.

13M. Ross. Users Manual For DIDO: A MATLAB Application Package for Solving Optimal Control Problems
// Naval Postgraduate School, Monterey, CA, Tech. Rep. 0401.0, Feb. 2004.

14Rao A.V. Users Manual for GPOCS: A MATLAB Implementation of the Gauss Pseudospectral Method for
Solving Multiple-Phase Optimal Control Problems. Feb. 2008.

15Betts J.T. SOCS: the sparse optimal control software family. Boeing, Tech. Rep., 1996.
16Stryk O. DIRCOL: a direct collocation method for the numerical solution of optimal control problems. 1999.
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Âñå ýòè ïàêåòû èñïîëüçóþò îáùèé ïîäõîä äèñêðåòèçàöèè è ñâåäåíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî(êâàäðàòè÷íîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîïóëÿðíîñòü ýòî-
ãî ìåòîäà îáóñëîâëåíà áûñòðî ðàñòóùèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìîùíîñòÿìè ñîâðåìåííûõ
ÝÂÌ. Ïðåèìóùåñòâàìè äàííîãî ò.í. ïðÿìîãî òèïà ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü
ñ ïëîõèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îòñóòñòâèå ñåðüåçíûõ îãðàíè÷èâàþùèõ ïðåäïîëîæå-
íèé (íàïðèìåð, íåò ïðîáëåìû îñîáûõ ðåæèìîâ). Ê èõ íåäîñòàòêàì îòíîñèòñÿ ãðóáîñòü
ðåøåíèÿ (âûïîëíåíèå óñëîâèé ëèøü â óçëàõ ñåòêè), ñèëüíûé ðîñò âû÷èñëèòåëüíûõ çà-
òðàò ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè, îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ.

Ïàêåò RIOTS95 âûäåëÿåòñÿ èç ýòîãî ñïèñêà òåì, ÷òî èñïîëüçóåò ïîäõîä èòåðàòèâíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåäóêöèè çàäà÷è, â îòëè÷èå îò ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè Ãàëåðêèíà (òàêæå
èçâåñòíîãî, êàê �collocation method�). Ýòî îáóñëàâëèâàåò ïðåèìóùåñòâà â ñêîðîñòè ðåøå-
íèÿ (áëàãîäàðÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷è), òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè
ðåçóëüòàòîâ. Ê íåäîñòàòêàì RIOTS95 ìîæíî îòíåñòè îãðàíè÷åííóþ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå ïðèñóòñòâèå ëèøü ÷àñòíîãî âèäà îãðàíè÷åíèé
íà óïðàâëåíèå.

Ïàêåò MISER3(äîñòóïåí òàêæå â âèäå FORTRAN-áèáëèîòåêè) èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîç-
âîëÿåò èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ-ïîäïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (FFSQP, MINOSS è NPSOL). Ê íåäîñòàòêàì ìîæíî îòíåñòè ïðî-
ñòóþ èíòåðïîëÿöèþ óïðàâëåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Êðàéíå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ïàêåòû DIDO è TOMLAB/GPOCS, â íèõ èñïîëüçóåò-
ñÿ êóñî÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ôàçîâûõ è óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà è êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà-Ëîáàòòî. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè,
íàçûâàåìûé ïñåâäîñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì Ëåæàíäðà, ïðèìåíÿåìûé â ìîäåëèðîâàíèè ïî-
òîêà æèäêîñòè, îáëàäàåò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â
DIDO èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíûé ðåøàòåëü SNOPT, â TOMLAB/GPOCS � îäèí èç ðåøà-
òåëåé TOMLAB/SNOPT, /KNITRO, /NPSOL èëè /CONOPT.

Ïðåèìóùåñòâàìè ïàêåòà TOMLAB/SOCS ÿâëÿåòñÿ ìîùíàÿ ñèñòåìà ðàáîòû ñ áîëüøè-
ìè ðàçðåæåííûìè ñèñòåìàìè, à òàêæå âîçìîæíîñòü óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåïðÿ-
ìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü
î÷åíü ïîëåçíà äëÿ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè, òàê êàê îíè, êàê ïðàâèëî, íå îáåñïå÷èâàþò
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè èç-çà âûñîêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ê íåäîñòàòêàì ýòîãî êîì-
ïëåêñà ìîæíî îòíåñòè íåäîñòàòî÷íîñòü àâòîìàòèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ìåòîä DIRCOL ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëîæíèêîì ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïàêåòàõ 2-5, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ áèáëèîòåêà ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìîé.
Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíî-

ãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â øèðîêîé ïîñòàíîâêå è
ñîçäàíèå íà åãî îñíîâå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ïîñòðîåíèå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êî-
íå÷íîìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ øèðîêîé îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè;

• ñâåäåíèå ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ýêñòðåìàëè äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â
øèðîêîé ïîñòàíîâêå ê ðåøåíèþ êîíå÷íîìåðíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (ïîñòàíîâêè âêëþ÷àþò
íåëèíåéíûå ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé è óïðàâëåíèþ ñèñòåìû, ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ,
øèðîêèé êëàññ êðàåâûõ óñëîâèé è îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå);
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• àäàïòàöèÿ ìåòîäà äëÿ îñîáåííîñòåé âîçíèêàþùèõ óðàâíåíèé, òàêèõ êàê îòñóòñòâèå
ãëàäêîñòè;

• àâòîìàòèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âïëîòü äî çàäàíèÿ ïîëüçîâàòåëåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêè è òðåáóåìîé òî÷íîñòè;

• ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñ øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè ïðåäâàðèòåëüíîé îá-
ðàáîòêè èíôîðìàöèè è âûâîäà ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí íîâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ âåêòîðíûõ
óðàâíåíèé íà îñíîâå ñõåìû ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó(ñ êîððåêöèåé) ñ ó÷å-
òîì íåòî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ïîëó÷åíà è äîêàçà-
íà îöåíêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ äëÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Èññëåäîâàí
è îáîñíîâàí ïîäõîä �ìíîãîòî÷å÷íîé ðåäóêöèè� äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ
ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

2. Ðàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ýêñ-
òðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà â ñëåäóþùèõ êëàññàõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: íåëè-
íåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷, ñ íåãëàäêîé îáëàñòüþ óïðàâëåíèÿ, àôôèííûõ çàäà÷
ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

3. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé äèíàìèêîé,
ñ ôóíêöèîíàëàìè èíòåãðàëüíîãî è òåðìèíàëüíîãî âèäà, ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè êðà-
åâûõ óñëîâèé, ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è ñìåøàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè. Êîìïëåêñ àïðîáèðîâàí íà ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåìàìè, ëåììàìè, ñòðîãè-
ìè àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, à òàêæå ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ (ãëàâà 4).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íîâèçíà ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íà îñíîâå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè íåîá-
õîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ìàòðèöû ßêîáè. Ïðåèìóùåñòâîì
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïåðåä êëàññè÷åñêèìè íåòî÷íûìè è êâàçè-íüþòîíîâñêèìè ìåòîäàìè
çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè.
Ó÷åò ïîãðåøíîñòåé ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîçâîëèë ïðèìåíèòü ìåòîä ê ðå-
øåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäà ìíîãîòî÷å÷íîé ðåäóêöèè ïîç-
âîëèëî ðàñøèðèòü îáëàñòü íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, â íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ; îáîñíîâàíî êà÷åñòâî ïîëó-
÷àåìîãî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ïîèñêà ýêñòðåìàëè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäëîæåíà
íîâàÿ ìåòîäèêà âíåäðåíèÿ ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ â ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ, ïîçâîëèâøàÿ
ïðèìåíèòü åãî ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ ñ íåãëàäêîé îáëàñòüþ óïðàâëåíèÿ. Ïîñòðîåííûå
àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ðàñøèðèëè îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà êëàññû íåëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ è çàäà÷
ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîèñê ýêñòðåìàëåé ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì â èññëåäî-
âàíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðåãóëÿðíûå ýêñòðåìàëè, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêèìè ïðåèìóùåñòâàìè ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ: êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ, âîçìîæíîñòü èñïîëüçâàíèÿ àïïðîêñèìèðîâàííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, îòñóòñòâèå
ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé íà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé äèíàìèêîé, ñ ôóíêöèîíàëàìè
èíòåãðàëüíîãî è òåðìèíàëüíîãî âèäà, ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè êðàåâûõ óñëîâèé, ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðîãðàìíûé
êîìïëåêñ ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè äëÿ îáðàáîòêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå
âûâîäà èõ â ãðàôè÷åñêîì è òàáëè÷íîì âèäå. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ âîñ-
òðåáîâàí â ó÷åáíîì è íàó÷íîì ïðîöåññå è óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ íà êàôåäðå Îïòèìàëüíîãî
Óïðàâëåíèÿ ÂÌèÊ ÌÃÓ.

Ïóáëèêàöèè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ïå÷àò-
íûõ ðàáîò [1]�[8], â òîì ÷èñëå ðàáîòà [5] ïðåäñòàâëåíà â æóðíàëå ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ¿, âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèé ÂÀÊ ÐÔ. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äîëîæåíû íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ïî ôóíäà-
ìåíòàëüíûì íàóêàì ¾Ëîìîíîñîâ-2003¿ [7]; íà XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåí-
òîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2007¿ [8]; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÂÌèÊ ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Þ.Ñ. Îñèïîâà
è ïðîôåññîðà Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî, à òàêæå íà íàó÷íîì ñåìèíàðå îòäåëà Äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ ã.Åêàòåðèíáóðã ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Â.Í. Óøàêîâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè �
149 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 35ðèñóíêîâ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 133 íàèìåíîâàíèÿ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïðîáëåìû, ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè, ïðèâî-
äÿòñÿ ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû, ïðîâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû, ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ñîçäàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñõîæèõ çàäà÷.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Φ(p) = 0, ãäå p ∈ Rn, Φ : Rn → Rn. (1)

Ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ãîìîòîïèè � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ (C1 -ãëàäêàÿ) ôóíê-
öèÿ

H(p, µ), H : Rn+1 → Rn, (2)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì H(p, 0) = g(p) , H(p, 1) = Φ(p) .
Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ãîìîòîïèÿ Íüþòîíà, èìåþùàÿ âèä

H(p, µ) = Φ(p)− (1− µ)Φ(p0). (3)

Â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé ãîìîòîïèè èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà.Ïóñòü íîëü � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè H . Òîãäà ñóùåñòâóåò C1 -
ãëàäêàÿ êðèâàÿ (p(s), µ(s)) : H(p(s), µ(s)) = 0, s ∈ R.

Ïðîâîäèòñÿ îáçîð ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ãîìîòîïèè, èñïîëüçóþùèõñÿ â ò.÷. äëÿ ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïèøåì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ è ìîùíûõ ìåòîäîâ �
äèôôåðåíöèàëüíîå ïðîäîëæåíèå.
Ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü ∀µ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(p, µ) = 0

p = p(µ), 0 ≤ µ ≤ 1, (4)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ p(µ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà [0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

p(0) = p0,

à âäîëü ðåøåíèÿ (4) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè Φ

det
dΦ

dp
6= 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî µ óðàâíåíèå H(p(µ), µ) = 0 , ÷òî ýêâèâàëåíòíî Φ(p(µ)) =
(1− µ)Φ(p0) , ïîëó÷èì:

dΦ

dp

∣∣∣∣
p=p(µ)

dp(µ)

dµ
= −Φ(p0), (5)

ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ p(0) = p0 ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè:
dp

dµ
= −

[
dΦ

dp

]−1

Φ(p0),

p(µ)|µ=0 = p0, 0 ≤ µ ≤ 1.

(6)

Óòâåðæäåíèå. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè çàäà÷à ïîèñêà êîðíÿ èñõîäíîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (6) p∗ = p(µ)|µ=1 .

Àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè êðèâîé, ó÷èòûâàþùèé íåòî÷-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè, ìàòðèöû ßêîáè, ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ìàøèííûå
îøèáêè îêðóãëåíèÿ, � ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñ êîððåêöèåé Íüþòîíîâñêîãî
òèïà.
Âõîäíûå äàííûå

1. p0 ∈ RN ; // Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

2. h = 1/S , ãäå S ∈ N ; // Ðàçìåð øàãà

3. ε0 > 0 , ε1 > 0 . // Êîíñòàíòû àïïðîêñèìàöèè

Àëãîðèòì ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé

1. Âûáðàòü v0 ∈ RN òàê, ÷òî äëÿ δ0 = Φ(p0)− v0 âûïîëíåíî ‖δ0‖ ≤ ε0h
2/3 ;

2. k = 0 ; µk = 0 ;

3. µk+1 = µk + h ;
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4. Âûáðàòü Ak ∈ RN×N òàê, ÷òî äëÿ ∆k = Φ′(pk)−Ak âûïîëíåíî ‖∆k‖ ≤ ε1h è ‖∆k‖ <
‖Φ′(pk)‖ ;

5. Âû÷èñëèòü fk èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Akfk = −v0 ;

6. qk+1 = pk + hfk ;

7. Âûáðàòü vk ∈ RN òàê, ÷òî äëÿ δk = Φ(qk+1)− vk âûïîëíåíî ‖δk‖ ≤ ε0h
2/3 ;

8. Âû÷èñëèòü Hk = vk − (1− µk)v0 ;

9. Âû÷èñëèòü sk+1 èç ÑËÓ Aksk+1 = Hk ;

10. pk+1 = qk+1 − sk+1 ;

11. k = k + 1 ; åñëè k < S ïåðåéòè ê øàãó 3;

12. Êîíåö; ðåçóëüòàò: pS .

Äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà î êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ãîìîòîïèè ïðåäëîæåí-
íûì ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïðè íåòî÷íîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(p) è åå ìàò-
ðèöû ßêîáè Φ′(p) .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∀µ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò p∗(µ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(p, µ) ≡

Φ(p) − (1 − µ)Φ(p0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü P
ìíîæåñòâà

⋃
µ∈[0,1] p

∗(µ), ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ôóíêöèè Φ(p). Òîãäà
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ε0 , ε1 è ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð øàãà hmax òàêèå, ÷òî äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (pk, µk), ïîñòðîåííîé àëãîðèòìîì ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé, âûïîëíåíî
óñëîâèå:

‖H(pk, µk)‖ < 2εvh
2, ïðè 0 < h ≤ hmax, (7)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk íå âûõîäèò èç P .
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ){
ẋ = f(x, t),

K(x(a), x(b)) = 0,
, x ∈ Rn, K : Rn × Rn → Rn. (8)

Îïèñûâàåòñÿ ïðîñòåéøèé îäíîòî÷å÷íûé ôîðìàëèçì ñâåäåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê çàäà÷å ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Îáî-
çíà÷èì x(p, t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(x, t), x(t∗) = p, (9)

ãäå t∗ ∈ [a, b] � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
Òîãäà ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Φ(p) = 0 , ãäå

Φ(p) = K(x(p, a), x(p, b)), Φ : Rn → Rn. (10)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè, íàçûâàåìóþ âíåø-
íåé çàäà÷åé: 

dp

dµ
= −

[
dΦ

dp

]−1

Φ(p0),

p(µ)|µ=0 = p0, 0 ≤ µ ≤ 1,

(11)
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Âíóòðåííåé çàäà÷åé îáû÷íî íàçûâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîé âàðèàöèè,
ðåøàåìàÿ êàæäûé ðàç ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè Φ(p) .
Óòâåðæäåíèå. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8) ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (11)

p∗ = p(µ)|µ=1 .
Âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Φ(p) è åå ìàòðèöû ßêîáè ñ ëþáîé

íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ äåëàåò âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå ê êðàåâîé çàäà÷å àëãîðèòìà
ïðîäîëæåíèÿ.
Ëåììà 1.(î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ

ÎÄÓ) Ïóñòü ôóíêöèè F (·, ·) è K(·, ·) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ñî-
âîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(p, t) ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå
[a, b] â íåîáõîäèìîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ p∗ . Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè Φ(p) âûïîëíåíî ïðåäïî-
ëîæåíèå ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ Φ(p) = 0, ýêâèâàëåíòíîãî êðàåâîé çàäà÷å 8,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, äëÿ íåãî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ
êîððåêöèåé.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ãîìîòîïèè Íüþòîíà, èñ-
ïîëüçóåìîé äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïðèñóòñòâèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà â ïðàâîé ÷àñòè ÎÄÓ.
Ýòà ñõåìà èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñãëà-
æèâàíèåì îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèé ìî-
äèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé.
Âõîäíûå äàííûå

1. p0 ∈ RN ; // Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

2. h = 1/S , ãäå S ∈ N ; // Ðàçìåð øàãà

3. ε0 > 0 , ε1 > 0 . // Êîíñòàíòû àïïðîêñèìàöèè

Àëãîðèòì ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé äëÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì

1. k = 0 ; µk = 0 ;

2. µk+1 = µk + h ;

3. Âûáðàòü vk ∈ RN òàê, ÷òî äëÿ δk = Φ̃′
µ(pk, µk) + Φ̃(p0, 0)− vk âûïîëíåíî ‖δk‖ ≤ ε0h ;

4. Âûáðàòü Ak ∈ RN×N òàê, ÷òî äëÿ ∆k = Φ̃′
p(pk, µk) − Ak âûïîëíåíî ‖∆k‖ ≤ ε1h

è ‖∆k‖ < ‖Φ̃′
p(pk, µk)‖ ;

5. Âû÷èñëèòü fk èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Akfk = −vk ;

6. qk+1 = pk + hfk ;

7. Âûáðàòü Hk ∈ RN òàê, ÷òî äëÿ δ̃k = H(qk+1, µk+1)−Hk âûïîëíåíî ‖δ̃k‖ ≤ ε0h
2/3 ;

8. Âû÷èñëèòü sk+1 èç ÑËÓ Aksk+1 = Hk ;

9. pk+1 = qk+1 − sk+1 ;

10. k = k + 1 ; åñëè k < S ïåðåéòè ê øàãó 2;

11. Êîíåö; ðåçóëüòàò: pS .
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Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ãîìîòîïèè ìåòîäîì
ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ∀µ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò p∗(µ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(p, µ) ≡

Φ̃(p, µ)−(1−µ)Φ̃(p0, 0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü P̃
ìíîæåñòâà

⋃
µ∈[0,1](p

∗(µ), µ), ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ôóíêöèè Φ̃(p, µ).
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ε0 , ε1 è ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð øàãà hmax òàêèå, ÷òî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pk, µk), ïîñòðîåííîé àëãîðèòìîì ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé,
âûïîëíåíî óñëîâèå:

‖H(pk, µk)‖ < ε0h
2, ïðè 0 < h ≤ hmax, (12)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pk, µk) íå âûõîäèò èç P̃ .
Ýòîò àëãîðèòì è ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì çà îäèí ïðîõîä àëãîðèòìà ïðîäîëæåíèÿ.
Êàê èçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè ïðè áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè [a, b] , çàäà÷à Êîøè ìîæåò

áûòü íåóñòîé÷èâîé, à ëîêàëüíàÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè Φ â óðàâíåíèè Φ(p) = 0
ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêà. Èç-çà óêàçàííîé ïðîáëåìû, Í.Í. Ìîèñååâ17 äåëàåò âûâîä î
íåâîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïîñðåäñòâîì òàêîãî ïîäõîäà (ñëåäóåò çàìåòèòü,
÷òî â óêàçàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä Íüþòîíà). Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ýòà ïðîáëåìà ñòîèò íå òàê îñòðî, òàê êàê íàëè÷èå ñõîäèìîñòè íå
çàâèñèò â ÿâíîì âèäå îò âèäà ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå, â ïëîõèõ ñëó÷àÿõ äàæå çàäà÷à âûáîðà
êîððåêòíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà
âñåì îòðåçêå, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ò.í. ìíîãîòî÷å÷íûé
ïîäõîä ðåäóêöèè êðàåâîé çàäà÷è ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ. Òàêîé ïîäõîä èçâåñòåí â çà-
ðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ïîä íàçâàíèåì ¾multiple shooting¿. Èäåÿ åãî áûëà ïîëîæåíà Ìîð-
ðèñîíîì, Ðàéëè è Çàíêàíàðî (1962), êîòîðûå ïðåäëîæèëè ïîä ýòèì íàçâàíèåì ìåòîä äëÿ
÷àñòíîãî âèäà êðàåâûõ çàäà÷. Â ðàññìàòðèâàåìîì àâòîðîì âèäå ìåòîä áûë ïðåäëîæåí,
íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, Îñáîðíîì (M.R. Osborne, 1968). Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå
ìåòîä èññëåäîâàëñÿ Ìîíàñòûðíûì Ï.È., Êèãóðàäçå È.Ò., Ñàìîéëåíêî À.Ì., Ðîíòî Í.È.

Îòðåçîê âðåìåíè [a, b] ðàçáèâàåòñÿ íà s ÷àñòåé a = t1, . . . , ts+1 = b . Âåêòîð ïåðåìåííûõ
ñîñòàâëÿåòñÿ èç s òî÷åê èñêîìîé òðàåêòîðèè p = {p1 = x(t1), . . . , ps = x(ts)} .

Îáîçíà÷èì xi(p, t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(x, t), x(ti) = pi. (13)

Â ôóíêöèþ Φ ê êðàåâûì óñëîâèÿì äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèè â
ìîìåíòû âðåìåíè ti :

Φ(p) =


K(x1(p, a), xs(p, b)),

x1(p, t2)− p2,

. . .

xs−1(p, ts)− ps,

 , Φ : Rns → Rns. (14)

Âíåøíÿÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îäíîòî÷å÷íîìó ïîäõîäó, ïðè ýòîì
çäåñü â s ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî,
ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû

17Ìîèñååâ Í.Í. ×èñëåííûå ìåòîäû â òåîðèè îïòèìàëüíûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1971.
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èìåþùèå íåâûñîêóþ ðåñóðñîåìêîñòü. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå s
êîðîòêèõ çàäà÷ Êîøè, åå òðóäîåìêîñòü íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ñóòü îïèñàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îòêàçàòüñÿ îò ñîõðàíåíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè â ìîìåíòàõ ti . Â êîíå÷íîì ðåøåíèè ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà â ýòèõ òî÷êàõ
ñòÿíóòñÿ è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè áóäóò âûïîëíåíû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Â ñëåäóþùåé
òåîðåìå äîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìíîãîòî÷å÷íîãî ïîäõîäà, ìîæíî ïîëó÷èòü íåïðåðûâíîå ðåøåíèå (òðàåêòîðèþ) òîãî æå
ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò ε∗ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ≤ ε∗ è p∗ = (p∗1, . . . , p

∗
s), óäîâëå-

òâîðÿþùåãî ‖Φ(p∗)‖ < ε, âûïîëíåíî ‖K(x1(p∗, a), x1(p∗, b))‖ < C · ε, ãäå C - íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà äëÿ çàäàííîé êðàåâîé çàäà÷è.

Çäåñü â êà÷åñòâå íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè âçÿòà ôóíêöèÿ x1(p∗, t) , ò.å. íà÷àëüíîå óñëî-
âèå äëÿ çàäà÷è Êîøè x(a) = p∗1 .
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìàëè, êîòîðàÿ ýêâèâà-
ëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ
ẋ = f(x, u, t), x ∈ Rn,

u ∈ U ⊂ Rm,

x(0) ∈ X0, x(T ) ∈ X1,

T → min,

(15)

óïðàâëåíèå u(·) ïðèíàäëåæèò êëàññó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íà÷àëüíîå X0 è
òåðìèíàëüíîå X1 ìíîæåñòâà � âûïóêëûå êîìïàêòû(â ò.÷. òî÷êè), çàäàííûå ñîîòâåòñòâó-
þùèìè îïîðíûìè ôóíêöèÿìè c(X, ξ) = max

x∈X
(x, ξ) . Îáëàñòü óïðàâëåíèÿ U � ãëàäêèé

âûïóêëûé êîìïàêò.
Çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H(x, ψ, u, t) = (f(x, u, t), ψ). (16)

Ïðåäïîëîæåíèå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìèçàòîð ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-
Ïîíòðÿãèíà

u∗(x, ψ, t) = arg max
u∈U

H(x, ψ, u, t). (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî(ñëåäñòâèå
ñòðîãîé âûïóêëîñòè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûïîëíåíû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåî-
ðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîé ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ψ , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé ñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå â ñîâîêóïíîñòè ñ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìîé äàåò ñèñòåìó ÎÄÓ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:{

ẋ = Hψ(x, ψ, u∗(x, ψ, t), t),

ψ̇ = −Hx(x, ψ, u
∗(x, ψ, t), t).

(18)

Êðàåâûå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè:

x(0) = c′(X0, ψ(0)), x(T ) = c′(X1,−ψ(T )), (19)

15



â ÷àñòíîì ñëó÷àå òî÷åê îíè âûãëÿäÿò òàê:

x(0) = x0, x(T ) = x1.

Äëÿ çàäà÷ ñ íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì, òàêèõ êàê çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ, ïðåäëàãà-
åòñÿ ñäåëàòü çàìåíó âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ = t

T
è ââåñòè âðåìÿ T â ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.
ẋτ = T ·Hψ(x, ψ, u∗(x, ψ, τ), τ),

ψ̇τ = −T ·Hx(x, ψ, u
∗(x, ψ, τ), τ),

Ṫτ = 0,

τ ∈ [0, 1].

(20)

Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè, ñâÿçàííîé ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ê óìíîæåíèþ ñîïðÿæåí-
íîé ïåðåìåííîé íà êîíñòàíòó, òðåáóåòñÿ ïðèíÿòü óñëîâèå íîðìèðîâêè ñîïðÿæåííîé ïå-
ðåìåííîé íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì 2n + 1 ÄÓ è ñòîëüêî æå
êðàåâûõ óñëîâèé.

Äëÿ çàäà÷ ñ äðóãèìè òèïàìè ôóíêöèîíàëîâ ìåíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ è ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåé ñåêöèè,
ê ïîñòàâëåííûì êðàåâûì çàäà÷àì íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ óñëîâèé. Òðåáóåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ fxx , (f0)xx , fxu , (f0)xu , à òàêæå (u∗)x è (u∗)ψ .

Äëÿ àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû,
ò.å. íåâûðîæäåííîñòè ãðàäèåíòà

H ′
u(x, ψ, t) 6= 0

ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêèé âèä ìàêñèìèçàòîðà

u∗(x, ψ, t) =
dc(U, ξ)

dξ

∣∣∣∣
ξ=H′

u(x,ψ,t)

. (21)

Ëåììà 2. (î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé ê êðàåâîé çàäà÷å ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·, ·, ·) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, à òàêæå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûé ìàêñèìèçàòîð u∗(·, ·, ·), èçâåñòíûé òî÷íî(àíàëèòè÷åñêè). Ïóñòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ìíîæåñòâ X0, X1 . Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1 î
ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè Φ(p). Òîãäà äëÿ êðàåâîé
çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ëåììû 1, ò.å. ê íåé ìîæíî ïðèìå-
íèòü ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé. Äëÿ àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ òðåáîâàíèå
C1 -ãëàäêîñòè u∗ ìîæíî çàìåíèòü òðåáîâàíèåì ãëàäêîñòè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ.

Äî ñèõ ïîð ïðèíèìàëîñü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îáëàñòü óïðàâëåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
êîìïàêòîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíèêà) ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîë-
æåíèÿ ïî ïàðàìåòðó íàïðÿìóþ íåâîçìîæíî, ò.ê. íå îáåñïå÷èâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ìàêñèìèçàòîðà, ñëåäîâàòåëüíî íàðóøàþòñÿ ïðåäïîëî-
æåíèÿ ãëàäêîñòè è ðåãóëÿðíîñòè.

Äëÿ óñòðàíåíèå îïèñàííîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå àâòîìàòè÷åñêîãî ñãëà-
æèâàíèÿ îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ñãëàæèâàåòñÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì ν ∈ [ν1, ν0] . Ñãëàæèâàíèå âíåäðÿåòñÿ â ñõåìó ïðîäîëæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ìîäèôèöèðîâàííîé ãîìîòîïèè Íüþòîíà, à ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ ν âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïàðàìåòð ãîìîòîïèè µ ∈ [0, 1] :

ν = ν0

(
ν1

ν0

)µ

,

ãäå ν0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ, ν1 � êîíå÷íîå çíà÷åíèå ðàâíîå
òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Äëÿ çàäà÷ ñî ñãëàæèâàíèåì ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåê-
öèåé. Ïðîâåäåíû âûêëàäêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðåáóåìûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñäåëàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3. (î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé ê êðàåâîé çàäà÷å ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà â ÇÎÓ ñî ñãëàæåííîé îáëàñòüþ óïðàâëåíèÿ) Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïî-
ëîæåíèÿ ëåììû 2, ìàêñèìèçàòîð u∗ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî ν , à
òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà ïîèñê ýêñòðåìàëè Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ ν1 ìîæíî ïðî-
èçâåñòè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ
ñ êîððåêöèåé (òåîðåìà 2).
Çàìå÷àíèå. Äëÿ àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ òðåáîâàíèå C1 -ãëàäêîñòè u∗ ìîæ-

íî çàìåíèòü òðåáîâàíèåì ãëàäêîñòè ñãëàæåííîé îáëàñòè óïðàâëåíèÿ Ũ(µ) ∀µ , è C1 -
ãëàäêîñòè ïî ν åå îïîðíîé ôóíêöèè c̃(ξ1, ξ2, ν) .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ àâòîìàòè÷åñêèì ñãëàæè-
âàíèåì îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âñåãî ëèøü îäíîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòî-
äîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ÷òî ìíîãîêðàòíî ýôôåêòèâíåå êëàññè÷åñêîãî ïîýòàïíîãî
óìåíüøåíèÿ ïàðàìåòðà. Äëÿ îáëàñòåé óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ öåëèêîì èëè â ñå÷å-
íèè ìíîãîìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû âèä ñãëàæåííîé îïîðíîé ôóíêöèè âîçìîæíî ñòðîèòü
àâòîìàòè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì ïðèìåðîì.

Äî ýòîãî ìîìåíòà ñâåäåíèå çàäà÷è ÎÓ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è
äàëüíåéøåå ðåøåíèå åå ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðîèçâîäèëîñü â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ìàêñèìèçàòîð ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà çàäàí àíàëèòè÷åñêè. Ìíîãèå
ðåàëüíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè ïî óïðàâëåíèþ, è â áîëüøèíñòâå èç íèõ íàéòè
åãî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà
÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ìàêñèìèçàòîðà ñ àíàëèòè÷åñêèì âû÷èñëåíèåì åãî ïðîèçâîäíûõ.

Âàæíîé ÷àñòüþ ýòîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé â çàäà÷å
ïîèñêà ìàêñèìèçàòîðà íà íåçàâèñèìûå ÷àñòè(ïî ôóíêöèîíàëó è îãðàíè÷åíèÿì). Ýòî ïîç-
âîëÿåò íå òîëüêî óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íî è âûäåëèòü ëèíåéíóþ
÷àñòü, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíà àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü ìàêñèìèçàòîðà. Â ðåçóëüòàòå èìååì
ðàçèòåëüíîå óìåíüøåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ïðîèçâîäíûå ìàêñèìèçàòîðà íåëèíåé-
íîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó â ñëó÷àÿõ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå îáëàñòè
óïðàâëåíèÿ èëè âíóòðè íåå, ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ïðîâåäåíû. Äëÿ äàííîãî òèïà
çàäà÷ äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 4. (î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé ê íåëèíåéíîé ïî óïðàâ-

ëåíèþ çàäà÷å ñ íåòî÷íûì âû÷èñëåíèåì ìàêñèìèçàòîðà) Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæå-
íèÿ ëåììû 2 çà èñêëþ÷åíèåì àíàëèòè÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìèçàòîðà. Òîãäà ïðè íàä-
ëåæàùåì âûáîðå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìèçàòîðà è âû÷èñëåíèè åãî ïðîèçâîäíûõ
ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì � ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ íåëè-
íåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé
(ëåììû 1).

Â ïîñëåäíåé ñåêöèè äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ àôôèííûå çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè
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îãðàíè÷åíèÿìè â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå

ẋ = f(x, v, u, t), t ∈ [0, T ],

g(x, v, u, t) = 0, d(g) = d(v),

hi(x, u, t) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ d(h),

K(p) = 0, p = (x0, xT ),

u ∈ U,

J(u) → min
u
,

p ∈ P, (x, v, u, t) ∈ Q,

(22)

ãäå P ⊂ R2n , Q ⊂ R1+n+r � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, çàäàþùèå ¾æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî¿
çàäà÷è. Ïóñòü âõîäÿùèå ôóíêöèè èìåþò àôèííûé âèä

f(x, v, u, t) ≡ f0(x, t)v + f1(x, t)u+ f2(x, t),

g(x, v, u, t) ≡ g0(x, t)v + g1(x, t)u+ g2(x, t),

hi(x, u, t) ≡ 〈ni(x, t), u〉+mi(x, t).

Âõîäÿùèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì êëàññàì

x(·) ∈ AC([0, T ]), v(·), u(·) ∈ L∞([0, T ]).

Çäåñü ïðèñóòñòâóþò âåêòîð óïðàâëåíèé u , îãðàíè÷åííûé êîìïàêòîì U , à òàêæå âåêòîð
óïðàâëåíèé v , îáðåìåíåííûé ëèøü ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè g = 0 .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à òàê-
æå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ñîâìåñòíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ äàííîé çàäà÷è
ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû
(44, ñòð. 126)18. Ñ ïîìîùüþ íåãî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé
çàäà÷å (Ï-ñèñòåìå), êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåêîòîðîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàñøèðåííîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ïîðîæäàåò äâå
ïðîáëåìû:

1. Âû÷èñëåíèå ìàêñèìèçàòîðà ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà (íå íàõîäèòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè). Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ýòàïîâ: ïðîâåðêè àêòèâíîñòè
ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé, îãðàíè÷åíèé âèäà u ∈ U , ðåøåíèÿ çàäà÷è îáùåãî âèäà.
Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ àêòèâíîñòè îáîèõ òèïîâ îãðàíè÷åíèé çàäà÷à óñëîâíîé ìàêñèìè-
çàöèè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êóíà-Òàêêåðà ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

λigi(λ) = 0,

gi(λ) ≤ 0,

λi > 0,

λ 6= 0,

1 ≤ i ≤ d(h),

ãäå

gi(λ) ≡

〈
ni, c

′

a− ∑
1≤j≤d(h)

λjnj

〉
+mi.

18Äìèòðóê À.Â., Ìèëþòèí À.À., Îñìîëîâñêèé Í.Ï. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè.
Ì.: Èçä-âî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, 2004.
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Ýòà çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíà ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó, â êîòîðîì áîëüøàÿ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâ îòñóòñòâóåò âñëåäñòâèå óñëîæíåíèÿ ôóíêöèè g . Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.

2. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ßêîáè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ÷òî òðåáóåò ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîé âàðèàöèè, â êîòîðîå âõîäèò ïðîèçâîäíàÿ ìàê-
ñèìèçàòîðà è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåøàííûì îãðàíè÷åíèÿì.
Ðàññìîòðåíû òðè ñëó÷àÿ ñî÷åòàíèÿ àêòèâíîñòè òèïîâ îãðàíè÷åíèé, ïðîèçâåäåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå âûêëàäêè. Â ñëó÷àå àêòèâíîñòè îáîèõ òèïîâ
îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä:

du∗

dz
dλ

dz

 =

(
N 0
I c′′NT

)−1

−∂h
∂z

c′′ · ∂
∂z

(
a−NTλ

)
 .

Ëåììà 5.(î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ñ êîððåêöèåé ê àôôèííîé çàäà÷å ñî
ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìèçàòîðà)
Äëÿ àôôèííûõ çàäà÷ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè âû÷èñëåíèè ìàêñèìèçàòîðà è
åãî ïðîèçâîäíûõ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå òî÷íîñòåé � ê
ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæå-
íèÿ ñ êîððåêöèåé (ëåììû 2).

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïîçâîëèëè ïðèìåíèòü ìîùíûé ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðó ê ðàññìîòðåííûì ñëîæíûì êëàññàì çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèì çàòðóäíåíèÿ äëÿ
ìíîãèõ äðóãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì ïðîãðàììíûé êîì-
ïëåêñ ¾Ñèñòåìà Optimus¿, â êîòîðîì ðåàëèçóþòñÿ ïðåäëîæåííûå ìåòîäû.

¾Ñèñòåìà Optimus¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ ïðîãðàììíóþ ñðåäó äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÎÓ) è äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èãð (ÄÈ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî â øèðîêîì ðàñïðîñòðàíåíèè íå ñóùåñòâóåò
ñêîëüêî-íèáóäü óíèâåðñàëüíîãî ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, àâ-
òîð ðåøèë ñäåëàòü îñíîâíîé îðèåíòàöèåé ñèñòåìû Optimus èìåííî âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ
íàèáîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ÎÓ. Íàðÿäó ñ óíèâåðñàëüíîñòüþ, îäíîé èç èäåîëîãèé ñè-
ñòåìû ÿâëÿåòñÿ óäîáñòâî ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ è ìèíèìèçàöèÿ çàòðàò ñ åãî ñòîðîíû, ÷òî
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü Optimus êàê ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, òàê è
â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

Äîêóìåíò Optimus ñîñòîèò èç íàáîðà áàçîâûõ îáúåêòîâ, ââåäåííûõ ïîëüçîâàòåëåì è
òåêñòà ïðîãðàììû íà êîìàíäíîì ÿçûêå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ âñå îñíîâíûå
äåéñòâèÿ. Êëþ÷ ê óíèâåðñàëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð èëè êîìàíäà
ÿçûêà ñîâåðøàåò íåêîòîðûå äåéñòâèÿ íàä íàáîðîì áàçîâûõ îáúåêòîâ äîêóìåíòà. Ïîä ýòèì
ïîíèìàåòñÿ òî, ÷òî âñå âõîäíûå è âûõîäíûå äàííûå äëÿ êîìàíäû ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè
îáúåêòàìè ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî ìàíèïóëèðîâàòü äàííûìè è ïðåäñòàâëÿòü èõ â
íóæíîé ôîðìå äëÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è, à òàêæå ñîõðàíÿòü è çàãðóæàòü äîêóìåíò áåç
ðåøåíèÿ çàäà÷è çàíîâî.

Ñòðóêòóðà îñíîâíûõ ìîäóëåé ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà:

• Optimus.exe � îñíîâíîé èñïîëíèìûé ìîäóëü, ñîäåðæàùèé äîêóìåíòàëüíóþ ñðåäó,
ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ, êîìàíäíûé ÿçûê;
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• NumMethods.dll � áèáëèîòåêà áàçîâûõ îáúåêòîâ, êîìïèëÿòîðà ôóíêöèé è ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ;

• LinAlg.dll � áèáëèîòåêà ëèíåéíîé àëãåáðû;

• LinAlgSSE2.dll � áèáëèîòåêà ëèíåéíîé àëãåáðû ñ ïîääåðæêîé íàáîðà âåêòîðíûõ èí-
ñòðóêöèé SSE2;

• Graph.ocx � ActiveX-îáúåêò äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ è òàáëèö;

• Graph3d.ocx � ActiveX-îáúåêò òðåõìåðíûõ ãðàôèêîâ.

Òàêæå çäåñü îïèñûâàåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, èíòåðôåéñ (â ò.÷. äèàëîãîâûå îêíà è
îñíîâíûå ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ), áàçîâûå îáúåêòû, êîìàíäíûé ÿçûê ñèñòåìû, èíñòðóìåí-
òàðèé (â ÷àñòíîñòè, ïîäñèñòåìà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ è òàáëèö). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëå-
äóþùèå êëàññû çàäà÷, ðåøàåìûõ êîìïëåêñîì, îñîáåííîñòè ïîñòàíîâîê, ìåòîäû ðåøåíèÿ,
íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû è âûâîäèìûå ðåçóëüòàòû:

• óðàâíåíèå è ñèñòåìà óðàâíåíèé,

• êðàåâàÿ çàäà÷à,

• ïîñòðîåíèå êàðòèíû ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• çàäà÷è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð,

• çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

• çàäà÷à êîíñòðóèðîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ.

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ òèï äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òèïû
ôóíêöèîíàëîâ, òèïû êðàåâûõ óñëîâèé, ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Â ñèñòåìå Optimus äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëè Ïîíòðÿãèíà ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðà-
ìåòðó ïðèìåíÿåòñÿ ñèìâîëüíî-÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâíûå âõîäíûå äàííûå äëÿ êîòî-
ðîãî çàäàþòñÿ êîìàíäíûì ÿçûêîì è áûëè îïèñàíû â ïðåäûäóùåé ñåêöèè. Òàêæå âõîäíûìè
äàííûìè äëÿ íåãî ñëóæàò òî÷íîñòè:

1) óäîâëåòâîðåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (íåâÿçêà),

2) óäîâëåòâîðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé (òî÷íîñòü âíóòðåííåé çàäà÷è Êîøè),

3) òî÷íîñòü ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ (òî÷íîñòü âíåøíåé çàäà÷è Êîøè).

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ýòàïîâ è ðàáîòàåò ïîëíîñòüþ àâòîìàòè÷å-
ñêè. Ýòàïû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé:

1. ñîñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà;

2. îïðåäåëåíèå àôôèííîñòè çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ;

3. ñãëàæèâàíèå îïîðíîé ôóíêöèè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ (â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ àôôèí-
íîñòè è íåãëàäêîñòè);

20



Ðèñ. 1: Ïðîöåäóðà è îñíîâíûå áëîêè ðåøåíèÿ ÇÎÓ

4. íàõîæäåíèå ÿâíîé ôîðìóëû ìàêñèìèçàòîðà â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ àôôèííîñòè è
îòñóòñòâèÿ ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé; ñîçäàíèå ñïåöèàëüíîãî îáúåêòà äëÿ åãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ïî ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìàì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

5. ñîñòàâëåíèå ðàñøèðåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé;

6. ñîñòàâëåíèå êðàåâûõ óñëîâèé.
Íà ýòàïå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ ñèìâîëüíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàííàÿ àâòîðîì.

Ýòàïû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ:

1. îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ñåòêå ìåòîäîì ïðèñòðåëêè èñõîäÿ èç óñëî-
âèÿ ìèíèìóìà íåâÿçêè;

2. ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñ îäíîâðåìåííûì óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ (â
ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ñãëàæèâàíèÿ);

3. èòåðàöèîííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ñãëàæèâàíèÿ äëÿ äîñòè-
æåíèÿ çàäàííîé èòîãîâîé òî÷íîñòè (íåâÿçêè).

Íà ýòàïå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âûñîêîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü êîìïèëÿòîð
ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé(ôóíêöèé), ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðåøåííûõ
ñ ïîìîùüþ Ñèñòåìû Optimus. Ïðèìåðû âêëþ÷àþò âñå ðàññìîòðåííûå êëàññû çàäà÷, ò.å.
íåëèíåéíûå ïî óïðàâëåíèþ, çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäà÷è ñ íåãëàäêîé
îáëàñòüþ óïðàâëåíèÿ. Ïðèìåðû ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ýô-
ôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå êàê ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðå-
øåíèÿìè, òàê è ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè è ïðîãðàììíûìè
êîìïëåêñàìè.

Â çàäà÷àõ 3, 6, 11, 13, 14 ïðèìåíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêîå ñãëàæèâàíèå (ñåêöèÿ 3.1). Çàäà÷è
1, 2, 4, 5, 7 � 10, 12, íåëèíåéíû ïî óïðàâëåíèþ, ïðè èõ ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòà-
òû ñåêöèè 3.2. Çàäà÷è 13, 14 ñîäåðæàò ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì,
ïðåäëîæåííûé â ñåêöèè 3.3.

21



ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

[1] Æóëèí Ñ.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ Cè-
ñòåìû Optimus // Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ: Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ
ÂÌèÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà /ïîä ðåä. Þ.Ñ. Îñèïîâà, À.Â. Êðÿæèìñêîãî, � Ì.:
Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ. 2005. Âûï. 1, Ñ. 158�165.

[2] Æóëèí Ñ.Ñ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæ-
íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Ñáîðíèê ñòàòåé ìîëîäûõ ó÷åíûõ ôàêóëüòå-
òà ÂÌèÊ ÌÃÓ, � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ; ÌÀÊÑ-Ïðåññ.
2006. Âûï. 3. Ñ. 65�76.

[3] Æóëèí Ñ.Ñ. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è åãî ïðèëîæåíèå ê çàäà÷àì îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2007. Ò. 8.
Ñ. 205�217 (http://num-meth.srcc.msu.ru/).

[4] Æóëèí Ñ.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå Ï-ñèñòåì äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôà-
çîâûìè è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Ñáîðíèê ñòàòåé ìîëîäûõ ó÷åíûõ ôàêóëü-
òåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ; ÌÀÊÑ-Ïðåññ.
2007. Âûï. 4. Ñ. 48�56.

[5] Æóëèí Ñ.Ñ. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëè â çàäà÷å îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2007. Ò. 43, �11. Ñ. 1460�
1469.

[6] Æóëèí Ñ.Ñ. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñ êîððåêöèåé è åãî ïðèëîæåíèÿ //
Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà. Ñáîðíèê ñòàòåé, � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë
ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ. 2009. �30. Ñ. 55�94.

[7] Æóëèí Ñ.Ñ. Ñèñòåìà Optimus, ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
// Ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ïî ôóíäàìåí-
òàëüíûì íàóêàì ¾Ëîìîíîñîâ-2003¿, ñåêöèÿ ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåð-
íåòèêà¿. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ; ÌÀÊÑ-Ïðåññ, 2003. Ñ.
6.

[8] Æóëèí Ñ.Ñ. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
// ¾Ëîìîíîñîâ-2007¿: XIV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ; ñåêöèÿ ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà¿: Òåçèñû äî-
êëàäîâ. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ; ÌÀÊÑ-Ïðåññ, 2007. Ñ.
28.

22


