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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ìàòåìàòèêå ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì íàçû-
âàåòñÿ óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â íåñêîëü-
êèõ òî÷êàõ. Ýòî âåñüìà îáùèé êëàññ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à íå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, îäíàêî ñàìî íàçâàíèå ½ôóíê-
öèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ“ îáû÷íî íå îòíîñÿò ê óðàâíåíèÿì ýòèõ òèïîâ. Ïîä
ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â óçêîì ñìûñëå ñëîâà ïîíèìàþò óðàâíå-
íèÿ, â êîòîðûõ èñêîìûå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè îäíî-
ãî èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè îïåðàöèè îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè. Ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü êàê êîíêðåòíû-
ìè ôóíêöèÿìè, òàê è êëàññàìè ôóíêöèé, çàâèñÿùèìè îò ïðîèçâîëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ èëè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé.

Îäíî èç ïðîñòåéøèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé � ýòî óðàâíåíèå Êîøè
f(x + y) = f(x) + f(y). Åãî íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä f(x) = C · x,
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òàêæå îäíèì èç âèäîâ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ îò öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåí-
íûõ è îïåðàòîð ñäâèãà.

Äàæå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñóòü íå ÷òî èíîå êàê
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ïðèâû÷íîé âñåì çàïèñè ýòè çàêîíû âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ◦ b = b ◦ a, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c),

ãäå ◦ � ñèìâîë íåêîòîðîé áèíàðíîé îïåðàöèè. Íî åñëè ïðåäñòàâèòü ýòó îïå-
ðàöèþ â ýêâèâàëåíòíîì âèäå a ◦ b = f(a, b), òî ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç òî, ÷òî
îáû÷íî íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì:

f(a, b) = f(b, a), f
(
f(a, b), c

)
= f

(
a, f(b, c)

)
.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âûðàæåíèå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, õàðàêòåðèçóþùåãî òî èëè
èíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Òàê, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì π ôóíêöèé �
ýòî f(x + π) = f(x), à äëÿ ÷åòíûõ ôóíêöèé � f(x) = f(−x).

Â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷àñòî ïðè-
ìåíÿþòñÿ äëÿ ââåäåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, àâòîìîðôíûå
ôóíêöèè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà f(saz) = f(z),

1



ãäå sa åñòü ýëåìåíò íåêîòîðîé ñ÷åòíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû äðîáíî-ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè �
ïàðîé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé f(z + a) = f(z) è f(z + b) = f(z).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè èçó÷à-
åìîãî êëàññà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ñîñòîèò â âûâîäå
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè àëãåáðàè÷åñêèõ), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âåëè÷èíû,
õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ.

Îáîáùàÿ âûøåèçëîæåííîå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè: îò òåîðèè ìíî-
æåñòâ è îáùåé (óíèâåðñàëüíîé) àëãåáðû äî ñóãóáî ïðèêëàäíûõ íàïðàâëåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îñîáåííî ÷àñòî ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé èñïîëüçóþòñÿ â ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, âêëþ÷àþùèõ òåîðèè ôóíêöèé òîé
èëè èíîé ïðèðîäû.

Åñëè æå îáðàòèòüñÿ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî öå-
ëûå òåîðèè ñòðîÿòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ íà áàçå ïîäõîäÿùèõ ÿçûêîâ ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê, îäíèì èç ïåðâûõ îïðåäåëåíèé ðåêóðñèâíûõ ôóíê-
öèé â òåîðèè àëãîðèòìîâ ñòàëî ýðáðàí-ãåäåëåâñêîå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå
íà ðåøåíèÿõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà1. Ñèñòå-
ìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òåîðèè àâòîìàòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâ-
íîé èíñòðóìåíò êàê äëÿ çàäàíèÿ è èçó÷åíèÿ ñîáñòâåííî êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ
ôóíêöèé, òàê è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ èõ îáîáùåíèé2'

3
'

4.
Â òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé è òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ôóíê-

öèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû òàêæå äîñòàòî÷íî øèðîêî. Óêàæåì
ëèøü òðè ½õðåñòîìàòèéíûõ“ ïðèìåðà. Âñå ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè, çàâèñÿ-
ùèå îò n ïåðåìåííûõ, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

ϕ(x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn)⊕ ϕ(0, . . . , 0) = ϕ(x1, . . . , xn)⊕ ϕ(y1, . . . , yn),

ãäå 0 è ⊕ ñóòü çàäàííûå ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû íîëü è ñëîæåíèå ïî
ìîäóëþ äâà. Âñå ìîíîòîííûå áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì

ϕ(x1, . . . , xn) ∨ ϕ(x1 ∨ y1, . . . , xn ∨ yn) = ϕ(x1 ∨ y1, . . . , xn ∨ yn),

1Êëèíè Ñ. Ê. Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó. Ì.: ÈË, 1957.
2Áàðäçèíü ß. Ì., Òðàõòåíáðîò Á. À. Êîíå÷íûå àâòîìàòû (ïîâåäåíèå è ñèíòåç). Ì.: Íàóêà, 1970.
3Êîáðèíñêèé Í. Å., Òðàõòåíáðîò Á. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1962.
4Êóäðÿâöåâ Â. Á., Àëåøèí Ñ. Â., Ïîäêîëçèí À. Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ. Ì.: Íàóêà, 1986.
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à âñå ñàìîäâîéñòâåííûå áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ � óðàâíåíèåì

ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ̄(x̄1, . . . , x̄n).

Òàêæå ïîäîáíûå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ, êàñàþùèõñÿ, â
÷àñòíîñòè, çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé5'

6
'

7
'

8
'

9
'

10
'

11.
Â íàçâàííûõ âûøå ðàçäåëàõ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ôóíêöèîíàëüíûå

óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ÷àùå âñåãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèé ðàçëè÷íûõ
òèïîâ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé â ðàçíîîáðàçíûõ
áàçèñàõ (ê ïðèìåðó, îöåíêà ãëóáèíû ôîðìóë è ñõåì), â âîïðîñàõ íàäåæíîñòè
è êîíòðîëÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ íàïðàâëåíèé.
Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà øèðîêîå èñïîëüçî-
âàíèå óðàâíåíèé è ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìàòè÷åñêîãî
èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ òåîðèé
áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè íå ïðîâîäèëîñü.

Öåëè äèññåðòàöèè:

• èññëåäîâàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé;

• èçó÷èòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îò
ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò, èñïîëüçóåìûõ â óðàâíåíèÿõ;

• îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé;

• ïîñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè íà îñíîâå
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàíû ðåøåíèÿ
ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ òåîðèé áóëåâûõ ôóíêöèé è

5Èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïîä ðåäàêöèåé Âèíîêóðîâà Ñ. Ô. è Ïåðÿçåâà Í. À. Ì.:

Ôèçìàòëèò, 2001.
6Ãàâðèëîâ Ã. Ï. Èíäóêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé è êîíå÷íàÿ ïîðîæäàåìîñòü êëàññîâ

Ïîñòà. Àëãåáðà è ëîãèêà. 1984. Ò. 23, âûï. 1. Ñ. 88�99.
7Ìàð÷åíêîâ Ñ. Ñ. Çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2000.
8Ìàð÷åíêîâ Ñ. Ñ. Êîíå÷íàÿ ïîðîæäàåìîñòü çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äèñêðåòíûé àíà-

ëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåðèÿ 1. 2005. Ò. 12, � 1. Ñ. 101�118.
9Óãîëüíèêîâ À. Á. Î çàìêíóòûõ êëàññàõ Ïîñòà. Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1988. Âûï. 7. Ñ. 79�88.
10ßáëîíñêèé Ñ. Â., Ãàâðèëîâ Ã. Ï., Êóäðÿâöåâ Â. Á. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè è êëàññû Ïîñòà. Ì.:

Íàóêà, 1966.
11Kuntzman J. Algébre de Boole. Paris: Dunod, 1965.
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ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Ïðåäëîæåí íîâûé ñèëüíûé îïåðàòîð çà-
ìûêàíèÿ, èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà. Âïåðâûå ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëü-
íûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ ïî
òåîðèÿì áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, â èññëåäîâàíèÿõ
êëàññèôèêàöèé ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè íàéäåíà åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà ðàç-
ðåøèìîñòè ñ ãàðàíòèðîâàííî âûñîêîé ñëîæíîñòüþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, ìîäåëèðîâàíèå àáñòðàêò-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ ôîðìóëàìè.

Ïóáëèêàöèè è àïðîáèðîâàíèå. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû íà VI Ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è
åå ïðèëîæåíèÿì (Ìîñêâà, 16 � 20 àïðåëÿ 2007 ã.), XVII Ìåæäóíàðîäíîé
øêîëå-ñåìèíàðå ½Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì“ èìåíè àêàäå-
ìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (Íîâîñèáèðñê, 27 îêòÿáðÿ � 1 íîÿáðÿ 2008 ã.), Âîñü-
ìîé Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì“ (Ìîñêâà, 6 � 9 àïðåëÿ 2009 ã.), XVIII Ìåæäóíàðîäíîé
øêîëå-ñåìèíàðå ½Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì“ èìåíè àêàäå-
ìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (Ïåíçà, 28 ñåíòÿáðÿ � 3 îêòÿáðÿ 2009 ã.), à òàêæå äî-
êëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ½Äèñêðåòíûå ôóíêöèè è ñëîæíîñòü
àëãîðèòìîâ“.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ, ïÿòü èç êîòîðûõ â
ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ïðîôåññîðîì Ñ. Ñ. Ìàð÷åíêîâûì.
Òðè ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 57 íàèìåíîâàíèé. Îá-
ùèé îáúåì ðàáîòû � 83 ñòðàíèöû.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèé è îáçîð
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî âîïðîñàì, ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèè. Êðîìå
òîãî, âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíû öåëè äèññåðòàöèè è îïèñàíà åå ñòðóêòóðà.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îáùèì ñâîéñòâàì ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Â ïàðàãðàôå 1.1 îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, ïðèíÿ-
òûå ïðè èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k−1}, En
k = Ek × Ek × . . .× Ek︸ ︷︷ ︸

n

� n-àÿ äåêàð-

òîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà Ek. Îòîáðàæåíèå f : En
k → Ek íàçîâåì n-ìåñòíîé

ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè (â ñëó÷àå k = 2 � áóëåâîé ôóíêöèåé). Pk � ìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè (ñîîòâåòñòâåííî, P2 � ìíîæåñòâî âñåõ
áóëåâûõ ôóíêöèé). Åñëè Q ⊆ Pk è n > 1, òî ÷åðåç Q(n) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç Q.

Îïðåäåëèì ÿçûê ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç Pk èìååò èíäèâèäóàëüíîå îáîçíà÷åíèå.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç Pk èñïîëüçóåì ñèìâîëû f

(n)
i , êîòî-

ðûå íàçûâàåì ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Íàðÿäó ñ ôóíêöèîíàëüíû-
ìè êîíñòàíòàìè ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, äëÿ êîòîðûõ
èñïîëüçóåì ñèìâîëû ϕ

(n)
i , ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé P

(n)
k . Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íå

ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ, âåðõíèå èíäåêñû ó ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
áóäåì îïóñêàòü. Êðîìå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì îáû÷íûå
èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé Ek.

Ïóñòü Q ⊆ Pk. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä Q : âñÿêàÿ èíäèâèäíàÿ
ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì íàä Q; åñëè t1, . . . , tn � òåðìû íàä Q, f

(n)
i � ôóíêöèî-

íàëüíàÿ êîíñòàíòà, ñëóæàùàÿ îáîçíà÷åíèåì ôóíêöèè èç Q, ϕ
(n)
j � ôóíêöèî-

íàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ

f
(n)
i (t1, . . . , tn), ϕ

(n)
j (t1, . . . , tn)

ñóòü òåðìû íàä Q.
Ðàâåíñòâîì íàä Q íàçûâàåì ëþáîå âûðàæåíèå âèäà t1 = t2, ãäå t1, t2 �

òåðìû íàä Q. Ðàâåíñòâà íàä Q ñ÷èòàåì òàêæå ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíè-

ÿìè íàä Q.
Ïóñòü ϕ

(n1)
i1

, . . . , ϕ
(nm)
im

� âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â
óðàâíåíèå t1 = t2. Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ t1 = t2 íàçûâàåì ñèñòåìó
{f (n1)

j1
, . . . , f

(nm)
jm

} ôóíêöèé èç Pk, êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû êàæäîé ïåðåìåííîé
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ϕ
(ns)
is

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé f
(ns)
js

ïðåâðàùàåò óðàâíå-
íèå t1 = t2 â òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èíäèâèäíûõ
ïåðåìåííûõ. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàä Q ìîãóò áûòü ôóíêöèè,
íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî Q.

Åñëè Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òî ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ξ íàçûâàåì ñèñòåìó ôóíêöèé èç Pk, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî
óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî â ñèñòåìó Ξ.

Èíîãäà áóäåì âûäåëÿòü îäíó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû Ξ,
íàçûâàÿ åå ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ñèñòåìû Ξ.

Ïóñòü ϕ
(n)
i � ãëàâíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ è

F ⊆ P
(n)
k . Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé F îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé Ξ, åñëè F ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ òåõ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
âõîäÿò â ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ξ â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ïî ïåðåìåííîé ϕ

(n)
i . Íà-

êîíåö, ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé F îïðåäåëèìî ñèñòåìîé óðàâíåíèé
íàä Q, åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä Q, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìíî-
æåñòâî F .

Â ïàðàãðàôå 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåøå-
íèÿì ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè: çàâèñèìîñòü
ðåøåíèé îò ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò, âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ñ çàäàííûì åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì èëè çàäàííûì ìíîæåñòâîì ðåøå-
íèé (â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k > 2, Q � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç Pk è äëÿ ëþáîãî

n > 1, ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , an) ∈ En
k íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè g1, . . . , gn

èç Q(1) ∪ {x} è òàêîé ýëåìåíò b ∈ Ek, ÷òî

(a1, . . . , an) = (g1(b), . . . , gn(b)).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(x1, . . . , xm) ∈ Q ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä Q(1) ñ îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, åäèí-

ñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîé ñëóæèò g.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òåðíàðíûé äèñêðèìèíàòîð p, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

p(x, y, z) =

{
z, åñëè x = y,

x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè a, b ∈ Ek è a < b, òî ïóñòü

maxab(x, y) =

{
max(x, y), åñëè x, y ∈ {a, b},
x â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Ïóñòü π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek è f ∈ Pk. Ôóíêöèÿ
fπ(x1, . . . , xn) = π−1

(
f(π(x1), . . . , π(xn))

)
íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíê-

öèè f îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ñàìîé ñåáå îò-
íîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π, íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåñòàíîâêè π.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k > 2, n > 1, F ⊆ P
(n)
k è F 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè

p,max01, max02, . . . , maxk−2,k−1, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî F.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k > 2, n > 1 è F � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

P
(n)
k , êîòîðîå äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π íà ìíîæåñòâå Ek íàðÿäó ñ ëþáîé

ôóíêöèåé f ñîäåðæèò äâîéñòâåííóþ åé ôóíêöèþ fπ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ åäèíñòâåííîé ôóíêöèîíàëüíîé êîí-

ñòàíòîé p, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî F.

Â ïàðàãðàôå 1.3 áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
áóëåâûõ óðàâíåíèé ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ îòëè÷èé îò ñëó÷àÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò 0 (ñîõðàíÿåò 1), åñëè íà íàáîðå, ñîñòîÿùåì èç âñåõ
íóëåé, îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 (ñîîòâåòñòâåííî, íà íàáîðå, ñîñòîÿùåì èç
âñåõ åäèíèö, îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1). Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

f(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n).

Ïóñòü T0, T1, S ñóòü ñîîòâåòñòâåííî êëàññû âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0,
âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 1, è âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïîëîæèì

T01 = T0 ∩ T1, S01 = S ∩ T01.

Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ P2, T0, T1, S, T01, S01 ïóñòü ñèìâîë

Q îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ôóíêöèé

{0, 1}, {0}, {1}, {x̄}, {∨, &}, ∅.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñóùåñòâóåò ñè-

ñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé íàä Q c îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé

ïåðåìåííîé, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîé ñëóæèò ôóíêöèÿ g.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n > 1, F ⊆ P
(n)
2 è F 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòå-

ìà ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè

∨, & è äâóìÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìíî-

æåñòâî F .
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü n > 1 è F � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P
(n)
2 ,

êîòîðîå íàðÿäó ñ ëþáîé ôóíêöèåé ñîäåðæèò äâîéñòâåííóþ åé ôóíêöèþ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ

ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè è áåç ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî F .

Âî âòîðîé ãëàâå íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ââîäèòñÿ
ñèëüíûé îïåðàòîð SFE-çàìûêàíèÿ, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ñèñòåìàõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ñèëü-
íûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ êàê ïî ñïîñîáó çàäàíèÿ, òàê è ïî ïîðîæäàå-
ìûì êëàññèôèêàöèÿì ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê. Ïî-âèäèìîìó, îïåðà-
òîð SFE-çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûì èç èçâåñòíûõ îïåðàòîðîâ çà-
ìûêàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â êëàññå P2 áóëåâûõ ôóíêöèé îáðàçóåòñÿ ëèøü äâà
SFE-çàìêíóòûõ êëàññà: ñàì êëàññ P2 è êëàññ S ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 2.1 äëÿ ââåäåííîãî îïåðàòîðà ñèëüíîãî çàìûêàíèÿ íà ìíîæå-
ñòâå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ñòðîÿòñÿ íåêîòîðûå SFE-ïîëíûå ñèñòå-
ìû ôóíêöèé, äîêàçûâàåòñÿ SFE-çàìêíóòîñòü êëàññîâ ôóíêöèé îïðåäåëåííî-
ãî òèïà, êîíå÷íîñòü ÷èñëà SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ â ëþáîé ìíîãîçíà÷íîé
ëîãèêå, à òàêæå íàõîäÿòñÿ âñå SFE-çàìêíóòûå êëàññû ìíîæåñòâà P2 âñåõ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð SFE-çàìûêàíèÿ. Ïóñòü Q ⊆ Pk. Çàìûêàíèåì ìíîæå-

ñòâà Q îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (êîðîòêî SFE-
çàìûêàíèåì) íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ôóíêöèé èç Pk, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé íàä Q. SFE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Q îáîçíà÷èì ÷åðåç SFE[Q].
Ìíîæåñòâî Q íàçîâåì SFE-çàìêíóòûì, åñëè Q = SFE[Q]. Ïîíÿòèÿ SFE-
ïîëíîòû, SFE-ïðåäïîëíîòû è SFE-ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ââîäÿòñÿ ïî àíà-
ëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìè äëÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Ïóñòü äëÿ i ∈ Ek

ji(x) =

{
1, åñëè x = i,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òåîðåìà 7. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1. SFE[0, 1, . . . , k − 1] = Pk (k > 2).

2. Äëÿ ëþáîãî s ∈ Ek èìååò ìåñòî SFE[0, 1, . . . , s−1, s+1, . . . , k−1] = Pk

(k > 3).

3. SFE[j0, j1, . . . , jk−1] = Pk (k > 3).
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4. Äëÿ ëþáîãî s ∈ Ek èìååò ìåñòî SFE[j0, j1, . . . , js−1, js+1, . . . , jk−1] = Pk

(k > 3).

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ôóíêöèé j0(x), . . . , jk−1(x) â ÷åòâåðòîì ïóíêòå òåî-
ðåìû 7 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè

fijr(x) =

{
j, åñëè x = i,

r â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ãäå j, r � ðàçëè÷íû, i, j, r ∈ Ek.
Ïóñòü ρ(x1, . . . , xm) � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Ek, òî åñòü îòîáðàæåíèå ρ :

Em
k → {T, F}, ãäå T , F � èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ½èñòèíà“ è ½ëîæü“. Íàáîð

(a1, . . . , am) èç Em
k óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó ρ, åñëè ρ(a1, . . . , am) = T .

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ Pk ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò ρ, åñëè äëÿ
ëþáûõ n íàáîðîâ (a11, a21, . . . , am1), . . . , (a1n, a2n, . . . , amn), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðåäèêàòó ρ, íàáîð

(
f(a11, a12, . . . , a1n), . . . , f(am1, am2, . . . , amn)

)
òàêæå óäî-

âëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó ρ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pol(ρ) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ ïðå-

äèêàò ρ.
Íàïîìíèì12, ÷òî êàæäûé ïðåäïîëíûé â Pk êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ (â ñìûñ-

ëå ôóíêòîðà Pol) ïðåäèêàòîì îäíîãî èç øåñòè ñåìåéñòâ P, O, L, E, C, B.
Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî P ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè
ïåðåñòàíîâîê íà Ek, ðàçëàãàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ îäíîé è òîé æå
ïðîñòîé äëèíû, à âñå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû ñåìåéñòâà C èìåþò âèä x ∈ D,
ãäå ∅ 6= D ⊂ Ek.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü Q � ïðåäïîëíûé â Pk êëàññ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïðå-

äèêàòîì îäíîãî èç ñåìåéñòâ O, L, E, C, B. Òîãäà SFE[Q] = Pk.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà-
íîâêè π, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ. Åñëè G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íà
Ek, òî ïóñòü SG åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ Sπ, ãäå π ∈ G. Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå Ek êëàññ SG ÿâëÿåòñÿ

SFE-çàìêíóòûì.

Òåîðåìà 9. Ïðè ëþáîì k > 2 ëþáîé SFE-çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç Pk

SFE-ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ñâîèõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ íå áîëåå

÷åì îò k ïåðåìåííûõ.

12Rosenberg I. G. Über die funktionale Vollständigkeit in den mehrwertigen Logiken. Rozpravy Československe
Akad. Věd. Řada Math. Přir. Věd. Praha. 1970. V. 80. S. 3�93.

9



Ñëåäñòâèå. Ïðè ëþáîì k > 2 ÷èñëî SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk êîíå÷íî.

Òåîðåìà 10. Â P2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî SFE[∅] = S.

Ñëåäñòâèå. Â P2 ñóùåñòâóåò âñåãî äâà SFE-çàìêíóòûõ êëàññà � ýòî êëàññ

ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé S è êëàññ âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé P2.

Â ïàðàãðàôå 2.2 íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè ñòðîèòñÿ ïîë-
íàÿ ðåøåòêà SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ñ óêàçàíèåì ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé
äëÿ êàæäîãî êëàññà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H3 êëàññ âñåõ òåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðûå
ñàìîäâîéñòâåííû îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà E3.

Òåîðåìà 11. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SFE[∅] = H3.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû:

ea(x) ≡ (x = a), eab(x) ≡ (x ∈ {a, b}),
σ(x, y) ≡ (x + 1 = y), σab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ(x, y),

σ0(x, y) ≡ (2x = y), σ0
ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ0(x, y),

σ1(x, y) ≡ (2x + 2 = y), σ1
ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ1(x, y),

σ2(x, y) ≡ (2x + 1 = y), σ2
ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ2(x, y),

ãäå a ∈ {0, 1, 2}, ab ∈ {01, 02, 12}, à ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âûïîëíÿþòñÿ ïî
ìîäóëþ 3.

Òåîðåìà 12. Ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ SFE-ïðåäïîëíûìè â P3:

Sx+1 = Pol(σ), S2x = Pol(σ0), S2x+2 = Pol(σ1), S2x+1 = Pol(σ2).

Òåîðåìà 13. Ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé SFE-ïîëíû â P3:

S01
x+1 = Pol(σ01), S02

x+1 = Pol(σ02), S12
x+1 = Pol(σ12),

S01
2x = Pol(σ0

01), S01
2x+2 = Pol(σ1

01), S02
2x+1 = Pol(σ2

02),

S12
2x = Pol(σ0

12), S02
2x+2 = Pol(σ1

02), S01
2x+1 = Pol(σ2

01).

Òåîðåìà 14. Sx+1 = SFE[x + 1], S2x = SFE[2x], S2x+2 = SFE[2x + 2] è
S2x+1 = SFE[2x + 1].

Òåîðåìà 15. Ïóñòü

R = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ01, σ02, σ12, σ
0
01, σ

0
02, σ

0
12, σ

1
01, σ

1
02, σ

1
12, σ

2
01, σ

2
02, σ

2
12).

Òîãäà SFE[R] = P3.

10



Ñëåäñòâèå. Â P3 ñóùåñòâóåò ðîâíî ÷åòûðå SFE-ïðåäïîëíûõ êëàññà: Sx+1,

S2x, S2x+2, S2x+1.

Òåîðåìà 16. Êëàññ H3 SFE-ïðåäïîëîí â êëàññàõ Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1.

Ñëåäñòâèå. Â P3 ñóùåñòâóåò ðîâíî øåñòü SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ:

P3, Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1, H3.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâ-
íåíèé ñ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè-êîíñòàíòàìè 0 è 1 â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëü-
íûõ êîíñòàíò è ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ íèõ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì: ñóùåñòâóþò ëè áóëåâû ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì âûïîëíè-
ìîñòè ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè,
ïåðåáèðàþùèé âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ â ôîðìóëó ïåðåìåííûõ
è âû÷èñëÿþùèé ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äàííîé ôîðìóëû. Òàêîé ïåðå-
áîðíûé àëãîðèòì ïðåäîñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ãðóáóþ âåðõíþþ îöåíêó âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè. Íàèáîëåå
òðóäíîé çàäà÷åé, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåòðèâèàëüíîé íèæíåé
îöåíêè âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîé ïðîáëåìû. Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íèæíèõ îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå àáñòðàêòíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ óñòðîéñòâ ôîðìóëàìè ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Âåëè÷èíà íèæíåé îöåíêè
ïðè ýòîì ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü êàê îò âûáðàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
óñòðîéñòâ, òàê è îò ñïîñîáà ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé íà ýòèõ óñòðîéñòâàõ.
×àùå âñåãî â êà÷åñòâå àáñòðàêòíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà èñïîëüçó-
þòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìàøèí Òüþðèíãà (íàïðèìåð, ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
âðåìÿ èëè çîíó ðàáîòû), à ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîèò â îïèñàíèè ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ íà ýòèõ ìàøèíàõ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííûå çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ,
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé, âûïîëíÿþò ýòó
ñèñòåìó, åñëè ýòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíèìîé, åñëè íà ìíîæåñòâå âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ
âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âûïîëíÿþò ýòó ñèñòåìó.

Äëÿ ÿçûêà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ àëãî-
ðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó: ïî ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé âûÿñ-
íèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà âûïîëíèìîé.

Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâîäèòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðåøå-
íèÿ ýòîé ïðîáëåìû. Åñëè l � äëèíà êîäà ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ
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óðàâíåíèé, òî ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïî êîäó
ñèñòåìû ïðîâåðÿåò åå âûïîëíèìîñòü çà âðåìÿ(

l · 2l

log2 l

)2

.

Äåòåðìèíèçàöèÿ ýòîé ïðîöåäóðû ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó óâåëè÷åíèþ
âðåìåíè.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ïðèâîäèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íûõ íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûõ îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð13. Ïî ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé íåäåòåðìèíèðîâàí-
íîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ
áóëåâûõ óðàâíåíèé T , êîòîðàÿ âûïîëíèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà ïðåîáðàçóåò íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ â çàêëþ÷è-
òåëüíóþ. Òåì ñàìûì ñëîæíîñòü ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé
T îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ñëîæíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè
îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû â çàêëþ÷èòåëüíóþ è ñëîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû
T ïî îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå.

Îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà Mm, ñîñòîÿùàÿ èç m êîïèé íåêîòîðîãî íåäåòåðìè-
íèðîâàííîãî àâòîìàòà A, äîïóñêàåò êîíôèãóðàöèþ, åñëè îíà ñïîñîáíà ïðå-
îáðàçîâàòü åå â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãó-
ðàöèé, äîïóñêàåìûõ îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé Mm, îáîçíà÷èì ÷åðåç Rec(Mm).
Ïóñòü

R(A) =
⋃
m>1

Rec(Mm).

Òåîðåìà 17. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âðåìåííîé ñëîæíîñòè O(m · log m),
êîòîðûé äëÿ ëþáîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà A ñâîäèò ïðîáëåìó

ïðèíàäëåæíîñòè êîíôèãóðàöèè ìíîæåñòâó R(A) ê ïðîáëåìå âûïîëíèìî-

ñòè íåêîòîðîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèå. Íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî

ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé

íà îäíîëåíòî÷íîé ìàøèíå Òüþðèíãà, ðàáîòàþùåé ñ ëèíåéíîé çîíîé, ïî ïî-

ðÿäêó íå ìåíüøå d
l

log2 l , ãäå l � äëèíà âõîäà, d > 1.

13Êóäðÿâöåâ Â. Á., Ïîäêîëçèí À. Ñ., Áîëîòîâ À. À. Îñíîâû òåîðèè îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð. Ì.: Íàóêà,

1990.

12
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