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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà áîëü-

øèõ ÷èñåë â ñëàáîé è óñèëåííîé ôîðìàõ ê îòðèöàòåëüíî àññîöèèðî-

âàííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì. Ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíîé àññîöèèðîâàí-

íîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ðàçíîâèäíîñòåé çàâèñèìîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, íàñëåäóþùåì íåêîòîðûå ÷åðòû ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ïîíÿòèÿ

àññîöèèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè àññî-

öèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî ìîíîãðàôèè

À.Â. Áóëèíñêîãî è À.Ï. Øàøêèíà1. Òàì æå ïðèâåäåíû îñíîâíûå âåðî-

ÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîíÿòèå àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîÿâèëîñü â ñâÿçè ñ

òåì, ÷òî â ðÿäå çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî è ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû îáëàäàþò îïðåäåëåííûìè ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ïîíÿòèå àññîöèèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èãðàåò îáúåäèíÿþùóþ

ðîëü â òîì ñìûñëå, ÷òî èçâåñòíûå òðóäíî äîêàçóåìûå óòâåðæäåíèÿ ìî-

ãóò áûòü äîêàçàíû óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ìåíüøèìè óñèëèÿìè.

Ïîíÿòèÿ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé àññîöèèðîâàííîñòè ââå-

äåíû â ñòàòüÿõ Äæ. Èçàðè, Ô. Ïðîøàíà è Ä. Óîëêàïà2, Ê. Æîàã-Äåâà

è Ô. Ïðîøàíà3, Ê. Àëàìà è Ê. Ñàêñåíû4. ×èñëî ïóáëèêàöèé îá àññî-

öèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ îãðîìíî. Íàïðèìåð, â óïîìÿíóòîé

ìîíîãðàôèè À.Â. Áóëèíñêîãî è À.Ï. Øàøêèíà ïåðå÷èñëåíî ñâûøå ÷å-

òûðåõ ñîòåí ïóáëèêàöèé. Ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ìíîãèõ

ñòðàí ê àññîöèèðîâàííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì äåëàåò àêòóàëüíûìè

ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ íà ýòó òåìó. Ìû ñîñðåäîòî÷èì íàøå âíè-

1Áóëèíñêèé À.Â., Øàøêèí À.Ï. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ ïîëåé è ðîäñòâåííûõ ñèñòåì. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008.
2Esary J., Proschan F., Walkup D. Association of random variables with applications

// Annals of Mathematical Statistics. � 1967. � Vol. 11. � Pp. 1466�1474.
3Joag-Dev K., Proschan F. Negative association of random variables with applications

// Annals of Mathematical Statistics. � 1983. � Vol. 11, no. 1. � Pp. 286�295.
4Alam K., Saxena K.M.L. Positive dependence in multivariate distributions //

Commun. Stat. Theory Methods A. � 1981. � Vol. 10. � Pp. 1183�1196.

1



Ì.Þ. Ãåðàñèìîâ

ìàíèå íà îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ.

Òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íàñëåäóþò

ðÿä ñâîéñòâ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîç-

âîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îñíîâíûå âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþò ñâîè

àíàëîãè äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñòå-

ñòâåííî, ÷òî ýòà àíàëîãèÿ íå ìîæåò áûòü ïîëíîé. Íàïðèìåð, öåíòðàëü-

íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè ìîæåò

íå âûïîëíÿòüñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

îíà ñïðàâåäëèâà è èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-

ðåìû Ëåâè. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ñëàáîé

è óñèëåííîé ôîðìàõ ïðèìåíèì ê îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûì ñëó-

÷àéíûì âåëè÷èíàì, åñëè îí ïðèìåíèì ê íåçàâèñèìûì ñëó÷àéíûì âå-

ëè÷èíàì ñ îäèíàêîâûìè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, áîëåå òî÷-

íî, åñëè âûïîëíåíû êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè óñèëåííûõ çà-

êîíîâ áîëüøèõ ÷èñåë. Â ðÿäå ñëó÷àåâ êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ

íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè çàêîíîâ áîëü-

øèõ ÷èñåë ê îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì.

Öåëü ðàáîòû

Èññëåäîâàòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ñëà-

áîé è óñèëåííîé ôîðìàõ ê îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûì ñëó÷àéíûì

âåëè÷èíàì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò

â ñëåäóþùåì.

1. Äîêàçàíû ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ñóìì

îãðàíè÷åííûõ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.
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2. Äîêàçàíî, ÷òî ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïðèìåíèì ê îòðèöà-

òåëüíî àññîöèèðîâàííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, åñëè îí âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâûìè ìàðãè-

íàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Íàéäåí êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ñëà-

áîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ìàêñèìàëüíûì ñóììàì îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå êðèòåðèè ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà

áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèìåíèìû

ê îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íåðàâåíñòâà è ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ

ìàêñèìàëüíûõ ñóìì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îñíîâíàÿ

çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàñïðîñòðàíåíèè çàêîíîâ áîëüøèõ ÷èñåë

äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà êëàññ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 3 ñòàòüè [1] � [3] â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ. Ñòàòüè ïðèíàäëåæàò åäèíîëè÷íî àâòîðó äèññåð-

òàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Òåî-

ðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû¿ íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-

òèêè è êèáåðíåòèêè (ðóêîâîäèòåëè: ïðîôåññîð Â.Å. Áåíèíèã, ïðîôåññîð

Â.Þ. Êîðîëåâ), ¾Àññèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïî-
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ëåé¿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå (ðóêîâîäèòåëè: ïðîôåñ-

ñîð À.Â. Áóëèíèñêèé, äîöåíò À.Ï. Øàøêèí) è íà çàñåäàíèè êàôåäðû

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è

êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëî-

ìîíîñîâà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ðàçäåëîâ è ñïèñêà öèòè-

ðóåìîé ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 54 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì

äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 124 ñòðàíèöû.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âñòóïèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåò îáùèå ñâåäåíèÿ î òåìå èññëå-

äîâàíèÿ, ïîä÷åðêèâàåò àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, óïîìè-

íàåò íåäàâíî âûøåäøóþ ìîíîãðàôèþ îá àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èíàõ, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ îáçîð àñèìïòîòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé

äëÿ ñóìì àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàçäåë 1 (Îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû)

ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ îá îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èíàõ. Âñå îíè èçâåñòíû ñïåöèàëèñòàì. ×àñòü óòâåðæäåíèé

ïðèâåäåíà â áîëåå îáùåé ôîðìå, äàíû íîâûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ

òåîðåì, à òàêæå ïðèâåäåíû ÷åòûðå õàðàêòåðèçàöèè îòðèöàòåëüíîé àñ-

ñîöèèðîâàííîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äâå èç êîòîðûõ ðàíåå íèêåì

íå îòìå÷àëèñü.

Ðàçäåë 2 (Ïîñòðîåíèå îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí) ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Îñíîâíîé öåëüþ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ïðàê-

òè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ¾äðóãîãî íåðàâåíñòâà¿ ×åáûøåâà5. Ýòî íàçâà-

íèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü åãî îò èçâåñòíîãî íåðàâåí-

ñòâà ×åáûøåâà îá îöåíêå âåðîÿòíîñòè. ¾Äðóãîå¿ íåðàâåíñòâî, îòêðû-

òîå Ï.Ë. ×åáûøåâûì â 1883 ãîäó, îïèñûâàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

5×åáûøåâ Ï.Ë. Î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ, Ïîëí. ñîáð. ñî÷. � Ì.�Ë., 1947. � Ò. 2.
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èíòåãðàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ìû èñïîëüçóåì äèñ-

êðåòíûé àíàëîã ¾äðóãîãî¿ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åãî

ïðèìåíåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò òðóäíûå äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíûõ

óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàçäåë 3 (Íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) ñîäåðæèò ðÿä íåðàâåíñòâ, êîòîðûå èãðàþò ïðèíöè-

ïèàëüíóþ ðîëü âî âñåì ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè. Â íà÷àëå ïðåäëàãàåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ê.Ì. Øàî6, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò îðèãèíàëü-

íîãî ðÿäîì äåòàëåé.

Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà 3.4 ñîäåðæèò íîâûå ýêñïîíåíöèàëüíûå

íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ñóìì îãðàíè÷åííûõ îòðèöàòåëüíî àññî-

öèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå îíè íàïîìèíàþò

êëàññè÷åñêèå ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà7, Ïðîõîðî-

âà8, Íàãàåâà9, Ôóêà�Íàãàåâà10, Õåôôäèíãà11è äð. äëÿ ñóìì íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X1, . . . , Xn îãðàíè÷åíû ÷èñëîì c > 0, òî

P

{
max

16k6n
|Sk| > x

}
6 min

{
2e

x
c−

x
c ln

(
xcγ−1

An,γ
+1

)
, e

x
c−

x
2c ln

(
xcγ−1

An,γ
+1

)} (1)

6Shao Q.M. A comparison theorem on moment inequalities between negatively

associated and independent random variables // Journal of Theoretical Probability. �

2000. � Vol. 13, no. 2. � Pp. 343�356.
7Êîëìîãîðîâ À.Í. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. � Ì.: Íà-

óêà, 1986.
8Ïðîõîðîâ Þ.Â. Îäíà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé // Òåîðèÿ âå-

ðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1959. � Ò. IV, � 2. � Ñ. 211�214.
9Íàãàåâ Ñ.Â. Íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé // Òåîðèÿ

âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1965. � Ò. X, � 2. � Ñ. 231�254.
10Ôóê Ä.Õ., Íàãàåâ Ñ.Â. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1971. � Ò. XVI, � 4. �

Ñ. 660�675.
11Hoe�ding W. Probability inequalities for sums of bounded random variables //

Journal of the American Statistical Association. � 1963. � Vol. 58, no. 301. � Pp. 13�30.
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äëÿ ëþáûõ γ ∈ (0, 1] è x > 0,

P

{
max

16k6n
|Sk − ESk| > x

}
6

4

1 +
(

1 + xcγ−1

Bn,γ

)− 2x
c

e
x

2γ−1c
− x

2c ln
(
xcγ−1

Bn,γ
+1

)
(2)

äëÿ ëþáûõ γ ∈ [1, 2] è x > 0.

Íåðàâåíñòâà (1) è (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèÿ è óñè-

ëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (1) è (2)

èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè êëàññè÷å-

ñêèõ íåðàâåíñòâ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà. Íåðà-

âåíñòâî (1) èìååò îïðåäåëåííîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä êëàññè÷åñêèìè

íåðàâåíñòâàìè. Èìåííî, êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà äàþò íåïðèåìëåìóþ

îöåíêó P{|Sn| > 0} 6 2. Íåðàâåíñòâî (1) äàåò ïðàâèëüíóþ îöåíêó

P

{
max

16k6n
|Sk| > 0

}
6 1. Çäåñü Sk = X1 + · · · + Xk � ñóììà ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1) è (2) äàâíî èçâåñòíà è ñîñòî-

èò â ìèíèìèçàöèè ïî h > 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì x > 0 ïðàâîé ÷àñòè â

íåðàâåíñòâå Ìàðêîâà

P

{
max

16k6n
|Sk| > x

}
6 e−hxEe

h max
16k6n

|Sk|
.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (2) ìû èñõîäèì èç ðàâåíñòâà

P

{
max

16k6n
|Sk − ESk| > x

}
6

1

coshx
E cosh

(
h max

16k6n
|Sk|

)
.

Èñïîëüçîâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà èìååò íåêîòîðûå ïðå-

èìóùåñòâà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ12 ýòîò ïðèåì ïðèâîäèò ê íåóëó÷øàåìûì

íåðàâåíñòâàì.

Òåîðåìà 3.5 ñîäåðæèò äâà íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ñóìì

îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ âåëè÷èí. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå îíè íàïî-

12Antonov S.N., Kruglov V.M. Sharpened versions of a Kolmogorov's inequality //

Statstics and Probability Letters. � 2010. � Vol. 80. � Pp. 155�160.
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ìèíàþò íåðàâåíñòâà Ôóêà�Íàãàåâà10 äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü äàíû îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn. Äëÿ ëþáûõ x > 0 è c > 0 ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

P

{
max

16k6n
|Sk| > x

}
6 P

{
max

16k6n
|Xk| > c

}
+ min

{
2e

x
c−

x
c ln

(
xcγ−1

A′n,γ
+1

)
, e

x
c−

x
2c ln

(
xcγ−1

A′n,γ
+1

)}

äëÿ γ ∈ (0, 1],

P

{
max

16k6n
|Sk − ETk| > x

}
6 P

{
max

16k6n
|Xk| > c

}
+

4

1 +
(

1 + xcγ−1

B′n,γ

)− 2x
c

e
x

2γ−1c
− x

2c ln

(
xcγ−1

B′n,γ
+1

)

äëÿ γ ∈ [1, 2].

Ðàçäåë 4 (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë) ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó (ñëà-

áîãî) çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Åãî èñòîðèÿ ïðåäñòàâëåíà â ìîíîãðàôèè ß. Áåðíóë-

ëè13. Ìû òðàêòóåì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ñëàáîé

ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñëåäóÿ À.Í. Êîëìîãîðîâó7

è ìîíîãðàôèÿì Á.Â. Ãíåäåíêî è À.Í. Êîìîãîðîâà14, Â.Â. Ïåòðîâà15,

Ï. Ðåâåçà16.

Òåîðåìû 4.2 è 4.3 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè

êëàññè÷åñêèõ çàêîíîâ áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâÿçè ìåæäó ìîìåíòàìè äëÿ ñóìì

íåçàâèñèìûõ è îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ

13Áåðíóëëè ß. Î çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë. � Ì.: Íàóêà, 1986.
14Ãíåäåíêî Á.Â., Êîëìîãîðîâ À.Í. Ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. � Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1949.
15Ïåòðîâ Â.Â. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. �

Ì.: Íàóêà, 1987.
16R�ev�esz P. The law of large numbers. � Budapest: Akad�emia Kiad�o, 1967.

7



Ì.Þ. Ãåðàñèìîâ

îáùèìè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñåðèé {Xn,k, k = 1, . . . , kn} , n ∈ N, ïîïàðíî îòðèöàòåëüíî àññîöèèðî-

âàííûõ â êàæäîé ñåðèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáîçíà÷èì mn,k ìåäèàíó

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn,k. Åñëè

lim
n→∞

kn∑
k=1

P {|Xn,k −mn,k| > 1} = 0, (3)

lim
n→∞

kn∑
k=1

E
(
|Xn,k −mn,k|2I{|Xn,k−mn,k|61}

)
= 0, (4)

òî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
kn∑
k=1

Xn,k −An

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0, ∀ε > 0,

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ñ öåíòðèðóþùèìè ïîñòîÿííûìè

An =

kn∑
k=1

(
E
(
(Xn,k −mn,k)I{|Xn,k−mn,k|61}

)
+mn,k

)
, n ∈ N.

Òåîðåìà 4.2 äîïóñêàåò ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå äëÿ îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñåðèé {Xn,k, k = 1, . . . , kn} , n ∈ N, îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ â

êàæäîé ñåðèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4),

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0,

lim
n→∞

P

{
max

16m6kn

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

(Xn,k −Am)

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0, (5)

ãäå Am =
m∑

k=1

(
E
(
(Xn,k −mn,k)I{|Xn,k−mn,k|61}

)
+mn,k

)
.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5), òî ñïðàâåäëèâî (3).

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü äàíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn}n>1 è {Bn}n>1 îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ
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óñëîâèå lim
n→∞

kn∑
k=1

E (Xk−mk)
2

B2
n+(Xk−mk)2

= 0, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P

{
max

16m6n

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

(Xk −An,m)

∣∣∣∣∣ > εBn

}
= 0,

ãäå An,m =
m∑

k=1

(
E
(
(Xk −mk)I{|Xk−mk|6Bn}

)
+mk

)
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èìååò ñâîèì ïðåäøåñòâåííèêîì òåîðåìó

Êîëìîãîðîâà7.

Òåîðåìà 4.8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

îæèäàíèÿìè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
n→∞

n∑
k=1

P{|Xk − EXk| > n} = 0,

lim
n→∞

1

n
max

16m6n

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

E
(
(Xk − EXk)I{|Xk−EXk|6n}

)∣∣∣∣∣ = 0,

lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

E
(
|Xk − EXk|2I{|Xk−EXk|6n}

)
= 0,

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P

{
max

16m6n

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

(Xk − EXk)

∣∣∣∣∣ > εn

}
= 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå òåîðåìû Õèí-

÷èíà17 äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ïîïàðíî îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 4.9. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 ïîïàðíî îò-

ðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ïîä÷èíÿåòñÿ çà-

êîíó áîëüøèõ ÷èñåë:

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(Xk − EXk)

∣∣∣∣∣ > εn

}
= 0, ∀ε > 0.

17Khinchin A.Ya. Sur la loi forte des grands nombres // Comptes Rendus de l'Academie

des Sciences, Paris. � 1928. � Vol. 186. � Pp. 285�287.
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Òåîðåìà 4.10 ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò òåîðåìó 4.9 äëÿ îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ÿâëÿåòñÿ íîâîé.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Òîãäà

lim
n→∞

1

n
E

(
max

16m6n

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

(Xk − EXk)

∣∣∣∣∣
)

= 0.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû èìåþò ñâîèì èñòî÷íèêîì çíàìåíèòûé

êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà7 î ñëàáîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë, êîòîðûé ìû

ñíà÷àëà îáîáùàåì â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè.

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 ïîïàð-

íî îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Åñëè

lim
n→∞

nP{|X1| > n} = 0, (6)

òî, äëÿ ëþáîãî ε > 0,

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk − nE
(
X1I{|X1|6n}

)∣∣∣∣∣ > εn

}
= 0.

Òåîðåìà 4.12 ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò òåîðåìó 4.11 äëÿ îòðèöàòåëü-

íî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Òàêèì îá-

ðàçîì, åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Êîë-

ìîãîðîâà äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ñóìì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ñ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè Sn = X1+· · ·+Xn. Óñëîâèå (6) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
n→∞

P

{
max

16k6n

∣∣Sk − kE
(
X1I{|X1|6n}

)∣∣ > εn

}
= 0, ∀ε > 0.
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Çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî òåîðåì äàííîãî ðàçäåëà äîêàçàíû äëÿ

ïîïàðíî îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îíè, â

÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû äëÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

òàê êàê ïîïàðíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî

îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûìè. Ýòîò ôàêò ðàíåå íèêåì íå îòìå÷àëñÿ.

Ðàçäåë 5 (Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë) ñîäåðæèò äîêàçà-

òåëüñòâî îáîáùåíèé êëàññè÷åñêèõ óñèëåííûõ çàêîíîâ áîëüøèõ ÷è-

ñåë äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îòðèöàòåëüíî àññî-

öèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü èäåÿìè

À.Í. Êîëìîãîðîâà7, Þ.Â. Ïðîõîðîâà8,18,19,20 è Ñ.Â. Íàãàåâà21.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 5.3 ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

bn = n, n = 1, 2, . . . , òåîðåìó Áðóíêà�Ïðîõîðîâà�×æóíà22,8,23.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðèöà-

òåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè

Sn = X1 + · · · + Xn è íåîãðàíè÷åííàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {bn}n>1 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r > 1 ðÿäû

∞∑
n=1

nr−1E|Xn − EXn|2r

b2rn
, (7)

∞∑
n=1

nr−2

b2rn

n−1∑
k=1

E|Xk − EXk|2r (8)

ñõîäÿòñÿ, òî

lim
n→∞

Sn − ESn

bn
= 0 ï.â. (9)

18Ïðîõîðîâ Þ.Â. Îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð.

ìàòåì. � 1960. � Ò. XIV, � 6. � Ñ. 523�536.
19Ïðîõîðîâ Þ.Â. Óñèëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü ñóìì è íåîãðàíè÷åííî-äåëèìûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1958. � Ò. III, � 2. � Ñ. 153�165.
20Ïðîõîðîâ Þ.Â. Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë //

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1959. � Ò. IV, � 2. � Ñ. 215�220.
21Íàãàåâ Ñ.Â. Î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ óñèëåííîãî çàêîíà

áîëüøèõ ÷èñåë // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1972. � Ò. XVII, � 4. �

Ñ. 609�618.
22Brunk H.D. The strong law of large numbers // Duke Math. J. � 1948. � Vol. 15. �

Pp. 181�195.
23Chung K.L. The strong law pf large numbers // Proceedings of the Second Berkeley

Symposium on Statistics and Probability (California, 1950). � 1951. � Pp. 341�352.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò òåîðåìó 5.3. ×àñòíûé ñëó÷àé òåî-

ðåìû 5.4 äëÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

bn
n

}
n>1

âîçðàñòàåò, äîêàçàíà Ë. Ôàçåêàøåì è Î. Êëåñîâûì24. Óïîìÿíóòàÿ òåî-

ðåìà Ôàçåêàøà�Êëåñîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îáîáùåíèå òåî-

ðåìû ×îó25. Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà ×îó ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óïî-

ìÿíóòîé âûøå òåîðåìû Áðóíêà�Ïðîõîðîâà�×æóíà äëÿ ìàðòèíãàë-

ðàçíîñòåé.

Òåîðåìà 5.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {E|Xn − EXn|2r}n>1 íå

óáûâàåò èëè äëÿ íåêîòîðîãî δ > r−1
2r ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
bn
nδ

}
n>1

íå

óáûâàåò, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà (7) âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðÿäà (8).

Òåîðåìà 5.5 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Êðóãëîâà26 äëÿ

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íåîãðàíè÷åííàÿ âîç-

ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}n>1 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (7) äëÿ íåêîòîðîãî r > 1. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë {kn}n>1 òàêàÿ, ÷òî sup
n>1

kn+1k
−1
n = d < ∞ è

0 < b = inf
n>1

bknb
−1
kn=1

6 sup
n>1

bknb
−1
kn=1

= c < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî (9).

Â ðàçäåëå 5 òàêæå äîêàçàíû àíàëîãè óñèëåííûõ çàêîíîâ áîëüøèõ

÷èñåë èç ìîíîãðàôèè Â.Â. Ïåòðîâà15 äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí íà ñëó÷àé îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïåðå÷èñëåííûõ òåîðåì ìû ïîëó÷àåì îáîáùå-

íèÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Êîëìîãîðîâà è Çèãìóíäà�Ìàðöèíêåâè÷à äëÿ

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ñëó÷àé

îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàíåå ýòè îáîáùå-

24Fazekas L., Klesov O.A. A general approach to the strong laws of large numbers //

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 2000. � Ò. 45, � 3. � Ñ. 568�583.
25Chow Y.S., Teicher H. Probability theory. � Springer-Verlag, 1988. � 2-nd ed., �

P. 345
26Êðóãëîâ Â.Ì. Îáîáùåíèå óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Áðóíêà�Ïðîõîðîâà

// Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 2002. � Ò. 47, � 2. � Ñ. 347�349.
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íèÿ áûëè äîêàçàíû äðóãèìè ìåòîäàìè Ï. Ìàòóëîé27, Ð.Ë. Òåéëîðîì è

äð.28

Ñ. Ñö�åðãî è äð.29 ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîëìîãî-

ðîâà, íî íå ïîä÷èíÿåòñÿ óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë. Îíè òàêæå

óêàçàëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðåìà Êîëìîãîðîâà ñïðà-

âåäëèâà äëÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåîðåìà 5.13

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû èç óïîìÿíóòîé ñòàòüè30 äëÿ ïîïàðíî îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n>1 òàêàÿ, ÷òî

∞∑
n=1

DXn

n2
<∞, sup

n>1

1

n

n∑
k=1

E|Xk − EXk| <∞. (10)

Òîãäà

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(Xk − EXk) = 0 ï.â.

Òåîðåìà 5.14 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåì Êðóãëîâà31,32 äëÿ ïîïàðíî

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåîðåìà

27Matula P. A note on the almost sure convergence of sums of negatively dependent

random variable // Statist. Probab. Lett. � 1992. � Vol. 15. � Pp. 209�213.
28 Taylor R.L., Patterson R.F., Bozorgnia A. A strong law of large numbers for

arrays of rowwise negatively dependent random variables // Stochastic Analisis and

Applications. � 2002. � Vol. 20, no. 3. � Pp. 643�656.
29Cs�org�o S., Tandori K., Totik V. On the strong law of large numbers for pairwise

independent random variables // Acta Math. Hungar. � 1983. � Vol. 42, no. 3�4. �

Pp. 319�330.
30Cs�org�o S., Tandori K., Totik V. On the strong law of large numbers for pairwise

independent random variables // Acta Math. Hungar. � 1983. � Vol. 42, no. 3�4. �

Pp. 319�330.
31Kruglov V.M. A strong law of large numbers for pairwise independent identically

distributed random variables with in�nite means // Stat. Probab. Lett. � 2008. � Vol.

72. � Pp. 890�895.
32Êðóãëîâ Â.Ì. Ðîñò ñóìì ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áåñêîíå÷-

íûìè ñðåäíèìè // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 2006. � Ò. 51, � 2. �

Ñ. 382�385.
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Êðóãëîâà33, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå è óòî÷íåíèå

òåîðåìû Ôåëëåðà34 î ðîñòå ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 5.14. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an}n>1. Îáîçíà÷èì

Tn = |X1|+ · · ·+ |Xn|. Åñëè EX−1 <∞, EX+
1 =∞ è an

n 6 an+1

n+1 äëÿ âñåõ

n ∈ N, òî

P {Sn > an á.÷.} = 1⇐⇒
∞∑

n=1

P {Xn > an} =∞,

P

{
lim

n→∞

Tn
an

= 0

}
= 1⇐⇒

∞∑
n=1

P {Xn > an} <∞.

Ðàçäåë 6 (Î ñâÿçè ìåæäó ïîëíîé ñõîäèìîñòüþ è öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìîé äëÿ ñóìì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïîíÿòèå ïîëíîé ñõîäèìîñòè ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí áûëî ââåäåíî Ï. Õñó è Ã. Ðîááèíñîíîì35. Èõ èññëåäî-

âàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû Ï. Ýðäåøåì36,37, Ô. Ñïèòöåðîì38, Ë. Áàóìîì

è Ì. Êàòöåì39. Ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå ñèëüíî âû-

ðîñ. Íàèáîëåå çíà÷èìûå óòâåðæäåíèÿ î ïîëíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ñóìì

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûëè ïåðåäîêàçàíû äëÿ ñóìì îòðèöà-

òåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, Ð.Ë. Òåéëîð è

33Kruglov V.M. A strong law of large numbers for pairwise independent identically

distributed random variables with in�nite means // Stat. Probab. Lett. � 2008. � Vol.

72. � Pp. 890�895.
34Feller W. A limit theorem for random variables with in�nite moments // Amer. J.

Math. � 1946. � Vol. 66, no. 2. � Pp. 257�262.
35Hsu P.L., Robbins H. Complete convergence and the law of large numbers //

Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America. �

1947. � Vol. 33. � Pp. 25�31.
36Erd�os P. On a theorem of Hsu and Robbins // Annals of Mathematical Statistics. �

1949. � Vol. 20. � Pp. 286�291.
37Erd�os P. Remark on my paper ½On a theorem of Hsu and Robbins� // Annals of

Mathematical Statistics. � 1950. � Vol. 21. � P. 138.
38Spitzer F. A combinatorial lemma and its application to probability theory //

Transaction of the American Mathematical Society. � 1956. � Vol. 82. � Pp. 323�339.
39Baum L.E., Katz M. Convergence rates in the law of large numbers // Transaction

of the American Mathematical Society. � 1965. � Vol. 120. � Pp. 108�23.
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äð.28, Â.Ì. Êðóãëîâ è äð.40,41,42,43 è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Ïîëíàÿ ñõîäèìîñòü ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñâîåîáðàçíóþ ôîðìó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è äàåò ïðåä-

ñòàâëåíèå î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íîðìèðîâàííûõ öåíòðèðîâàííûõ ñóìì

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê íóëþ. Ê. Õåéäè44, ïîäûòîæèâàÿ ðÿä ïðåäøåñòâó-

þùèõ èññëåäîâàíèé, óêàçàë íà òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ïîëíîé ñõîäèìî-

ñòüþ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé Ëåâè.

Ìû äîêàçûâàåì àíàëîã òåîðåìû Õåéäè, òåîðåìà 6.2, äëÿ îòðèöàòåëüíî

àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íà ñàìîì äåëå, ýòà àíàëîãèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òàê êàê öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îòðèöà-

òåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n>1 îòðè-

öàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < σ2 = E(X1 − EX1)2 <∞ è

lim
n→∞

P{Sn − ESn < x
√
n} = Φ(x) =

1√
2πσ2

x∫
−∞

e−
u2

2σ2 du,

äëÿ ëþáûõ x ∈ R. Òîãäà

lim
ε→0

ε2
∞∑

n=1

P{|Sn − ESn| > εn} = σ2. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2 îñíîâàíî íà òåîðåìå Õñó�Ðîááèíñà î

ïîëíîé ñõîäèìîñòè ñóìì äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àé-

40Kruglov V.M., Volodin A.I., Hu T.-C. On complete convergence for arrays //

Statistics and Probability Letters. � 2006. � Vol. 76. � Pp. 1631�1640.
41Kruglov V.M., Volodin A.I. Convergence rates in the law of large numbers for arrays

// Probab. and Mathem. Statist. � 2006. � Vol. 1. � Pp. 63�76.
42Chen P., Yu N.-C., Liu X., Volodin A.I. On complete convergence for arrays of rowwise

negatively associated random variables // Theory of Probability and Its Applications. �

2007. � Vol. 52. � Pp. 393�397.
43Kruglov V.M. Complete convergence for maximal sums of negatively associated

random variables // Hindawi Publishing Corporation. Journal of Probability and

Statistics. � Vol. 2010, Article ID 764043, 17 pages.
44Heyde C.C. A Supplement to the Strong Law of Large Numbers // J. Appl. Prob. �

1975. � Vol. 12. � Pp. 173�175.
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íûõ âåëè÷èí. Òî÷íåå íàì íóæíû íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå îöåíêè, êîòî-

ðûå ìû âûâîäèì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà òåîðåìû Õñó�Ðîááèíñà.

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ýêñïîíåíöèàëüíîì íåðàâåíñòâå (2).

Ñàì àíàëîã òåîðåìû Õñó�Ðîááèíñà äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûë ðàíåå äîêàçàí â ðÿäå ïóáëèêàöèé43,45.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð äèññåðòàöèè ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ ïðîôåññîðó Âèêòîðó Ìàêàðîâè÷ó Êðóãëîâó çà ïîñòàíîâêó çà-

äà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ.

3 Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèñ-
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Óíèâåðñèòåòà. � 2009. � Ò. 2. � Ñ. 7�13.
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45Su Chun, Qin Yongson. Two limit theorems for NA random variables // Chinese

science bulletin. � 1997. � Vol. 42, no. 2. � Pp. 356�359.
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