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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì

ñîêðàùåíèÿ îáúåìà íàáëþäåíèé ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Â

ðàìêàõ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ãèïîòåç ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè îáúåìà íàáëþäåíèé îáû÷-

íî ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåìûå ãèïîòåçû ðàçäåëÿþòñÿ îáëàñòüþ

áåçðàçëè÷èÿ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ, ãàðàíòèðó-

þùèé çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê I è II ðîäà. Â ýòîì êëàññå

èùåòñÿ êðèòåðèé, ìèíèìèçèðóþùèé ñðåäíåå çíà÷åíèå îáúåìà íàáëþäåíèé ïðè ðÿ-

äå ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé òåñòèðóåìîãî ïàðàìåòðà èëè ìèíèìèçèðóþùèé íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé ïî âñåìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðî-

ñòðàíñòâó (ïðîáëåìà Êèôåðà-Âåéñà).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè ñóùåñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãàðàíòèéíûå êðèòå-

ðèè îáëàäàþò äâóìÿ íåäîñòàòêàìè: ñðåäíåå çíà÷åíèå îáúåìà âûáîðêè ïðè çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà â îáëàñòè áåçðàçëè÷èÿ ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå, âûáîð

îáëàñòè áåçðàçëè÷èÿ âñåãäà ñîñòàâëÿåò òÿæåëóþ ïðîáëåìó â ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-

ìåíåíèÿõ. Åñòåñòâåííî áûëî áû óáðàòü îáëàñòü áåçðàçëè÷èÿ è îãðàíè÷èòü ñâåðõó

ñðåäíåå ÷èñëî íàáëþäåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåç. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïðîñòàÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà θ = θ0 ïðè ñëîæíîé àëüòåðíàòèâå, íå îáÿçàòåëüíî îò-

ãðàíè÷åííîé îò θ0, à òàêæå êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ

α, ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé êîòîðûõ îãðàíè÷åí ñâåðõó çàäàííûì ÷èñëîì N . Â

ýòîì êëàññå èùåòñÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé � êðèòåðèé, ìàêñèìè-

çèðóþùèé ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ìîùíîñòè â òî÷êå θ0. Åñòåñòâåííî, ïðè íàëè÷èè

íåêîòîðîãî ìîíîòîííîãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäî-

ïîäîáèÿ òàêîé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì ñðåäè âñåõ êðè-

òåðèåâ óðîâíÿ α ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì îáúåìîì âûáîðêè. Àêòóàëüíîñòü òà-

êîãî ðîäà ïîñòàíîâêè äëÿ çàäà÷ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç âïåðâûå,

ïî-âèäèìîìó, ðàññìàòðèâàëàñü Äæ. Ýéáðåõåìîì â åãî äèññåðòàöèè1 è ïîëó÷èëà

äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòå Ð. Áåðêà2; ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà

1Abraham J. K. The local power of sequential tests subject to an expected sample size restriction. � Unpublished

Stanford technical report. � 1969.
2Berk R. H. Locally most powerful sequential tests. Annals of Statistics. � 3. � 1975. � P. 373�381.
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ïîñëåäîâàòåëüíî ïëàíèðóåìûé ìåòîä ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè Í. Øìèòöà3. Âî

âñåõ öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé íàáëþäåíèé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ïðîñòîé

ñëó÷àéíîé âûáîðêè). Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðîâåð-

êè ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è ëîêàëüíî

íàèáîëåå ìîùíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå êðèòåðèè ñòðîÿòñÿ ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè-

÷åíèÿõ íà âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîêàëüíî

íàèáîëåå ìîùíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå êðèòåðèè äëÿ ïðîöåññîâ Ìàðêîâà, ïðîöåññà

àâòîðåãðåññèè AR(1), ïåðèîäè÷åñêèõ è êîíå÷íî-íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ñ äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äèññåðòàöèè, � ýòî ïîñòðîåíèå ëî-

êàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèè ïðîâåðêè òîé æå ïðîñòîé ãèïîòåçû, íî äëÿ

ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà θ, êîãäà êëàññ àëüòåðíàòèâ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì êî-

íóñîì â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåðøèíîé â òî÷êå θ0. Ñòðîÿòñÿ ëîêàëüíî

íàèáîëåå ìîùíûå êðèòåðèè â îñîáîé ìàêñèìèííîé ïîñòàíîâêå: ìàêñèìèçèðóåòñÿ

ïðîèçâîäíàÿ ìîùíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ íàèìåíüøåãî ðîñòà ìîùíîñòè.

Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Õàðàêòåðèçàöèÿ ñòðóêòóðû ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî

êðèòåðèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îáùåì ñëó÷àå. Ðàç-

ðàáîòêà àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êðèòåðèÿ.

2. Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ äëÿ ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé.

3. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ â ñëó-

÷àå ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà.

Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Îñíîâíûì ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â äèñ-

ñåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, âïåðâûå ïðèìåíåííûé Àí. À. Íîâèêîâûì4 äëÿ õàðàêòå-

ðèçàöèè ñòðóêòóðû ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû ïðè

ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå, èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ïîñòðî-

åíèÿ îïòèìàëüíîãî â òîì èëè èíîì ñìûñëå êðèòåðèÿ êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

Â äèññåðòàöèè çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî
3Schmitz N. Optimal sequentially planned decision procedures. Lecture notes in statistics 79. � New York: Springer-

Verlag. � 1993.
4Novikov A. Optimal sequential tests for two simple hypotheses. Sequential analysis. � 2009. � 28(2). � P. 188�217.
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êðèòåðèÿ (ψ, φ) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â òî÷êå θ = θ0 â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿìè

íà ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè è âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà â êà÷åñòâå îãðà-

íè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåòñÿ ¾ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà¿

è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðà (ψ, φ), äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì ¾ôóíêöèè Ëàãðàíæà¿,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ìîùíîñòè â

θ = θ0 ñðåäè âñåõ ïàð (ψ′, φ′), óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèÿì íà ñðåä-

íèé îáúåì íàáëþäåíèé è âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå

ïàðû ôóíêöèé (ψ, φ), äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì ¾ôóíêöèè Ëàãðàíæà¿, îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì áåç ïðèâëå÷åíèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñëåäóþùèå:

1. Ïîëó÷åíà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ â

îáùåì ñëó÷àå (â ñëó÷àå çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé). Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

òàêîãî êðèòåðèÿ.

2. Ïîñòðîåíû ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå êðèòåðèè äëÿ íåçàâè-

ñèìûõ íàáëþäåíèé è ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

3. Ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòå-

ðèÿ ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèòåðèÿ: ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé è âåðî-

ÿòíîñòüþ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå êðèòåðèÿ, ëîêàëüíî ìàêñèìèííîãî ïî íàïðàâëåíèÿì, � îáîá-

ùåíèå ïîíÿòèÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî ïà-

ðàìåòðà � è ïîëó÷åí åãî âèä. Ïîñòðîåí àñèìïòîòè÷åñêèé êðèòåðèé, ëîêàëüíî ìàê-

ñèìííûé ïî íàïðàâëåíèÿì, è äîêàçàíî ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè

òàêîãî êðèòåðèÿ.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âñå îñòàëü-

íûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ðàáîòà [2] âûïîëíå-

íà àâòîðîì áåç ñîàâòîðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè

ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðî-

åíèè ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ. Òàêèå êðèòåðèè, â

ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò íàõîäèòü ïðèëîæåíèÿ â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê îáðàáîòêà ðàäèî-

ñèãíàëîâ, îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé, êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ôàðìàöåâòè÷åñêèõ
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ïðåïàðàòîâ è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà

ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Prague Stochastics¿ (2006 ã.), íà íàó÷íî-èññëåäîâà-

òåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì

Â. Þ. Êîðîëåâà (2009 ã.), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÊÔÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì È. Í. Âîëîäèíà (2010 ã.).

Ïóáëèêàöèè àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1] è [2].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,

âêëþ÷àþùèõ ñåìíàäöàòü ïàðàãðàôîâ, è èçëîæåíà íà ñòà ÷åòûðåõ ñòðàíèöàõ. Ñïè-

ñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò òðèäöàòü äåâÿòü íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû, äàí îáçîð ëèòåðàòóðû

ïî òåìå äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó

íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ è êðàòêî èçëîæåíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn, . . . � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âåêòîðX(n) = (X1, X2, . . . , Xn) èìååò ïëîòíîñòü

fnθ , θ ∈ Θ, ãäå Θ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â R. Öåëü ãëàâû � õàðàêòåðèçàöèÿ ëî-

êàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíà-

òèâå H1 : θ > θ0 â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ ñ íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì

ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé N è íåêîòîðûì óðîâíåì α.

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè

C1) äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå θ = θ0 â ñìûñëå L1 ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîò-

íîñòè fnθ äëÿ ëþáîãî n,

C2) äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå θ = θ0 ôóíêöèè ìîùíîñòè ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì

îáúåìîì íàáëþäåíèé è

C3) ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ γ > 0 è N0 > 0, ÷òî Eθ0(ḟ
n
θ0
/fnθ0)

2 6 γn äëÿ âñåõ N > N0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåòñÿ ¾ôóíêöèÿ Ëàãðàí-

æà¿

L(ψ, φ) = cN (ψ) + bα(ψ, φ)− β̇θ0(ψ, φ),
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ãäå N (ψ) � ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé, α(ψ, φ) � ðàçìåð êðèòåðèÿ, β̇θ0(ψ, φ) � ïðî-

èçâîäíàÿ â òî÷êå θ = θ0 ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ (ψ, φ), è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

êðèòåðèé (ψ, φ), äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì L(ψ, φ) ñî ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé

N è ðàçìåðîì α, ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì, ìàêñèìèçèðóþùèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

ìîùíîñòè â òî÷êå θ = θ0 â êëàññå êðèòåðèåâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñðåäíèì îáúåìîì

íàáëþäåíèé N è óðîâíåì α. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ðåøàþùåãî ïðàâèëà φ ïðè

äàííîì ïðàâèëå îñòàíîâêè ψ L(ψ, φ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

L(ψ, φ) = cN (ψ) +
∞∑
n=1

∫
sψnφn(bf

n
θ0
− ḟnθ0)dx1 . . . dxn,

ãäå sψn = (1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn � âåðîÿòíîñòü îñòàíîâêè íà n-ì ýòàïå, ḟnθ0 � ïðî-

èçâîäíàÿ fnθ0 â òî÷êå θ = θ0, è ê èíòåãðàëó â âûðàæåíèè äëÿ L(ψ, φ) ïðèìåíÿåòñÿ

óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìèíèìóì èíòåãðàëà∫
(φ(x)F1(x) + (1− φ(x))F2(x))dx,

ãäå 0 6 φ(x) 6 1, ðàâåí ∫
min{F1(x), F2(x)}dx

è äîñòèãàåòñÿ ïðè φ = I{F16F2} ïî÷òè íàâåðíîå, ñ F1 = sψnφn(bf
n
θ0
− ḟnθ0), F2 = 0, ÷òî

äàåò ôîðìó îïòèìàëüíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà φn ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ

bfnθ0 < ḟnθ0.

Òàêèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïðàâèëà îñòà-

íîâêè ψ, ìèíèìèçèðóþùåãî

L(ψ) =
∞∑
n=1

∫
sψn(cnf

n + ln)dx1 . . . dxn,

ãäå fn � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, ïî êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ ìàò. îæèäàíèå ìîìåíòà îñòà-

íîâêè

N (ψ) = Eτψ =

∫
sψnnf

ndx1 . . . dxn,

ln = min{0, bfnθ0 − ḟnθ0}.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ FN ïðàâèë îñòàíîâêè, ïðåêðàùà-

þùèõ ýêñïåðèìåíò íà N -ì (êîíå÷íîì) ýòàïå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, � óñå÷åííûõ ïðàâèë
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îñòàíîâêè � è â ýòîì êëàññå ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ðàññóæäåíèé, âî ìíîãîì àíàëîãè÷-

íûõ ðàññóæäåíèÿì âòîðîãî ïàðàãðàôà äëÿ ψ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðóêòóðà ïðàâèëà

îñòàíîâêè, ìèíèìèçèðóþùåãî L(ψ): ìîìåíò îñòàíîâêè

τψ = min{n : ln < cfn +

∫
V N
n+1dxn+1},

ãäå V N
N = lN ,

V N
n = min{ln, cfn +

∫
V N
n+1dxn+1}

äëÿ n = N − 1, N − 2, . . . , 1.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåóñå÷åííûõ ïðà-

âèë îñòàíîâêè, êîãäà òðåáóåòñÿ ëèøü êîíå÷íîñòü ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé:

ìîìåíò îñòàíîâêè

τψ = min{n : ln < cfn +

∫
Vn+1dxn+1},

ãäå Vn = limN→∞ V
N
n .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ â ïÿòîì ïàðàãðàôå. Íàçîâåì êðè-

òåðèé (ψ, φ) ðåãóëÿðíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

tψn(Vn − ln)dµ
n → 0 ïðèn→∞,

ãäå tψn = (1− ψ1) . . . (1− ψn−1). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè C1, C2, C3.

Ïóñòü c > 0 è b > 0 � ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïóñòü ïðàâèëî îñòàíîâêè

ψ òàêîå, ÷òî

I{ln<cfn+
∫
Vn+1dµ(xn+1)}(x

(n)) 6 ψn(x
(n)) 6 I{ln6cfn+

∫
Vn+1dµ(xn+1)}(x

(n)) (1)

µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà T ψn = {(x1, . . . , xn) : tψn(x1, . . . , xn) > 0}, äëÿ êàæäîãî n =

1, 2, . . . , è ïóñòü ðåøàþùåå ïðàâèëî φ òàêîå, ÷òî

I{bfn
θ0
<ḟn

θ0
}(x

(n)) 6 φn(x
(n)) 6 I{bfn

θ0
6ḟn

θ0
}(x

(n)) (2)

µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà Sψn = {(x1, . . . , xn) : sψn(x1, . . . , xn) > 0} äëÿ êàæäîãî n =

1, 2, . . . .

Ïóñòü (ψ, φ) � ðåãóëÿðíûé êðèòåðèé ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé

è ïóñòü infψ′ L(ψ′) > −∞. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé (ψ, φ) � ëîêàëüíî
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íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå

H1 : θ > θ0 â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ (ψ′, φ′) ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþ-

äåíèé â òîì ñìûñëå, ÷òî

β̇θ0(ψ, φ) > β̇θ0(ψ
′, φ′), (3)

åñëè

α(ψ′, φ′) 6 α(ψ, φ) è N (ψ′) 6 N (ψ). (4)

Íåðàâåíñòâî (3) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, åñëè ñòðîãèì ÿâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç

íåðàâåíñòâ (4).

Åñëè âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ â (3) è (4) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ψ′ òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò (1) µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà T ψ
′

n äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . (ñ ψ′n

âìåñòî ψn), è φ
′ óäîâëåòâîðÿåò (2) (ñ φ′n âìåñòî φn) µ

n-ïî÷òè íàâåðíîå íà Sψ
′

n

äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .

Â øåñòîì ïàðàãðàôå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòðîèòñÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîù-

íûé ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-

ðà óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è, êàê äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-

÷àÿ, äëÿ ïðîöåññà àâòîðåãðåñèè AR(1) ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà. Äëÿ

ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ñ çàìåíîé âûðàæåíèÿ (1)

âûðàæåíèåì

I{b−ḟn
θ0
/fn

θ0
∈(An(c),Bn(c))}(x

(n)) 6 1− ψn(x
(n)) 6 I{b−ḟn

θ0
/fn

θ0
∈[An(c),Bn(c)]}(x

(n))

äëÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ An(c), Bn(c), çàâèñÿùèõ îò c.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn, . . . � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xj èìååò

ïëîòíîñòü fθ,j äëÿ ëþáîãî j, θ ∈ Θ, ãäå Θ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â R. Öåëü

ãëàâû � õàðàêòåðèçàöèÿ ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ0 â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ ñ

íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé N è íåêîòîðûì óðîâíåì

α.

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè

C1') äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå θ = θ0 â ñìûñëå L1 ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè
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ïëîòíîñòè fθ,j äëÿ ëþáîãî j,

C2') ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ δ > 0 è 0 < γ1 <∞, ÷òî

Ij(θ0, θ)/(θ − θ0)
2 6 γ1

äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . è äëÿ âñåõ |θ − θ0| 6 δ, ãäå

Ij(θ0, θ1) = Eθ0 ln fθ0,j(Xj)/fθ1,j(Xj)

� ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ ïî Êóëüáàêó-Ëåéáëåðó ìåæäó ðàñïðåäåëåíÿìèXj ïðè

θ = θ0 è θ = θ1, j = 1, 2, . . . è

C3') ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî γ2 > 0, ÷òî Eθ0|ḟθ0,j/fθ0,j| 6 γ2 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . .

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè ìîùíîñòè è âûâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ýòó ïðîèçâîäíóþ ñî

ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé è âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè I ðîäà. Èíôîðìàöèÿ Êóëüáàêà-

Ëåéáëåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â íàáëþäåíèÿõ ïðîöåññà X1, X2, . . . , Xn, . . . äî ñëó÷àéíî-

ãî ìîìåíòà îñòàíîâêè, îïðåäåëÿåìîãî ïðàâèëîì ψ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

I(θ0, θ;ψ) =
∞∑
n=1

Eθ0s
ψ
n

(
n∑
j=1

ln fθ0,j/fθ,j

)
.

Óñòàíàâëèâàþòñÿ ãðàíèöû õàðàêòåðèñòèê (ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé, âåðîÿò-

íîñòè îøèáêè I ðîäà è ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ìîùíîñòè): ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ðåãóëÿðíîñòè C2 äëÿ ëþáîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ) ñ êîíå÷íûì ñðåä-

íèì îáúåìîì íàáëþäåíèé Eθ0τψ ïðîèçâîäíàÿ åãî ôóíêöèè ìîùíîñòè â òî÷êå θ = θ0

ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(β̇θ0(ψ, φ))2 6 2γ1βθ0(ψ, φ)(1− βθ0(ψ, φ))Eθ0τψ.

Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè C1', C2', C3' ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

β̇θ0(ψ, φ) =
∞∑
n=1

Eθ0

(
sψnφn

n∑
j=1

qj

)
,

ãäå qj(xj) = ḟθ0,j/fθ0,j.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ FN óñå÷åííûõ (äî ýòàïà N) ïðà-

âèë îñòàíîâêè è â ýòîì êëàññå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðóêòóðà ïðàâèëà îñòàíîâêè, ìè-

íèìèçèðóþùåãî ¾ôóíêöèþ Ëàãðàíæà¿: ìîìåíò îñòàíîâêè

τψ = min{n : g(b− zn) < c+ Eθ0v
N
n+1(z − qn, c)},
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ãäå g(z) = min{0, z}, vNN (z, c) = g(z), vNn (z, c) = min{g(z), c+Eθ0v
N
n (z − qn, c)} äëÿ

n = N,N − 1, . . . , 1, zn =
∑n

j=1 ḟθ0,j/fθ0,j.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåóñå÷åííûõ ïðà-

âèë îñòàíîâêè ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé: ìîìåíò îñòàíîâêè

τψ = min{n : g(b− zn) < c+ Eθ0vn+1(z − qn, c)},

ãäå vn = limN→∞ v
N
n , N = 1, 2, . . . .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ â ïÿòîì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè C1' � C3'. Ïóñòü

c > 0 è b > 0 � ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïóñòü ïðàâèëî îñòàíîâêè ψ òàêîå,

÷òî

I{g(b−zn)<c+rn(b−zn,c)}(x
(n)) 6 ψn(x

(n)) 6 I{g(b−zn)6c+rn(b−zn,c)}(x
(n)) (5)

µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà T ψn ∩{fnθ0 > 0} äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . , è ïóñòü ðåøàþùåå

ïðàâèëî φ òàêîå, ÷òî

I{zn>b}(x
(n)) 6 φn(x

(n)) 6 I{zn>b}(x
(n)) (6)

µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà Sψn ∩ {fnθ0 > 0} äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . .

Ïóñòü (ψ, φ) èìååò êîíå÷íûé ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé (ψ, φ) � ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòå-

ðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ0 â êëàññå âñåõ

êðèòåðèåâ (ψ′, φ′) ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé â òîì ñìûñëå, ÷òî

β̇θ0(ψ, φ) > β̇θ0(ψ
′, φ′), (7)

åñëè

α(ψ′, φ′) 6 α(ψ, φ) è Nθ0(ψ
′) 6 Nθ0(ψ). (8)

Íåðàâåíñòâî (7) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, åñëè ñòðîãèì ÿâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç

íåðàâåíñòâ (8).

Åñëè âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ â (7) è (8) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ψ′ òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò (5) µn-ïî÷òè íàâåðíîå íà T ψ
′

n ∩{fnθ0 > 0} äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .

(ñ ψ′n âìåñòî ψn), è φ′ óäîâëåòâîðÿåò (6) (ñ φ′n âìåñòî φn) µ
n-ïî÷òè íàâåðíîå

íà Sψ
′

n ∩ {fnθ0 > 0} äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . .
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Â êàæäîé èç îáëàñòåé {z 6 0} è {z > 0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ g(z) = c+ rn(z, c), ñîîòâåòñòâåííî An(c) 6 0 è Bn(c) 6 0, è âûðàæåíèå

(5 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå

I{b−zn∈(An(c),Bn(c))}(x
(n)) 6 1− ψn(x

(n)) 6 I{b−zn∈[An(c),Bn(c)]}(x
(n)). (9)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå ôîðìóëû (5) ôîðìóëîé

(9).

Â øåñòîì ïàðàãðàôå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àé ¾ïåðèîäè÷å-

ñêèõ¿ íàáëþäåíèé, òî åñòü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé T ∈ N, ÷òî fθ,n+T = fθ,n

äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . , è ñëó÷àé ¾êîíå÷íî-íåñòàöèîíàðíûõ¿ íàáëþäåíèé, òî åñòü

ñëó÷àé, êîãäà fθ,j = fθ,j+1 äëÿ ëþáîãî j íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn � âûáîðêà ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n èç

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ fnθ , ãäå θ ∈ Θ ⊂ RN � ìíîãîìåðíûé ïàðàìåòð. Öåëü

ãëàâû � ïîñòðîåíèå ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :

θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ ∈ Θ1, ãäå Θ1 � êîíóñ â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

Θ1 = {θ0 + tu, |u ∈ U, t > 0}.
Ââîäèòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè:

C1�) äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå θ = θ0 â ñìûñëå L1 ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîò-

íîñòè fnθ0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êðèòåðèÿ, ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî â

íàïðàâëåíèè, � êðèòåðèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ìîùíîñòè ïî

âûáðàííîìó íàïðàâëåíèþ u, � è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü òàêîãî

êðèòåðèÿ èìååò âèä bfnθ0 < u′ḟnθ0.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå íà îñíîâå ïîíÿòèÿ êðèòåðèÿ, ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî

â íàïðàâëåíèè, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êðèòåðèÿ, ëîêàëüíî ìàêñèìèííîãî ïî íàïðàâëå-

íèÿì: äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ u èç îáëàñòè àëüòåðíàòèâû ñòðîèòñÿ ëîêàëüíî

íàèáîëåå ìîùíûé â ýòîì íàïðàâëåíèè êðèòåðèé φu, äàëåå, äëÿ ëþáîãî äðóãîãî íà-

ïðàâëåíèÿ v èç îáëàñòè àëüòåðíàòèâû âû÷èñëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ìîùíîñòü v′β̇θ0(φu)

êðèòåðèÿ φu è íàõîäèòñÿ òî íàïðàâëåíèå v, ó êîòîðîãî ìîùíîñòü êðèòåðèÿ φu ìè-

íèìàëüíà, à çàòåì èùåòñÿ íàïðàâëåíèå u∗, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò ýòîò ìèíèìóì

ìîùíîñòè, � ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé â ýòîì íàïðàâëåíèè u∗ íàçûâà-
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åòñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìèííûì ïî íàïðàâëåíèÿì êðèòåðèåì:

inf
v∈U

v′β̇θ0(φu∗) = sup
u∈U

inf
v∈U

v′β̇θ0(φu). (10)

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ êðèòåðèé, ëîêàëüíî ìàêñèìèííûé ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñðåäíåì çíà÷åíèè ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî

(θ,Σ) ðàñïðåäåëåíèÿ θ = θ0 ïðè îáëàñòè àëüòåðíàòèâû Θ1: òàêîé êðèòåðèé îòêëî-

íÿåò íóëåâóþ ãèïîòåçó ïðè

u∗′Σ−1

(
n∑
k=1

Xk

)
> zα(nu

∗′Σ−1u∗)1/2,

ãäå u∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (10).

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ëîêàëüíî ìàêñèìèííûé ïî íà-

ïðàâëåíèÿì êðèòåðèé äëÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñåìåéñòâ. Òàêîé

êðèòåðèé èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî ëîêàëüíî ìàêñèìèííûé ïî íàïðàâëåíèÿì êðè-

òåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñðåäíåì çíà÷åíèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå

â êà÷åñòâå ìàòðèöû êîâàðèàöèé Σ âûñòóïàåò èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà

â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîé ãèïîòåçå. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé êðèòåðèé

îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîãî

ïðåâîñõîäñòâà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ìîùíîñòè ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ èç îáëà-

ñòè àëüòåðíàòèâû òàêîãî êðèòåðèÿ íàä àíàëîãè÷íîé ïðîèçâîäíîé ëþáîãî äðóãîãî

ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíîãî â ëþáîì íàïðàâëåíèè èç îáëàñòè àëüòåðíàòèâû êðè-

òåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ α.
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