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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü:
Â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðèíÿòî èìåòü äåëî

ñî ñòàòèñòèêàìè (òî åñòü èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè îò èìåþùèõñÿ

äàííûõ), ïîñòðîåííûìè ïî âûáîðêàì íåñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Òàêèå ñòàòèñòèêè õîðîøî èçó÷åíû, ÷àùå âñåãî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ëèáî àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè,

ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, èçâåñòåí ñïîñîá îöåíèâàíèÿ

òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïî-

âèäèìîìó, ïðè÷èíà òàêîé îðèåíòàöèè íà ðàáîòó ñ âûáîðêàìè

íåñëó÷àéíîãî îáúåìà ëåæèò â ñòåðåîòèïå âîñïðèÿòèÿ ñóòè çàäà÷

ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîãäà êîíêðåòíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä

äåëàåòñÿ ïî êîíêðåòíîé âûáîðêå ñ êîíêðåòíûì, èçâåñòíûì

îáúåìîì. Âìåñòå ñ òåì öåëüþ òåîðåòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå ìåòîäîâ èëè ïðîöåäóð, îïòèìàëüíûõ

ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ñ÷èòàþùèõñÿ ñëó÷àéíûìè

íàáëþäåíèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ

ñèòóàöèåé, êîãäà îáúåì äîñòóïíîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè

(âûáîðêè) çàðàíåå (òî åñòü íà ýòàïå âûáîðà ñòàòèñòè÷åñêîé

ïðîöåäóðû äëÿ îáðàáîòêè ýòîé èíôîðìàöèè) íå èçâåñòåí, à åãî

êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì ëèøü ïî îêîí÷àíèè

ôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ýêñïåðèìåíòû ðåäêî ïðîâîäÿòñÿ äî ¾ïîëó÷åíèÿ n-ãî¿,

ñêàæåì, 1500-ãî íàáëþäåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ôèêñèðóåòñÿ íå ÷èñëî

íàáëþäåíèé, à âðåìÿ äëÿ ñáîðà èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ñëîæíî

çàðàíåå îöåíèòü ÷èñëî ïîëîìîê óñòðîéñòâà áûòîâîé òåõíèêè çà ãîä

èëè ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñîáûòèé, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â ñòðàõîâîé

êîìïàíèè â òå÷åíèå îò÷åòíîãî ïåðèîäà (êàê ïðàâèëî, ãîäà). Òàêèì

îáðàçîì, ÷àñòî ÷èñëî äîñòóïíûõ íàáëþäåíèé (îáúåì âûáîðêè) ñàìî

ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèåì, è â ðàìêàõ ïîäõîäà, òðàäèöèîííîãî äëÿ

òåîðåòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, äîëæíî çàðàíåå ñ÷èòàòüñÿ ñëó÷àéíûì.

Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà áîëåå

öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêè, ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêàì

ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Ïðè ýòîì ÷àñòî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ýëåìåíòû âûáîðêè è ñëó÷àéíûé èíäåêñ ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè
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íåçàâèñèìûìè.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íàêîïëåíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ,

ïðèìåíèìûõ ê ñòàòèñòèêàì ñî ñëó÷àéíûìè èíäåêñàìè. Ïîäîáíûå

îáúåêòû áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ,

êðîìå òîãî, îíè óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå: â òåîðèè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèè íàäåæíîñòè, ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ, ÿäåðíîé

ôèçèêå. Ñîãëàñíî óêàçàííûì ðåçóëüòàòàì, íåîäíîðîäíîñòü ïîòîêà

èíôîðìàòèâíûõ ñîáûòèé, ïðèâîäÿùàÿ ê ñëó÷àéíîñòè îáúåìà

âûáîðêè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì òðàíñôîðìèðóåò ïðåäåëüíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âìåñòî ïðèâû÷íîãî

íîðìàëüíîãî çàêîíà â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ìîãóò âîçíèêàòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ áîëåå ¾òÿæåëûìè¿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíî

áîëåå òÿæåëûìè) õâîñòàìè. Íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå

Â. Å. Áåíèíãà è Â. Þ. Êîðîëåâà1, äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíûõ (â îáû÷íîì ñîñòîÿíèè) ñòàòèñòèê, òàêèõ êàê

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèé),

öåíòðàëüíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè èëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ (ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè),

çàìåíèâ íåñëó÷àéíûé îáúåì âûáîðêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ

îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè

r > 0 è 1
n , ò.å

P(Nn = k) =
Γ(r + k)

k! Γ(r)

1

nr

(
1− 1

n

)k
, k = 0, 1, 2, . . . ,

ìû ïîëó÷èì â ïðåäåëå ïðè n → ∞ âìåñòî íîðìàëüíîãî

çàêîíà ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, çàäàåòñÿ

ïëîòíîñòüþ:

p2r(x) =
Γ(r + 1/2)√

2πr Γ(r)

(
1 +

x2

2r

)−r−1/2
, −∞ < x <∞,

1Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ. Îá èñïîëüçîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
â çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. // Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2004. Ò. 49. Âûï. 3. Ñ. 3-22.
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ãäå

Γ(z) =

∞∫
0

e−yyz−1dy, z > 0.

Ïîæàëóé, èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè è ñàìûìè ïîïóëÿðíûìè

îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â ðàìêàõ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñëó÷àéíûå ñóììû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ

ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Íå óìàëÿÿ çàñëóã îñòàëüíûõ

èç áîëüøîãî ÷èñëà ìàòåìàòèêîâ, çàíèìàâøèõñÿ èçó÷åíèåì

àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ñóìì, ðàññìàòðèâàÿ èñòîðèþ

ðàçâèòèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî àñèìïòîòè÷åñêîé

òåîðèè ñëó÷àéíûõ ñóìì ñ íåçàâèñèìûìè èíäåêñàìè, óïîìÿíåì

ëèøü îñíîâîïîëîãàþùóþ ðàáîòó Ã. Ðîááèíñà2, â êîòîðîé äëÿ ñõåìû

¾íàðàñòàþùèõ ñóìì¿ ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì ê ñäâèãîâûì èëè ìàñøòàáíûì

ñìåñÿì íîðìàëüíûõ çàêîíîâ, ñòàòüþ Ð.Ë. Äîáðóøèíà3, â

êîòîðîé óêàçàíû âîçìîæíûå ïðåäåëüíûå çàêîíû äëÿ ñëó÷àéíî

èíäåêñèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ðàáîòàõ

Á.Â. Ãíåäåíêî è åãî ó÷åíèêîâ áûëà âûäâèíóòà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

ñëó÷àéíûõ ñóìì â ñõåìå ñåðèé è ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííûå

ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè (óêàçàííàÿ çàäà÷à ïîëó÷èëà

ñâîå îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî â ðàáîòå

Â.Þ. Êîðîëåâà è Â.Ì. Êðóãëîâà4). Àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè

ñëó÷àéíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè Â.Ì. Êðóãëîâà

è Â.Þ. Êîðîëåâà5, Á.Â. Ãíåäåíêî è Â.Þ. Êîðîëåâà6, À. Ãóòà7.

2H. Robbins. The asymptotic distribution of the sum of a random number of
rnadom variables // Bull. Amer. Math. Soc., 1948. V. 54. No. 12. P. 1151-1161.

3Ð. Ë. Äîáðóøèí. Ëåììà î ïðåäåëå ñëîæíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. // Óñïåõè
ìàòåì. íàóê, 1955. Ò. 10. � 2(64). Ñ. 157-159.

4V. Yu. Korolev, V. M. Kruglov. A criterion of convergence of nonrandomly
centered random sums of independent identically distributed random variables. //
Journal of Mathematical Sciences, 1998. V. 89. No. 5. P. 1495-1506.

5Â. Ì. Êðóãëîâ, Â. Þ. Êîðîëåâ Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ñóìì.
� Ì.: ÌÃÓ, 1990.

6B. V. Gnedenko, V. Yu. Korolev. Random Summation: Limit Theorems and
Applications. � Boca Raton: CRC Press, 1996.

7A. Gut. Stopped Random Walks. � New York: Springer, 1988.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì

ñëó÷àéíîãî îáúåìà ðàññìàòðèâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè.

Ïðîáëåìàòèêà äàííîé äèññåðòàöèè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà

ñ èññëåäîâàíèÿìè Á.Â. Ãíåäåíêî8, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå

îáðàòèâøåãî âíèìàíèå íà òî, ñêîëü ñèëüíî òðàíñôîðìèðóåò

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè çàìåíà íåñëó÷àéíîãî îáúåìà

âûáîðêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, Â.Þ. Êîðîëåâà9 10, â êîòîðûõ

ïðèâåäåíû êðèòåðèè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê,

ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà, è Â.Þ. Êîðîëåâà

è Å.Â. Êîññîâîé1112, â êîòîðûõ óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíåñåíû

íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Äàííûå âîïðîñû íàøëè ñâîå îòðàæåíèå

â ìîíîãðàôèÿõ Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ, È. À. Ñîêîëîâ,

Ñ. ß. Øîðãèí13 è Â. Þ. Êîðîëåâ, Â. Å. Áåíèíã, Ñ. ß. Øîðãèí14.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ñëó÷àéíûå ñóììû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ñòàòèñòèê ñî ñëó÷àéíûìè èíäåêñàìè. Èìåííî ïîýòîìó

èì ïîñâÿùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè. Ìíîãî÷èñëåííûå

è ýôôåêòèâíûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

8Á. Â. Ãíåäåíêî. Îá îöåíèâàíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé
ïî ñëó÷àéíîìó ÷èñëó íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Òðóäû Òáèëèññêîãî ìàòåì. èí-òà èì. À. Ì.
Ðàçìàäçå, 1989. Ò. 92. Ñ. 146-150.

9Â. Þ. Êîðîëåâ. Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ
íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè èíäåêñàìè. I. // Òåîpèÿ âåpîÿòíîñòåé è åå
ïpèìåíåíèÿ, 1994. Ò. 39. � 2. Ñ. 313-333.

10Â. Þ. Êîðîëåâ. Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ
íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè èíäåêñàìè. II. // Òåîpèÿ âåpîÿòíîñòåé è åå
ïpèìåíåíèÿ, 1995. Ò. 40, � 4. Ñ. 907-910.

11Â. Þ. Êîðîëåâ, Å. Â. Êîññîâà. Àñèìïòîòèêà ñëó÷àéíî èíäåêñèpîâàííûõ
áåñêîíå÷íîìåpíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: íåçàâèñèìûå èíäåêñû.
// Ïpîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òpóäû ñåìèíàpà. Ì.:
ÂÍÈÈÑÈ, 1990. Ñ. 38-44.

12Â. Þ. Êîðîëåâ, Å. Â. Êîññîâà. Î ïpåäåëüíûõ pàñïpåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíî
èíäåêñèpîâàííûõ ìíîãîìåpíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïpè
îïåpàòîpíîé íîpìèpîâêå. // Ïpîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Òpóäû ñåìèíàpà. Ì.: ÂÍÈÈÑÈ, 1991. Ñ. 85-100.

13Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ, È. À. Ñîêîëîâ è Ñ. ß. Øîðãèí.

Ðàíäîìèçèðîâàííûå ìîäåëè è ìåòîäû òåîðèè íàäåæíîñòè èíôîðìàöèîííûõ è
òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. � Ì.: ¾Òîðóñ¿, 2007, 248 ñ.

14Â. Þ. Êîðîëåâ, Â. Å. Áåíèíã, Ñ. ß. Øîðãèí. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû
òåîðèè ðèñêà. � Ì.: ¾Ôèçìàòëèò¿, 2007.
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ïðèâåëè ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ ê

óáåæäåíèþ, ÷òî åñëè ñëàãàåìûõ î÷åíü ìíîãî è îíè óäîâëåòâîðÿþò

ìèíèìàëüíûì óñëîâèÿì íà îäèíàêîâóþ ìàëîñòü âåðîÿòíîñòåé

áîëüøèõ çíà÷åíèé, òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû äîëæíî áûòü áëèçêî

ê íîðìàëüíîìó. Îäíàêî òàêîå çàêëþ÷åíèå íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ

îáîñíîâàííûì. Òàê, åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñëó÷àéíî, òî èõ ñóììà

ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñïðåäåëåííîé íå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó äàæå

ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíî. Òàêèå

ñèòóàöèè ÷àñòî âîçíèêàþò â òåîðèè íàäåæíîñòè, òåîðèè ðèñêà,

ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ, à ñëåäîâàòåëüíî, è áîëåå

àäåêâàòíûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ñóììû. Çà÷àñòóþ íà

ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ ïðèáëèæàòü ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ

ñóìì íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, êàê ïðàâèëî,

îòëè÷íûìè îò íîðìàëüíûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ

çàäà÷à îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè äàííîé àïïðîêñèìàöèè.

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ, ïðåæäå âñåãî,

ïóàññîíîâñêèå è ñìåøàííûå ïóàññîíîâñêèå ñëó÷àéíûå ñóììû, à

òàêæå èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè (íàïðèìåð, îòðèöàòåëüíûå áèíîìèàëüíûå

ñëó÷àéíûå ñóììû). Ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì

îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîò Á.Â. Ãíåäåíêî, À.Í. Êîëìîãîðîâà,

È. À. Èáðàãèìîâà, Þ.Â. Ëèííèêà, Â.Â. Ïåòðîâà, Â.Ì. Çîëîòàðåâà,

Ð.Í. Áõàòòà÷àðèÿ è Ð.Ðàíãà Ðàî, Â.Â. Ñåíàòîâà, Â.Þ. Êîðîëåâà,

Ñ.ß. Øîðãèíà, È.Ã. Øåâöîâîé è äðóãèõ. Íåðàâíîìåðíûå

îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â êëàññè÷åñêîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìå, óòî÷íÿåìûå â äàííîé äèññåðòàöèè è ïðèìåíÿåìûå

ê íåðàâíîìåðíûì îöåíêàì äëÿ ïóàññîíîâñêèõ è ñìåøàííûõ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, òàêæå èìåþò ñîëèäíóþ èñòîðèþ.

Èì ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ë. Ä. Ìåøàëêèíà è Á.À. Ðîãîçèíà,

Ñ. Â. Íàãàåâà, Ð. Ìèõåëÿ, Ë. Ïàäèòöà.

Â êà÷åñòâå îáëàñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îöåíîê

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

çàäà÷à ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè � àïïðîêñèìàöèÿ âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ýòà çàäà÷à, â ÷àñòíîñòè,
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ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â êíèãàõ Â.Þ. Êîðîëåâà, Â.Å. Áåíèíãà

è Ñ. ß. Øîðãèíà14 è Å.Â. Áóëèíñêîé15. Êàê èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü

ðàçîðåíèÿ â êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå ðèñêà ïðè èçâåñòíîì

ðàñïðåäåëåíèè ñòðàõîâûõ âûïëàò îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

Ïîëëà÷åêà-Õèí÷èíà-Áååêìàíà, î êîòîðîé áóäåò ïîäðîáíåå

ðàññêàçàíî äàëåå. Â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè

âûïëàò îòñóòñòâóåò, äëÿ àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

ïðè ìàëîé íàãðóçêå áåçîïàñíîñòè íåïëîõî ðàáîòàåò îöåíêà,

ïîëó÷åííàÿ Â. Â. Êàëàøíèêîâûì16. Â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ

àëüòåðíàòèâíàÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà, áîëåå òî÷íàÿ ïðè íåêîòîðûõ

ðàñïðåäåëåíèÿõ ñòðàõîâûõ âûïëàò.

Öåëü ðàáîòû:
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ è

íåðàâíîìåðíûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïóàññîíîâñêèõ,

îáîáùåííûõ ïóàññîíîâñêèõ è ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê,

ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ:
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïåðâîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìûå ìåòîäû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ Ýññååíà. Âî

âòîðîé ãëàâå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ

äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ îòðèöàòåëüíîé áèíîìèàëüíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � â âèäå ñìåøàííîé ïóàññîíîâñêîé è

îáîáùåííîé ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíûõ ñóìì. Îöåíêè âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé îáîáùåíèå äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ïîëëà÷åêà-Õèí÷èíà-

Áååêìàíà íà ñëó÷àé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ âûïëàò

íå èçâåñòíî. Ñ öåëüþ óòî÷íèòü íåðàâíîìåðíûå îöåíêè â

òðåòüåé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ïàäèòöà17,

15Å. Â. Áóëèíñêàÿ. Òåîðèÿ ðèñêà è ïåðåñòðàõîâàíèå. � Ìîñêâà: èçä-âî ÎÎÎ
¾ÌÝÉËÅÐ¿, 2008, 190 ñ.

16V. Kalashnikov. Geometric Sums. Bounds for Rare Events with Applications.
� Dordrecht-Boston-London: Kluwer Academic Publishers, 1997.

17L. Paditz. On the analytical structure of the constant in the nonuniform version
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çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîäõîäÿùåì ðàçáèåíèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íà

çîíû �ìàëûõ�, �óìåðåííûõ� è �áîëüøèõ� çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Óòî÷íåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

ðåãóëÿðíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî

îáúåìà ñ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, â

òåðìèíàõ ðàâíîìåðíîé è ñãëàæåííîé ðàâíîìåðíîé ìåòðèê.

2. Ïîëó÷åíà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà cêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ

ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì. Íà îñíîâå

ýòîé îöåíêè óòî÷íåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ðàñïðåäåëåíèé îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ

ñóìì ïðè ¾âåðîÿòíîñòè óñïåõà¿, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ, ê

ìàñøòàáíûì ñìåñÿì íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Â ÷àñòíîñòè,

óòî÷íåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê ðàñïðåäåëåíèþ Ëàïëàñà.

3. Ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

ñëó÷àéíûõ ñóìì ñ öåëî÷èñëåííûì áåçãðàíè÷íî äåëèìûì

èíäåêñîì, ñïðàâåäëèâàÿ ïðè áîëåå ñëàáûõ ìîìåíòíûõ

óñëîâèÿõ. Íà îñíîâå ýòîé îöåíêè óòî÷íåíû îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì ïðè ¾÷èñëå óñïåõîâ¿, ñòðåìÿùåìñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè, ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

4. Ïîëó÷åíû íîâûå äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ðåçåðâ êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ

êëàññè÷åñêèì ïðîöåññîì ðèñêà.

5. Ïîëó÷åíà íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ íåñëó÷àéíûõ

ñóìì ñ óòî÷íåííîé ñòðóêòóðîé. Íà îñíîâå ýòîé îöåíêè

of the Esseen inequality // Statistics (Berlin: Akademie-Verlag), 1989. V. 20. No.
3. P. 453-464.
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óòî÷íåíû àáñîëþòíûå êîíñòàíòû â íåðàâíîìåðíîì àíàëîãå

íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ è ñìåøàííûõ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü:
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð,

ïîëó÷åííûå â íåé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìîãóò íàéòè

ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå, â ÷àñòíîñòè, ïðè àïïðîêñèìàöèè

ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè ðèñêà,

òåîðèè íàäåæíîñòè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû:
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è

îáñóæäàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ �Òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå

âîïðîñû�(2007, 2009, 2010 ãã.), êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ-2007�

(2007 ã.), íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ� (2010ã.),

ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ

ÌÃÓ �Àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì� (2010 ã.).

Ïóáëèêàöèè:
Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 7 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ

([1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]) èç íèõ 2 ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå,

âêëþ÷åííîì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ([2], [5]).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè:
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 10

ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 76 íàèìåíîâàíèé.

Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 119 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà ñ

îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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�1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå ñ îáîñíîâàíèåì àêòóàëüíîñòè

èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêå ñëó÷àéíîãî

îáúåìà, è îáçîðîì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî àïïðîêñèìàöèè

ðàñïðåäåëåíèé äàííûõ ñòàòèñòèê.

Â �2 ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòèêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïóñòü Np,r � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ îòðèöàòåëüíîå

áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, p), r ∈ (0, 1), òî

åñòü

P (Np,r = k) =
Γ(r + k)

k! Γ(r)
pr(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó N∗p,r, ñâÿçàííóþ ñ Np,r
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N∗p,r =
Np,r
ENp,r

. (1)

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü N∗p,r− ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â

(1), à Gr,r(x)− ôóíêöèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè r, r.

Òîãäà

sup
x>0
|P(N∗p,r 6 x)−Gr,r(x)| =

{
O(p), r > 1,

O(pr), 0 < r < 1.

Äàííàÿ òåîðåìà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: îöåíêà

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé â òî÷êå, îöåíêà íà

îòðåçêå è, íàêîíåö, ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà íà âñåé ïðÿìîé.

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé â ðàáîòå

äîêàçûâàþòñÿ ëåììû, îáîáùàþùèå ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

íà ïîëóèíòåðâàëû.

Â �3 ïðèâîäèòñÿ îáçîð (à çàòåì óòî÷íåíèå) èçâåñòíûõ îöåíîê

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî
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âûáîðêå ñëó÷àéíîãî îáúåìà ñ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì, ò.å. ñòàòèñòèê âèäà

TNn = T (X1, . . . , XNn), (2)

ãäå Nn èìååò îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

P(Nk = k) =
Γ(r + k)

k! Γ(r)

1

nr

(
1− 1

n

)k
, k = 0, 1, 2, . . . (3)

Ïóñòü Φ(x) � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,

F2r(x) = EΦ(x
√
U) =

+∞∫
0

Φ(x
√
u) dGr,r(u), −∞ < x <∞,

ñòàòèñòèêà Tn � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà, ò.å. ñóùåñòâóþò

ôóíêöèè σ(θ) > 0 è t(θ) òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì ω ∈ Ω

Pθ

(
σ(θ)
√
n(Tn − t(θ)) < x

)
→ Φ(x) (n→∞)

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè:

sup
x

∣∣P(σ
√
n (Tn − µ) 6 x)− Φ(x)

∣∣ = O
(
n−1/2

)
, n = 1, 2, . . . (4)

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè TNn ê F2r(x)

• Ñåëèâàíîâà, 199518: äëÿ íàòóðàëüíûõ r

∆n ≡ sup
x

∣∣∣P(σ
√
r(n− 1)(TNn − µ) 6 x)− F2r(x)

∣∣∣ = O
(

1√
n

)
.

• Áåíèíã, Êîðîëåâ, Ó Äà, 200419:

∆n = O
(
n−

r
r+1
)
, ïðè 0 < r 6 1.

18Ä. Î. Ñåëèâàíîâà. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ
ñëó÷àéíûõ ñóìì. // Äèñ. êàíä. ôèç. -ìàòåì. íàóê. � ÌÃÓ, 1995.

19Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ, Ó. Äà. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé íåêîòîðûõ ñòàòèñòèê ê ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà. // Âåñòíèê
Ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ. Ñåð. ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è
èíôîðìàòèêà¿ , 2004. � 1(12). Ñ. 59-74.
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• Áåâðàíè, Áåíèíã, Êîðîëåâ, 200520: Ïðè 0 < r 6 1

� äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R∣∣∣P(σ
√
r(n− 1)(TNn − µ) 6 x)− F2r(x)

∣∣∣ = O(n−1/2);

� äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [−M, M ]

sup
−M6x6M

∣∣∣P(σ
√
r(n− 1)(TNn − µ) 6 x)− F2r(x)

∣∣∣ =

= O
(
n−

3r+1
4(r+1)

)
;

� äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî õîòÿ áû ñ îäíîé ñòîðîíû ìíîæåñòâà

Q ⊆ R

sup
x∈Q

∣∣∣P(σ
√
r(n− 1)(TNn − µ) 6 x)− F2r(x)

∣∣∣ = O
(
n−

r
r+1
)
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà, óòî÷íÿþùàÿ óêàçàííûå îöåíêè.

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Tn =

Tn(X1, . . . , Xn) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (4), òîãäà

ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè TNn = TNn(X1, . . . , XNn), ãäå

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âèäà (3) ñ ïàðàìåòðîì r ∈ (0, 1], ïðè n → ∞
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

sup
x

∣∣∣P(σ
√
r(n− 1)(TNn − µ) 6 x)− F2r(x)

∣∣∣ =


O
(

1√
n

)
, r ∈ [ 12 , 1],

O
(

lnn√
n

)
, r = 1

2 ,

O
(

1
nr

)
, 0 < r < 1

2 .

Â ñëó÷àå, êîãäà Nn èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (r = 1),

èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè

20Õ. Áåâðàíè, Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ. Î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè
îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì è
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé íåêîòîðûõ ñòàòèñòèê ê ðàñïðåäåëåíèþ
Ñòüþäåíòà. // Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ è ïðîâåðêè ãèïîòåç. �
Ïåðìü: Èçä-âî Ïåðìñêîãî ãîñ. óí-òà, 2005. Ñ. 88-103.
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äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Tn = Tn(X1, . . . , Xn) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âèäà:

sup
x

∣∣P (σ√n(Tn − µ) 6 x
)
− Φ(x)

∣∣ = O
(
n−1/2

)
, n = 1, 2, . . . ,

äëÿ íåêîòîðûõ σ > 0 è µ ∈ R, òî

sup
x

∣∣P (σ√n− 1(TNn − µ) 6 x
)
− F2(x)

∣∣ = O
(
n−1/2

)
, n = 1, 2, . . . ,

ãäå

F2(x) =
1

2

(
1 +

x√
2 + x2

)
.

Â �4 ãîâîðèòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ îöåíêè ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé âìåñòî ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè

áîëåå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå ñãëàæåííîé ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêè:

ρH(F,G) = sup
x
|(F ∗H)(x)− (G ∗H)(x)|,

ãäå H � íåêîòîðîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Îáîçíà÷èì

Sn,r(x) = P
(
σ
√
n− 1(TNn − µ) 6 x

)
.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñòàòèñòèê,

ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêå ñî ñëó÷àéíûì îáúåìîì, èìåþùèì

îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, â òåðìèíàõ

ñãëàæåííîé ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè.

Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(4), 0 < r < 1. Ïóñòü H(x) = 1 − e−rx, x > 0, � ôóíêöèÿ

ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì r. Òîãäà ïðè n→∞

ρH(Sn,r, F2r) = O(n−1/2).

Âî âòîðîé ãëàâå ðå÷ü èäåò î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Â �1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðìàìåòð îòðèöàòåëüíîãî
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
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îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â

âèäå ñìåøàííîãî ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü N(t) = N1(Λ(t)) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñìåøàííûì

ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì,

P(N(t) = k) =
1

k!

+∞∫
0

e−λλkdP(Λ(t) < λ), k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå Λ(t) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Áóäåì

íàçûâàòü åå ñòðóêòóðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñìåøàííîãî

ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(t). Îïðåäåëèì ñìåøàííóþ

ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(t) =

N(t)∑
j=1

Xj ,

0∑
j=1

(·) = 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ (0, 1]

E(X1) = 0, D(X1) = 1 è, êðîìå òîãî, β2+δ = E|X1|2+δ <∞ (5)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Λ(t) ïðè íàäëåæàùåé íîðìèðîâêå ñõîäèòñÿ ïî

ðàñïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Λ, à èìåííî

Λ(t)

t

d−→ Λ (t→∞), (6)

òî

P(S(t) < x
√
t)→

+∞∫
0

Φ
( x√

λ

)
dP(Λ < λ) (t→∞).

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ

ðàâíîìåðíûå îöåíêè ñêîðîñòè óêàçàííîé ñõîäèìîñòè, ïðèâîäèìûå

â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5) è (6). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

t > 0

sup
x

∣∣∣∣∣P(S(t)√
t
< x

)
−

+∞∫
0

Φ
( x√

λ

)
dP(Λ < λ)

∣∣∣∣∣ 6 C(δ)β2+δE[Λ(t)]−δ/2+
1

2
∆t,
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ãäå

∆t = sup
x

∣∣∣P(Λ(t)

t
< x

)
− P(Λ < x)

∣∣∣,
C(δ) � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíå÷íàÿ êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà

Êàöà�Áåððè�Ýññååíà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïàðàìåòðà δ.

Íàèëó÷øèå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü êîíêðåòíûå âåðõíèå îöåíêè

êîíñòàíòû C(δ) ïðèâåäåíû â ðàáîòå Ì. Å. Ãðèãîðüåâîé è

È. Ã. Øåâöîâîé21.

Ñëåäñòâèå 2.1 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) èìååò îòðèöà-

òåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè r > 0 è p =
r
r+t , ãäå t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5) è r > δ

2 .

Òîãäà äëÿ êàæäîãî t > 0

sup
x

∣∣∣∣∣P(S(t) < x
√
t)−

+∞∫
0

Φ
( x
√
y

)
dGr,r(y)

∣∣∣∣∣ 6 C(r, δ) · β2+δ
tδ/2

,

ãäå

C(r, δ) =
rδ/2Γ(r − δ/2)

Γ(r)
· C(δ).

Ñëåäñòâèå 2.2 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) èìååò ãåîìåòðè-

÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè p = (1 + t)−1, ãäå t > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X1|3 ≡ β3 <∞. Òîãäà äëÿ êàæäîãî t > 0

sup
x
|P(S(t) < x

√
t)− L(x)| 6 0.5391 · β3√

t
.

Â �2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð r îòðèöàòåëüíîãî

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òåïåðü

îòðèöàòåëüíàÿ áèíîìèàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå öåëî÷èñëåííîé áåçãðàíè÷íî äåëèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, X � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé

21Ãðèãîðüåâà Ì. Å., Øåâöîâà È. Ã. Óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Êàöà�Áåððè�
Ýññååíà // Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ. 2010. Ò. 4, âûï. 2. Ñ. 78�85.
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ðàâíà ψM (fX(t)), áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì {M,X}. Íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Â. Þ. Êîðîëåâà, Â. Å. Áåíèíãà,

Ñ. ß. Øîðãèíà14), ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Z
d
=

M∑
j=1

Xj ,

ãäå X1, X2, . . . � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû M,X1, X2, . . . íåçàâèñèìû, òî Z
d
=

{M,X}, ãäå X
d
= Xj (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî∑0

j=1Xj = 0). Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó SM = {M,X} áóäåì

íàçûâàòü ñëó÷àéíîé ñóììîé. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M

áóäåò íàçûâàòüñÿ èíäåêñîì, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ñëó÷àéíûì

ñëàãàåìûì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå ñëàãàåìîå X óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì

EX = 0, DX = 1. (7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

M ÿâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M ′n, ÷òî

M
d
= {n,M ′n}.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Â. Ôåëëåðà22, ãë. XII,

� 3), ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì â êëàññå

ðàñïðåäåëåíèé íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

ïóàññîíîâñêèì, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ èìååò âèä

fM (t) = exp[λ(fY (t)− 1)]

22Â. Ôåëëåð Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ò. 1. � Ì.:
Ìèð, 1984.
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äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0, ãäå fY (t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y .

Äðóãèìè ñëîâàìè,

M
d
= {Nλ, Y }, (8)

ãäå Nλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

E|X|3 = β3 <∞, (9)

è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïåðâûå òðè ìîìåíòà ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû M.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü öåëî÷èñëåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà M ÿâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìîé, ïðè÷åì ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà Y â ïðåäñòàâëåíèè (8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ EY 3/2 <

∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ (7) è (9). Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆ = sup
x
|P (SM <

√
EMx)− Φ(x)| 6 1.5205 · β3√

λ
· EY 3/2

(EY )3/2
.

Äàííàÿ îöåíêà ñðàâíèâàåòñÿ ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå

Ñ.ß. Øîðãèíà23:

∆ 6
0.3041√

λ
×

×E[Y (Y − 1)(Y − 2)](E|X|)3 + 3E[Y (Y − 1)]E|X|EX2 + EY E|X|3

[EY 2(EX)2 + EY DX]3/2
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñëàãàåìûõ ñ íóëåâûì ñðåäíèì

òåîðåìà 2.4 èìååò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè (òðåáóåòñÿ

òîëüêî êîíå÷íîñòü ìîìåíòà EY 3/2, ïðè ýòîì äîïóñòèìî EY 2 =

∞). Äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà ïðèìåíèìû îáå îöåíêè, â äèññåðòàöèè

23Ñ. ß. Øîðãèí. Î òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ñóìì ñ áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè èíäåêñàìè // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
è åå ïðèìåíåíèÿ, 1996. Ò. 41. Âûï. 4. Ñ. 920-926.
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ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òåîðåìà 2.4 äàåò áîëåå

òî÷íóþ îöåíêó, íåæåëè ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ñ.ß. Øîðãèíà23.

Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îöåíêè èç ðàáîòû Ñ.ß. Øîðãèíà23

íåñðàâíèìû ñ îöåíêîé, óñòàíàâëèâàåìîé òåîðåìîé 2.4.

Èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò îöåíêà òî÷íîñòè íîðìàëüíîé

àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7) è (9). Òîãäà äëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ îòðèöàòåëüíîé áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé ñóììû

SM ñ ïàðàìåòðàìè r > 0 è p ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∆r = sup
x

∣∣∣∣∣P
(
SM < x

√
r(1− p)

p

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 K(p)
β3√
r
,

ãäå

K(p) =
1.5205√

1− p
min

{
1;

√
2

(1− p)(2 + p)3/2

[√
π +

p√
2

(
2− p
1− p

)]}
.

Â �3 ðåøàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à îöåíêè âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ïðîöåññ ðèñêà

Ru(t) = u+ ct−
N(t)∑
k=1

Xk, t > 0.

u > 0 � ñòàðòîâûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè, c > 0 �

èíòåíñèâíîñòü ðîñòà ñòðàõîâîé ïðåìèè,N(t) � òî÷å÷íûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ïîòîê ñòðàõîâûõ âûïëàò.

Â ðàññìàòðèâàåìîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

N(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ íåêîòîðîé èíòåíñèâíîñòüþ

Λ > 0. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ..., îïèñûâàþùèå

ðàçìåðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðàõîâûõ âûïëàò, ïðåäïîëàãàþòñÿ

íåîòðèöàòåëüíûìè è íåçàâèñèìûìè ñ îáùåé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Áîëåå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X1, X2, ... è ïðîöåññ N(t) íåçàâèñèìû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
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ïîëîæèì
∑0
k=1Xk = 0. Îáîçíà÷èì

µk = EXk
1 , k > 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ1 > 0 è µ4 <∞.

Íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü âåëè÷èíó

ρ =
c

Λµ1
− 1.

Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë óäåëüíîãî äîõîäà ñòðàõîâîé êîìïàíèè

â åäèíèöó âðåìåíè. Ïîä âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ áóäåì

ïîäðàçóìåâàòü ôóíêöèþ

ψ(u) = P(inf
t>0

Ru(t) < 0).

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â

êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå ðèñêà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Ïîëëà÷åêà�Õèí÷èíà�Áååêìàíà. Îäíàêî äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî

ïðèìåíÿòü äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàññ÷åòîâ òîëüêî òîãäà, êîãäà

èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ âûïëàò.

Â �3 äîêàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ
äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ âûïëàò íåèçâåñòíî.

Òåîðåìà 2.8 Ïóñòü Ru(t) � êëàññè÷åñêèé ïðîöåññ ðèñêà ñ

íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè ρ, ñòàðòîâûì êàïèòàëîì u è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûìè ñòðàõîâûìè âûïëàòàìè X1, X2, ... òàêèìè, ÷òî

EX1 = µ1 > 0, EX4
1 = µ4 < ∞. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ñòðàõîâîé êîìïàíèè ψ(u) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ∣∣∣∣ψ(u)− 1

1 + δ
exp

{
− 4ρµ1u

µ2(1 + β)

}∣∣∣∣ 6 0.7002 ·
µ4
√
µ1ρ

(µ3)3/2
,

ãäå

δ =

√
µ2 + 8ρµ1µ3/3− µ2√
µ2 + 8ρµ1µ3/3 + µ2

, β =

√
µ2 + 8ρµ1µ3/3

µ2
.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äàëåå ñðàâíèâàåòñÿ ñ îöåíêîé èç ðàáîòû

Â. Êàëàøíèêîâà16, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé Xi ïðè ðàçóìíûõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçêè
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áåçîïàñíîñòè ρ (ρ > 0, 12) òåîðåìà 2.8 äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó

âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, ÷åì ðàáîòà Â. Êàëàøíèêîâà16.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óòî÷íåíèþ íåðàâíîìåðíîé îöåíêè

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé íåñëó÷àéíûõ ñóìì, à òàêæå

ïóàññîíîâñêèõ è ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî EX1 = 0, EX2
1 = 1,

E|X1|3 = β3 <∞.

Ïîëîæèì Fn(x) = P
(
X1 + . . .+Xn < x

√
n
)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå

ïîëîæèòåëüíûå êîíå÷íûå êîíñòàíòû C0 è C1 òàêèå, ÷òî

sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| 6 C0

β3√
n

(A. C. Berry24,C. -G. Esseen25) è

sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| 6 C1

β3 + 1√
n

= C1

(
1 +

1

β3

) β3√
n

(Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà26, Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà27).

Äëÿ êîíñòàíò C0 è C1 èçâåñòíû ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå îöåíêè:

0.4097 ≈
√

10 + 3

6
√

2π
6 C0 6 0.4784

(C. -G. Esseen28, Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà26),

0.2659 ≈ 2

3
√

2π
6 C1 6 0.3041

24A. C. Berry. The accuracy of the Gaussian approximation to the sum of the
distributed random variables. // J.Theor. Probab, 1994. V. 2. No. 2. P. 211-224.

25C. -G. Esseen. On the Liapuno� limit of error in the theory of probability //
Ark. Mat. Astron. Fys., 1942. V. A28. No. 9. P. 1-19.

26Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà. Óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà
ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ïóàññîíîâñêèì è ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àéíûì
ñóììàì. // Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè, 2010. Ò. 17.
Âûï. 1. Ñ. 25-56.

27Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà. Óòî÷íåíèå âåðõíåé îöåíêè àáñîëþòíîé
ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ñóìì. // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2010. Ò. 431. Âûï.
1. Ñ. 16-19.

28C. -G. Esseen. A moment inequality with an application to the central limit
theorem // Skand. Aktuarrietidskr, 1956. V. 39. P. 160-170.
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(Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà26, Â. Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà27).

Ïî-âèäèìîìó, èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå

Ë. Ä. Ìåøàëêèíà, Á. À. Ðîãîçèíà29, ãäå äëÿ ñëó÷àÿ δ = 1, òî

åñòü äëÿ ñëó÷àÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåòüåãî ìîìåíòà ñëàãàåìûõ áûëî

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé àáñîëþòíîé

ïîñòîÿííîé A òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + x2)|Fn(x)− Φ(x)| 6 A · β3√
n
.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñèëåí â ðàáîòå Ñ. Â. Íàãàåâà30, ãäå áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî C,

÷òî

sup
x

(
1 + |x|3

)∣∣Fn(x)− Φ(x)
∣∣ 6 C

β3√
n
. (10)

Ïðè ýòîì, ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ íà ìîìåíòû

ñëàãàåìûõ ïîðÿäîê îöåíêè (10) ïî x íåóëó÷øàåì áåç

äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C â (10), òî â

ðàáîòå R. Michel31 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî C 6 C0 + 8(1 + e), ÷òî ñ

ó÷åòîì îöåíêè C0 6 0.4784, ïîëó÷åííîé â ðàáîòàõ Â. Þ. Êîðîëåâà,

È. Ã. Øåâöîâîé26 27, âëå÷åò îöåíêó C 6 30.2247. Íåäàâíî äàííàÿ

îöåíêà áûëà óòî÷íåíà â ðàáîòåÞ. Ñ. Íåôåäîâîé, È. Ã. Øåâöîâîé32,

ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî C 6 25.7984.

Â �1 ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ïàäèòöà33 ïîëó÷åíà

íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ ñ óòî÷íåííîé

29Ë. Ä. Ìåøàëêèí, Á. À. Ðîãîçèí. Îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî áëèçîñòè èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è åå ïðèìåíåíèå ê
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå // Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
� Òàøêåíò: Èçä-âî ÀÍ ÓçÑÑÐ, 1963. Ñ. 40-55.

30Ñ. Â. Íàãàåâ. Íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé //
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 1965. Ò. 10. Âûï. 2. Ñ. 231-254.

31R. Michel. On Berry�Esseen results for the compound Poisson distribution. //
Insurance: Mathematics and Economics, 1993. V. 13. No. 1. P. 35-37.

32Þ. Ñ. Íåôåäîâà, È. Ã. Øåâöîâà. Î òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì // Èíôîðìàòèêà è åå
ïðèìåíåíèÿ, 2010. Ò. 4. Âûï. 4. Â ïå÷àòè.

33L. Paditz. Einseitige Fehlerabsch�atzungen im zentralen Grenzwertsatz. //
Math. Operationsforsch. und Statist., ser. Statist., 1981. Bd. 12. S. 587-604.
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ñòðóêòóðîé.

Ñëåäñòâèå 3.3 Äëÿ âñåõ x ∈ R è âñåõ n > 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

(1 + |x|3)
∣∣Fn(x)− Φ(x)

∣∣ 6 22.7707 · β3 + 1√
n

.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü êîíñòàíòó â

íåðàâíîìåðíîé îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ äëÿ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, ÷åìó ïîñâÿùåí �2.
Ïóñòü òåïåðü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

EX1 ≡ µ, DX1 ≡ σ2 > 0, E|X1|3 ≡ β3 <∞. (11)

Ïóñòü Nλ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì λ > 0

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nλ, X1, X2, . . . íåçàâèñèìû.

Ðàññìîòðèì ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñóììó

Sλ = X1 + · · ·+XNλ .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî Sλ = 0 ïðè Nλ = 0. Íåñëîæíî

âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ íà ìîìåíòû ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ESλ = λµ, DSλ = λ(µ2 + σ2).

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé ïóàññîíîâñêîé

ñëó÷àéíîé ñóììû

S̃λ ≡
Sλ − λµ√
λ(µ2 + σ2)

îáîçíà÷èì Fλ(x).

Òåîðåìà 3.2 Ïðè óñëîâèÿõ (11) äëÿ ëþáîãî λ > 0 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

sup
x∈R

(1 + |x|3)|Fλ(x)− Φ(x)| ≤ Dβ3
λ1/2(µ2 + σ2)3/2

,
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ãäå êîíñòàíòà D òà æå, ÷òî è â ñëåäñòâèè 3.3, ò. å. D 6 22.7707.

Íàêîíåö, â �3 òðåòüåé ãëàâû èçó÷àþòñÿ íåðàâíîìåðíûå îöåíêè

êîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñìåøàííûõ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Ïóñòü Λ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ Gt(x) = P(Λ(t) < x) êîòîðîé çàâèñèò îò íåêîòîðîãî

ïàðàìåòðà t > 0. Ïîä ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì

ñî ñòðóêòóðíûì ðàñïðåäåëåíèåì Gt áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(t), ïðèíèìàþùåé öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P
(
N(t) = k

)
=

1

k!

∞∫
0

e−λλkdGt(λ), k = 0, 1, 2, ...

Îáîçíà÷èì S(t) = X1 + ...+XN(t). Ïóñòü

EX1 = 0, EX2
1 = 1, β3 = E|X1|3 <∞, (12)

è d(t), t > 0, � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íåîãðàíè÷åííî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî

P

(
S(t)√
d(t)

< x

)
d−→

∞∫
0

Φ
( x
√
y

)
dG(y), x ∈ R (t→∞)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Gt
(
xd(t)

) d−→ G(x) (t→∞).

Îáîçíà÷èì

∆t(x) =

∣∣∣∣P( S(t)√
d(t)

< x

)
−
∞∫
0

Φ

(
x√
λ

)
dG(λ)

∣∣∣∣,
δt(x) = Gt

(
x d(t)

)
−G(x).
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Òåîðåìà 3.4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12). Òîãäà

ïðè êàæäîì t > 0 ïðè ëþáîì x ∈ R èìååò ìåñòî îöåíêà

∆t(x) 6 22.7707 · β3√
d(t)

· E
{Λ(t)

d(t)

[(Λ(t)

d(t)

)3/2
+ |x|3

]−1}
+

+

∞∫
0

|δt(λ)| dλΦ
( x√

λ

)
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âèêòîðà Þðüåâè÷à Êîðîëåâà,

êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü.
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