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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ
íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì (ïðè áîëüøîì âðåìåíè) ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà ñòàëè âîçìîæíûìè áëàãîäàðÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðàáîòàì, ïîñâÿùåí-
íûì îáîñíîâàíèþ âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ
óðàâíåíèé. Èç ãðîìàäíîãî ÷èñëà ðàáîò ïî êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê óïîìÿíóòûõ
âûøå çàäà÷ îòìåòèì ðàáîòû Â.À. Èëüèíà 1, À. Ì. Èëüèíà, À. Ñ. Êàëàøíèêîâà,
Î. À. Îëåéíèê 2, Î. À. Ëàäûæåíñêîé, Â. À. Ñîëîííèêîâà, Í. Í. Óðàëüöåâîé 3.
Ñðåäè çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ îòìåòèì ðàáîòû: Ä. Àðîíñîíà 4, À. Ôðèäìàíà 5, Ã.
Ëèáåðìàíà6

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå âåñüìà ÷àñòî âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòü D ≡
RN × (0,∞) îáëàñòü â RN+1. Ðàññìîòðèì çàäà÷è Êîøè:

L1u ≡ L1(x)u+ (b(x), ∇u) + c(x)u− ut = 0 â D, u|t=0 = u0(x), x ∈ RN , (1)

ãäå

L1(x)u ≡
N∑

i,k=1

(aik(x)uxk)xi , (b(x), ∇u) =
N∑
i=1

bi(x)uxi (2)

L2u ≡ L2(x, t)u+ (b(x, t), ∇u) + c(x, t)u− ut = 0 â D, u|t=0 = u0(x), x ∈ RN ,
(3)

ãäå

L2(x, t)u ≡
N∑

i,k=1

aik(x, t)uxkxi , (b(x, t), ∇u) =
N∑
i=1

bi(x, t)uxi (4)

è ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

L1(x)u− ut = 0 â D ≡ Q× (0,∞), u|S = 0, u|t=0 = u0(x), x ∈ Q, (5)

ãäå îïåðàòîð L1(x) îïðåäåëåí â (2), Q � âîîáùå ãîâîðÿ íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â
RN , N > 3, S = ∂Q× (0,∞), S - ãðàíèöà îáëàñòè Q.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ Li(i = 1, 2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðàâíîìåð-
íîé ïàðàáîëè÷íîñòè.

λ2
0|ξ|2 6

N∑
i,k=1

aikξiξk 6 λ2
1|ξ|2, λ0 > 0, λ1 > 0, (6)

1Èëüèí Â. À. Î ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèé
// ÓÌÍ, 1960, ò. 15, � 2, ñ. 97-154

2Èëüèí À. Ì., Êàëàøíèêîâ À. Ñ., Îëåéíèê Î. À. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà // ÓÌÍ, 1962, ò. 15, � 2, ñ. 97-154.

3Ëàäûæåíñêàÿ Î. À. , Ñîëîííèêîâ Â. À., Óðàëüöåâà Í. Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà //Ìîñêâà, Íàóêà, 1967

4Aronson D. Non-negative solutions of linear parabolic equations // Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 1968,
v. 22, � 4, p. 607-694

5Ôðèäìàí À. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Ìîñêâà. Ìèð. 1968
6Lieberman G. M. Second order parabolic di�erential aguations // World. Science, 2005
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|ξ|2 = ξ2
1 + · · ·+ ξ2

N , ∀(x, t) ∈ D, êîýôôèöèåíòû aik (1), (3), (5) ñèììåòðè÷íû, ò. å.
aik = aki (i, k = 1, . . . , N), íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) íåïðåðûâíà è ïðèíàäëåæèò
êëàññó åäèíñòâåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è,

c(x, t) 6 0 â D [c(x) 6 0 x ∈ RN ] (7)

Áîëåå òî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íèæå.
Èíòåðåñ, êîòîðûé ïðîÿâëÿþò ìàòåìàòèêè ê âîïðîñó î ïîâåäåíèè ïðè t → ∞

ðåøåíèé çàäà÷ (1), (3), (5), ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåííûì è ïîíÿòíûì, åñëè ó÷åñòü,
÷òî ê çàäà÷àì Êîøè (1), (3) è êðàåâîé çàäà÷å (5) äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïðèâîäÿò ìíîãèå èíòåðåñíûå è âàæíûå ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, íàïðèìåð çàäà÷è î
ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ îáúåìàõ, çàäà÷è äèô-
ôóçèè, çàäà÷è òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è ò.ï.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñòàáèëèçàöèè, ò.å. ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim
t→∞

u(x, t) = 0, (8)

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â RN ,
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, êàê äèâåðãåíòíîãî, òàê è íåäè-
âåðãåíòíîãî âèäà. Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè îò ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ |x| ìëàäøèõ êîýôôèöèåí-
òîâ óðàâíåíèÿ, â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé.

Ìû òàêæå èçó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáëàñòü Q ∈ RN ,
ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (5) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë (8), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â Q, äëÿ ëþáîé
îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé â îáëàñòè Q ôóíêöèè u0(x).

Âïåðâûå âîïðîñ î ïîâåäåíèè ïðè t → ∞ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èçó÷åí À.Í. Òèõîíîâûì, 7 êîòîðûé â 1938ã. äîêàçàë
ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Ïóñòü Q � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü N -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà RN è
ïóñòü D = Q × (0,∞)� ïðÿìîé ïîëóöèëèíäð ñ îñíîâàíèåì Q. Ïóñòü u(x, t) � ðå-
øåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðèíèìàþùåå íà
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ∂Q×(0,∞) ïîëóöèëèíäðà D çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(x), íå çàâè-
ñÿùåå îò âðåìåíè. Òîãäà ïðè t→∞ ðåøåíèå u(x, t) ñòðåìèòñÿ â D ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Q ê ôóíêöèè v(x), óäîâëåòâîðÿþùåé âíóòðè Q óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è ïðèíè-
ìàþùåé íà ∂Q çíà÷åíèå φ(x). À.Í. Òèõîíîâûì òàêæå äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè u(x, t) íåïðåðûâíî â D̄ è óäîâëåòâîðÿåò íà ãðàíèöå
öèëèíäðà S = ∂Q× (0,∞) óñëîâèþ u(x, t)|s = 0, ïðè t > t0 > 0, òî ðåøåíèå ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

t→∞
u(x, t) = 0, ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q̄,

êàêîâû áû íè áûëè çíà÷åíèÿ u(x, t) ïðè 0 6 t 6 t0. Ýòè ðåçóëüòàòû À.Í. Òèõîíîâà
îáîáùàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ( íàïðèìåð, ðàáîòàõ Â. Ôóëêñà 8, Ì. Êðæèæàíñêî-

7Òèõîíîâ À. Í. Îá óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ // Áþëë. ÌÃÓ, ìàò.
ìåõ. 1938, ò. 1 � 9, ñ. 1-40.

8Fulks W. A note on the steady state solutions of the heat equations //Proc. Amer. Math. Soc. 1956, v. 7,
� 5, p. 7-67.
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ãî 9, À. Ôðèäìàíà 10 11, Ñ.Ä. Ýéäåëüìàíà, Ô.Î. Ïîðïåðà 12, Þ.Í. ×åðåìíûõ13 14,
À. Ì. Èëüèíà 15 16, Ð. Ç. Õàñüìèíñêîãî 17 , À. Ì. Èëüèíà Ð. Ç. Õàñüìèíñêîãî 18 íà
ñëó÷àé áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé, êðàåâûõ çàäà÷ è áîëåå ñëîæíûõ îáëàñòåé Q.

À. Ôðèäìàí äîêàçàë òåîðåìû î ðàâíîìåðíîì ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïðè t → ∞
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåííûõ â öèëèíäðå ñ êîíå÷íûì îñíîâàíèåì
èëè â ðàñøèðÿþùåéñÿ îáëàñòè, íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè t → ∞. Èì áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû, îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû À.Í. Òèõîíî-
âà, íà îáùèå íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,
çàäàííûå â ïîëóöèëèíäðå, åñëè ìëàäøèé êîýôôèöèåíò c(x, t) ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæè-
òåëüíûì. Ðåçóëüòàòû À. Ôðèäìàíà ñèñòåìàòèçèðîâàíû â ãëàâå 6 åãî ìîíîãðàôèè5.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∆u = ut ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé u(x, 0) = u0(x), ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞,
ñàìî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, ðàâíîìåðíî ïî x. Îäíàêî ïîäðîáíîå óòâåð-
æäåíèå î ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïðè t → ∞ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, âîîáùå ãîâîðÿ,
óæå íåâåðíî äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè
îò x è t, äàæå åñëè c(x, t) 6 0.

Â ðàáîòå15 À.Ì. Èëüèíà äîêàçàíî, ÷òî åñëè
1) íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ â (3) èìååò ïðåäåë lim

|x|→∞
u0(x) = 0,

2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè (6),
3) êîýôôèöèåíòû bi(x, t) îãðàíè÷åíû

4)
N∑
i=1

(aii + bixi) > δ > 0,

5)c(x, t) 6 0 â D. òî ïðåäåë (8) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî x ∈ RN .
Íà ïðèìåðàõ â15 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé 1)-5),

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì.
Â ðàáîòå2 äîêàçàíî (§ 12, ò. 1), ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè (3) ñ îãðàíè÷åííîé ôóíê-

öèåé u0(x), óñëîâèå
c(x, t) 6 C0 < 0 (9)

9Krzyzanski M. Sur l'allure asymtotique dessolutions d'equation du type paraboliques // Bull. Acad.
Polonici, Sci. cl. 1956, III, � 4, p.247-251.

10Friedman A. Convergence of solutions of parabolic equations to steady state // Proc. Amer. Math. Soc.
1959, v. 8, � 4, p. 57-76

11Friedman A. Asymptotic behaviour of solutions of parabolic equations of any order // Acta. math. 1961,
v. 106, � 1-2, p. 1-43.

12Ýéäåëüìàí Ñ. Ä. Ïîðïåð Ô. Î. Î ñòàáèëèçàöèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Èçâ. âóçîâ ìàòåì.
1960, � 4, ñ. 210-217

13×åðåìíûõ Þ. Í. Îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ìàòåì.
1959, ò. 23, ñ. 913-924

14×åðåìíûõ Þ. Í. Î ïîâåäåíèè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè t // Ìàòåì. ñá. 1968, ò. 75, � 2, ñ. 241-254

15Èëüèí À. Ì. Î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè // ÓÌÍ 1961, ò. 16 �2, ñ. 115-121

16Èëüèí À. Ì. Îá îäíîì äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ //
Ìàòåì. çàìåòêè 1985, ò. 37, � 6, ñ. 851-856.

17Õàñüìèíñêèé Ð. Ç. Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà âîçâðàòíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è ñòàáèëèçàöèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 1960, ò. 5, � 2,
ñ. 196-214

18Èëüèí À. Ì. Õàñüìèíñêèé Ð. Ç. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ// Ìàòåì. ñá., 1963, ò. 60, � 3, ñ. 366-392
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ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ â RN ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ ê íóëþ.
Â § 12 ðàáîòû2 äîêàçàíà òåîðåìà 4, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè u(x, t) �ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (3) ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíê-
öèÿ v(x) > 0, ÷òî

1)L2v(x) 6 0 , 2) lim
|x|→∞

v(x) = +∞, (10)

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (8), ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå K.
Ôóíêöèþ v(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (10) áóäåì íàçûâàòü, ñëåäóÿ Í.

Ìåéåðñó, Äæ. Ñåððèíó19, àíòèáàðüåðîì îïåðàòîðà L2 íà áåñêîíå÷íîñòè.
Îòìåòèì èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû Â.Â.Æèêîâà20,â êîòîðîé áûëè ïîëó-

÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1), äëÿ ëþáîé
îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè u0(x), ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå òåîðåìû î
"ðàâíîñòàáèëèçàöèè ", ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ðàçíîñòè

lim
t→∞

(u(x, t)− v(x, t)) = 0, (11)

ãäå v(x, t) - ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) åñòü ïðè ýòîì (ñì. [20]) ëèáî ãëàäêèå
ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ x è t, ëèáî íå çàâèñÿò îò t, è åñòü êâàçèïåðèî-
äè÷åñêèå ôóíêöèè àðãóìåíòà x. Òåîðåìà î ðàâíîñòàáèëèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ìëàäøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåìó
äàííîìó óðàâíåíèþ ïðåäåëà ñðåäíèõ îò íà÷àëüíîé ôóíêöèè20. Â ñàìîì îáùåì
ñëó÷àå êðèòåðèé ïîòî÷å÷íîé (ðàâíîìåðíîé) ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ïîëó÷åí â ðàáîòå Â.Â.Æèêîâà21. Â ðàáîòå 22 áûë âïåðâûå
ïîëó÷åí êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò, â
êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ñòðîåíèå íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùåå ñòàáèëèçàöèþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå, êîãäà ìëàäøèå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ íå îêàçûâàþò
âëèÿíèÿ íà ñòàáèëèçàöèþ, ñì. â ðàáîòå 23.

Èç ïðèâåäåííîãî êðàòêîãî îáçîðà ðàáîò ïî ñòàáèëèçàöèè âûòåêàåò, ÷òî ñëó-
÷àé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì (2) è ìëàäøèìè
êîýôôèöèåíòàìè èçó÷åí íåäîñòàòî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî3,4, ìîæíî çíà-
÷èòåëüíî îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1), ðàññìàò-
ðèâàÿ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ (èç íåêîòîðîãî êëàññà åäèíñòâåííîñòè3,4).

Â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ 2,15 ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåí-
òû óðàâíåíèÿ (3), êîòîðûå ãàðàíòèðóþò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ñòàáèëèçà-
öèè ñóùåñòâîâàíèå àíòèáàðüåðà íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ýòîì íà÷àëüíûå ôóíêöèè
u0(x) ëèáî îãðàíè÷åíû â RN , ëèáî èìåþò ïðåäåë lim

|x|→∞
u0(x) = 0.

19Meyers N., Serrin J. The exterior Dirichlet problem for second order elliptic di�erential equations // J.
Math. and Mech. 1960, v. 9, N 4, p. 513-538

20Æèêîâ Â.Â. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè // Òðóäû ÌÌÎ, 1983, ò.46, ñ.69-98

21Æèêîâ Â.Â. Î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. // Ìàòåì. ñá. 1977, ò.104, �4,ñ.597-
661

22Ðåïíèêîâ Â.Ä. Î ðàâíîìåðíîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
// ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1964, ò.157,�3,ñ.532-533

23Äåíèñîâ Â.Í. Ðåïíèêîâ Â.Ä. Î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé.//Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1984, ò.20, �1,ñ.20-41
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Òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òî÷íûõ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû, ãàðàíòèðóþùèõ ñòàáèëèçàöèþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) èëè (3) äëÿ äèâåðãåíòíûõ è íåäèâåðãåíòíûõ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ ðàñòóùèõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì
åäèíñòâåííîñòè ýòîé çàäà÷è.

ÎÁÚÅÊÒÎÌ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ ñëóæàò çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå ïåðâàÿ êðàå-
âàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ïðÿìîì öèëèíäðå,
íåîãðàíè÷åííîì ïî t > 0 è, âîçìîæíî, ïî x.

Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè (1) ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà, êî-
ýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò x èëè îò x è îò t, ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàþòñÿ èç èçâåñòíûõ êëàññîâ îáîáùåííûõ ðåøåíèé, íà÷àëüíûå ôóíê-
öèè áåðóòñÿ èç êëàññîâ åäèíñòâåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè è ìîãóò
âêëþ÷àòü â ñåáÿ ôóíêöèè, èìåþùèå îïðåäåëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè (3) ñ íåäèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà, êî-
ýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò x è îò t, ðåøåíèÿ ïîíèìàþòñÿ êàê êëàññè-
÷åñêèå, íà÷àëüíûå ôóíêöèè áåðóòñÿ èç êëàññîâ åäèíñòâåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäà÷è Êîøè, è êîòîðûå ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ôóíêöèè, èìåþùèå îïðåäåëåííûé
ïîðÿäîê ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (5) ðåøåíèå áóäåò òðàêòîâàòüñÿ êàê îáîá-
ùåííîå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà, íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) � íåïðåðûâíà è
îãðàíè÷åíà â Q ⊂ RN , Q �îáëàñòü çàäàíèÿ u0(x) ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé â
RN .

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé ñòàáèëèçàöèè
ê íóëþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìëàäøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â
ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè ìû èçó÷àåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñòàáèëèçàöèþ
ê íóëþ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, ñ íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè èç ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êëàññîâ åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è Êîøè, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì
óñëîâèÿì ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ìû èçó÷àåì òàêèå óñëîâèÿ íà îáëàñòü Q çàäà-
íèÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè u(x, 0), êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ñâîéñòâó ñòàáèëèçàöèè ê
íóëþ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ â ãëàâàõ 1 è 2 îñíîâàíû íà ïîñòðîåíèè ðàñòóùèõ ïðè
|x| → ∞ ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò |x|, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóïåðïàðàáîëè÷åñêèõ íåðà-
âåíñòâ. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàíòû ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà, íåðàâåíñòâî Õàðíàêà è ò.ï., ó÷èòûâàåòñÿ êâàëèôèöèðîâàííîå óáûâàíèå (ðîñò)
ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ ëåì-
ìà î âîçðàñòàíèè 24 äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), ïðèìåíåíèå êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìàõ 3.1, 3.2,
3.3 ãëàâû 3.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
1. Âïåðâûå ïîëó÷åíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåí-

òû ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò
ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ñ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíê-

24Ëàíäèñ Å.Ì. Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Ì. Íàóêà, 1971

7



öèåé u0(x), è ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ÷èñëà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

2. Âïåðâûå óñòàíîâëåíû íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ðàâíîìåðíî íà êàæäîì
êîìïàêòå K â RN , äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè, èìåþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè
ñòåïåííîé ðîñò ïîðÿäêà m > 0. Äîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ñòàáèëèçàöèè.

3. Ïîëó÷åíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì
êîìïàêòå K â RN , äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè, èìåþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè
ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê ðîñòà exp(a|x|) .

4. Ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåí-
òû ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåäèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì, ïðè âûïîëíåíèè
êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ðàâíîìåðíî ïî x
íà êàæäîì êîìïàêòå K â RNâ êàæäîì èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ íà÷àëüíûõ ôóíê-
öèé: 1) ôóíêöèé ñòåïåííîãî ðîñòà, 2)ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà ðîñòà |u0(x)| 6
C exp(a|x|n), 0 < n < 1.

5. Âïåðâûå ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì êîýôôèöèåíòîì c(x, t), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (3) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå, äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u0(x) , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðîñòà

|u0(x)| < C exp(b|x|k), 1 < k < 2, b > 0.

6. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ∆u − b(|x|)u − ut = 0, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ
ðàñõîäèìîñòè íåêîòîðîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, âêëþ÷àþùåãî b(|x|).

7. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáëàñòü RN \Q, âûïîëíå-
íèå êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
(5), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòåK â RN , ïðè ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðå-
ðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè u(x, 0) = u0(x), x ∈ Q. Ýòè óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â
òåðìèíàõ ðàñõîäèìîñòè íåêîòîðîãî ðÿäà (èíòåãðàëà), âêëþ÷àþùåãî âèíåðîâñêèå
åìêîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû è ïîäõîäû îòêðûâàþò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ýôôåê-

òèâíîãî ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, íàïðèìåð çàäà÷è î ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè, èëè çàäà÷è î ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òèïà êîíóñà. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìåòîäû ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû òàêæå â çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèé, âûïîëíåí-
íûõ â ðàìêàõ ãðàíòà Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé: 06-01-
00288, 09-01-00446.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:
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• The International Conference "Di�erential Equations and Related
Topics"dedicated to I.G. Petrovskii (Moscow 2004);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü 2006);

• The fourth International Conference on Di�erential and Functional Equations
(Moscow 2005);

• The �fth International Conference on Di�erential and Functional Equations
(Moscow 2008);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü 2008);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíè-
êè è èõ ïðèëîæåíèÿì ïîñâÿùåííîé ñåìèäåñÿòèëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ, àêàäåìè-
êà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà 2009);

• Ìåæäóíàðîäíûé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíà-
ìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü 2010);

• ñåìèíàðå êàôåäðû Îáùåé Ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ (ðóêîâîäè-
òåëè àêàäåìèê ÐÀÍ Â.À. Èëüèí, àêàäåìèê ÐÀÍ Å.È. Ìîèñååâ, ÷ëåí êîðð.
ÐÀÍ È.À. Øèøìàðåâ, ïðîôåññîð È.Ñ. Ëîìîâ)

• ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè ïðîôåññîð Æèêîâ Â. Â., ïðîôåññîð Øà-
ìàåâ À. Ñ., ïðîôåññîð Øàïîøíèêîâà Ò. À.)

• ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè ïðîôåññîð Â.À. Êîí-
äðàòüåâ, ïðîôåññîð Å.Â. Ðàäêåâè÷)

• ñåìèíàðå îòäåëà òåîðèè ôóíêöèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ èì. Â.À.
Ñòåêëîâà (ðóêîâîäèòåëè àêàäåìèê ÐÀÍ Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé, ÷ëåí êîðð. ÐÀÍ
Î.Â. Áåñîâ, ÷ëåí êîðð. ÐÀÍ Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ, ÷ëåí êîðð. ÐÀÍ Ñ.È. Ïîõîæàåâ).

Ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 15 ðàáîò â öåíòðàëüíûõ æóðíàëàõ ñì.[1]-

[15].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé

ëèòåðàòóðû.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 187 ñòð.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 78 íàèìåíîâàíèé.
Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ïðèâåäåì ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ äàëåå îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëå-

íèé:
x = (x1, . . . , xN) � òî÷êè N - ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà RN ,

D = RN+1
+ = {x, t : x ∈ RN , t > 0}, |x| = r =

√
x2

1 + . . .+ x2
N ,

9



D = {x, t : x ∈ RN , t > 0}, H[t1,t2] = {x, t : x ∈ RN , t1 6 t 6 t2},
Q � îáëàñòü â RN , Bx0

R = {x ∈ RN : |x− x0| < R},

BR = {x : |x| < R}, BR = {x : |x| 6 R},
a(x) = aik(x), a(x, t) = aik(x, t) � êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ðàçìå-

ðàN×N ñ óñëîâèåì ñèììåòðè÷íîñòè aik = aki (i, k = 1, . . . , N), (x, y) � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â RN .

(a(x)ξ, ξ) =
N∑

i,k=1

aik(x)ξiξk,

(a(x, t)ξ, ξ) =
N∑

i,k=1

aik(x, t)ξiξk

� êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöàìè a(x) è a(x, t).

∇u = (
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN
)

� ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè u(x), (b(x), ∇u) =
∑N

i=1 bi(x)uxi ,

(b(x, t),∇u) =
N∑
i=1

bi(x, t)uxi ,

Íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ u0(x) âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â RN è óäîâëå-
òâîðÿþùåé äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ðîñòà, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû äàëåå.

Ñíà÷àëà â ãëàâå 1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà u0(x) � îãðàíè÷åíà â RN

|u0(x)| 6M. (12)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1 íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1).

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â RN+1, ïîä ïðîñòðàíñòâîì W 1,0
2 (Ω) áóäåì

ïîíèìàòü ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç C∞0 (Ω) ïî íîðìå (ñì.3,4).

||f ||W 1,0
2 (Ω) =

[ ∫
Ω

(f 2(x, t) + (∇xf(x, t))2)dxdt
]1/2

, (13)

ãäå ∇f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xN

)
� ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íî,W 1,1

2 (Ω) -

åñòü ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé C∞0 (Ω) ïî íîðìå

||f ||W 1,1
2 (Ω) =

[ ∫
Ω

(f 2(x, t) + (∇xf(x, t))2 + (ft(x, t))
2)dxdt

]1/2

.

Ïóñòü DT = RN × (0, T ), T > 0. Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) â DT

áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò W 1,0
2 (BR× (0, T )) äëÿ âñåõ R > 0

è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
ΩT

[(a(x)∇u,∇η)− η(b,∇u)− cuη − uηt]dxdt =

∫
RN

u0(x)η(x, 0)dx, (14)
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äëÿ âñåõ ôóíêöèé η(x, t) èç W 1,1
2 (DT ) ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, óäîâëåòâî-

ðÿþùèì óñëîâèþ η(x, T ) = 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) â îáëàñòè D = RN × (0,∞), åñëè ïðè âñåõ T > 0 îíà
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) â DT .

Èçâåñòíî3,4, åñëè u0(x) óäîâëåòâîðÿåò (12), òî îãðàíè÷åííîå îáîáùåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðó-
åòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→∞

u(x, t) = 0, (15)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïîíåíòå K â RN .
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû b1(x), . . . , bN(x) óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ (B1), åñëè íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå B > 0, ε > 0 äëÿ êîòîðûõ

sup
x∈RN

(1 + |x|)1+ε|bi(x)| 6 B, ∀x ∈ RN . (16)

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C1), åñëè ∃ α > 0, òàêîå, ÷òî

c(x) ≤ −α2 max{0, sgn(1− |x|)}. (17)

Â § 2 äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 1.2 Åñëè N = 1 èëè N = 2 è ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà â RN ,

b1(x), . . . , bN(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B1), êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C1), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò
ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â RN .

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (C1) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, èáî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
∆u− ut = 0, u|t=0 = 1 íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â îäíîé òî÷êå x ∈ RN .

Òåîðåìà 1.2 íå ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, èáî ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå

Ëåììà 1.9 Ïðè N > 3 ñóùåñòâóþò: êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (C1), îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u0(x), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè

∆u+ c(x)u− ut = 0, (x, t) ∈ D, u|t=0 = u0(x), (18)

íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â îäíîé òî÷êå x ∈ RN .
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò òî÷íîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.2, â ñìûñëå

òîïîëîãèè ïðåäåëà (15).
Ëåììà 1.10 Ïðè N = 1 èëè N = 2 ñóùåñòâóþò: êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ (C1), îãðàíè÷åííàÿ â RN ôóíêöèÿ u0(x), äëÿ êîòîðûõ ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè (18) íå èìååò ðàâíîìåðíîãî â RN ïðåäåëà (15).

Ñëåäóþùèå ëåììû óñòàíàâëèâàþò òî÷íîñòü óñëîâèé â òåîðåìå 1.2 íà ìëàäøèå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

∆u+ (b(x),∇u) + c(x)u− ut = 0 â D, (19)

u|t=0 = u0(x), x ∈ RN . (20)
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Ëåììà 1.11 Ïðè N = 1 ñóùåñòâóþò: êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ (C1), êîýôôèöèåíò b(x), îãðàíè÷åííûé â R1 òàêîé, ÷òî b(x) = β1

x
ïðè

x > 1, β1 > 1 è b(x) = −β2
x
, ïðè x < −1, β2 < −1, îãðàíè÷åííàÿ â R1 ôóíêöèÿ

u0(x), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (19), (20) íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â
îäíîé òî÷êå x ∈ R1.

Ëåììà 1.12 Ïðè N = 2 ñóùåñòâóþò: êîýôôèöèåíò c(x1, x2), óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ (C1), êîýôôèöèåíòû b1(x1, x2), b2(x1, x2) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè
â R2 òàêèå, ÷òî bi(x1, x2) = xi

x21+x22
, i = 1, 2, ïðè x2

1 + x2
2 > 1, îãðàíè÷åííàÿ â R2

ôóíêöèÿ u0(x1, x2), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (19), (20) íå èìååò ïðåäåëà (15)
íè â îäíîé òî÷êå (x1, x2) ïðîñòðàíñòâà R2.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C2), åñëè ∃ α > 0, òàêîå, ÷òî

c(x) 6 −α2|x|−2 max{0, sgn(|x| − 1)}. (21)

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû b1(x), . . . , bN(x) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ (B2), åñëè ∃ B > 0, òàêîå ÷òî

sup
x∈RN

(1 + |x|)
N∑
i=1

|bi(x)| 6 B <∞. (22)

Â ãëàâå 1 äîêàçàíî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.3 Åñëè N > 3, u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíòû

b1(x), . . . , bN(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B2), êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C2), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî
ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â RN .

Ñëåäóþùèå ëåììû óñòàíàâëèâàþò òî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 1.3.
Ëåììà 1.13 Ïðè N > 3 ñóùåñòâóþò: êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ (C2), îãðàíè÷åííàÿ â RN ôóíêöèÿ u0(x), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (18) íå èìååò ðàâíîìåðíîãî â RN ïðåäåëà (15).

Ëåììà 1.14 Ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå â RN êîýôôèöèåíòû b1(x), . . . , bN(x),
òàêèå ÷òî

bi(x) = B
xi
|x|2−ε

, 0 < ε < 1, B > 0, ïðè |x| > 1,

êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (C2), îãðàíè÷åííàÿ â RN ôóíêöèÿ
u0(x), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (19), (20) íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â
îäíîé òî÷êå x ∈ RN .

Ëåììà 1.15
Åñëè êîýôôèöèåíò c(x) èìååò âèä:

c(x) = −α2|x|−2−ε max{0, sgn(|x| − 1)}.

òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ â RN ôóíêöèÿ u0(x), òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (18) íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â îäíîé òî÷êå x ∈ RN .

Ëåììà 1.15 óñòàíàâëèâàåò òî÷íîñòü ïîðÿäêà |x|−2 â óñëîâèè (C2) òåîðåìû 1.3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòåïåííî-

ãî ðîñòà ïîðÿäêà m íà áåñêîíå÷íîñòè

|u0(x)| 6 C(1 + |x|)m, m > 0. (23)
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Â ãëàâå 1 óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 1.7 Ïóñòü u0(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (23), êîýôôèöèåíòû

b1(x), . . . bN(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B2), òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ α0 =
α0(m,B, λ1, λ0, N) > 0 òàêàÿ, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(C2) ïðè

α2 > α2
0, (24)

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæ-
äîì êîìïàêòå K â RN .

Â ñëó÷àå, êîãäà â óðàâíåíèè (1) ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð çàìåíÿåòñÿ íà îïåðà-
òîð Ëàïëàñà ∆, ìû íàõîäèì òî÷íîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé α2

0 â íåðàâåíñòâå (24).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.9 Ïóñòü ôóíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (23), êîýôôèöè-
åíòû b1(x), . . . bN(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B2), òîãäà åñëè êîýôôèöèåíò c(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C2) ïðè

α2 > m(m+N +B − 2) = α2
0, (25)

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (19), (20) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ðàâíîìåðíî ïî x íà
êàæäîì êîìïàêòå K â RN .

Íåðàâåíñòâî (25) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ
Ëåììà 1.24 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m > 0, B > 0 ñóùåñòâóþò íà÷àëüíàÿ ôóíê-

öèÿ u0(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (23), îãðàíè÷åííûå â RN êîýôôèöèåíòû
b1(x), . . . bN(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (B2), è òàêèå, ÷òî

bi(x) = B
xi
|x|2

ïðè |x| > 1, B > 0

è êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (C2) ïðè

α2 = m(m+N +B − 2),

äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (19), (20) íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â îäíîé òî÷êå
x ∈ RN .

Êðîìå òîãî, â ãëàâå 1 óñòàíîâëåíû ëåììû, ïîêàçûâàþùèå òî÷íîñòü óñëîâèé
òåîðåìû 1.9. Ïîñêîëüêó èõ ôîðìóëèðîâêà àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùèì ëåììàì
5�6 è ìû, äëÿ êðàòêîñòè, íå áóäåì ïðèâîäèòü èõ.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C3), åñëè

c(x) 6 −α2, x ∈ RN , (26)

ïðè íåêîòîðîì α > 0.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ðîñòà

|u0(x)| 6 C exp {a|x|}, (27)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé a > 0.
Â îáëàñòè D̄ = RN × [0,∞) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

L3u = L3(x, t)u+ c(x, t)u− ut = 0 â D (28)

u|t=0 = u0(x), x ∈ RN , (29)
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ãäå L3(x, t) èìååò âèä

L3(x, t)u =
N∑

i,k=1

(aik(x, t)uxk)xi , (30)

aik = aki, (i, k = 1, . . . , N), âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè (6)
Ïðèâåäåì îöåíêè Äæ. Íýøà 25 è Ä. Àðîíñîíà 26 äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè
L3(x, t)v − vt = 0 â D, (31)

v|t=0 = u0(x), (32)

ãäå u0(x) óäîâëåòâîðÿåò (27).
Â ðàáîòàõ4,25,26 ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå p(x, y; t, T ) çàäà÷è (31),

(32) òàêîå, ÷òî
1) ôóíêöèÿ p(x, y; t, T ) íåïðåðûâíà â R2N+2 = {x, y, t, T : x ∈ RN , y ∈ RN , t >

T}, 2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííûå k1 > 0, k2 > 0, çàâèñÿùèå òîëüêî îò λ2
0, λ

2
1 è N ,

òàêèå, ÷òî

p(x, y, t, T ) 6 k2
2(t− T )−

N
2 exp(

|x− y|2

4k2
1(t− T )

) (33)

Òåîðåìà 1.10 Åñëè u0(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (27) ïðè íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé a > 0, êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C3) ïðè

α2 > a2k2
1, (34)

ãäå k2
1 � ïîñòîÿííàÿ èç îöåíêè (33), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (28), (29) ñòàáè-

ëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë (15) ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå
K â RN .

Óñëîâèå (34) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò:
Ëåììà 1.28 Äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u0(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (27), êîýôôèöèåíò c(x), óäîâëåòâîðÿþùèé (C3) ïðè α2 = a2, äëÿ êîòîðûõ
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (18) íå èìååò ïðåäåëà (15) íè â îäíîé òî÷êå x ∈ RN

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåäèâåðãåíòíîãî ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

L2u(x, t) = L2(x, t)u+ (b(x, t), ∇u) + c(x, t)u− ut = 0 â D, (35)

u|t=0 = u0(x), x ∈ RN , N > 3, (36)

ãäå L2(x, t) îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (4).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû (35) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â D̄ è óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà

(a) |aik(x, t)− aik(x0, t0)| 6 A(|x− x0|γ + |t− t0|
γ
2 ),

(b) |bi(x, t)− bi(x0, t)| 6 A(|x− x0|γ),
(c) |c(x, t)− c(x0, t)| 6 A(|x− x0|γ).

25Nash J. Continuity of Solutins of parabolic and elliptic equations // Amer. J. Math. 1958, v. 80, � 4, c.
531-554

26Aronson D. Bounds for the fundamental solution of parabolic equations // Bull Amer. Math. Soc. 1967,
v. 72, p. 597-619
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ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ : 0 < γ 6 1,

c(x, t) 6 0 â D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aik = aki (i, k = 1, . . . , N) è âûïîëíåíî óñëîâèå ïàðàáîëè÷íîñòè
(6).

Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âñåãäà íåïðåðûâíîé â RN è óäîâëåòâîðÿåò íåêîòî-
ðûì óñëîâèÿì ðîñòà.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè u(x, t) � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ À.Í. Òèõîíîâà

|u(x, t)| 6 C1(ε) exp (C2(ε)|x|2), (37)

â ïîëîñå H[0,T ] äëÿ ëþáîãî T : 0 < T 6 ∞, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (35), (36)
åäèíñòâåííî.

Ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå (37). Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñëîÿ. Ìû ïðèâîäèì, ðàäè ïîë-
íîòû, ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà 27.

Òåîðåìà.(ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Åñëè u(x, t) � ñóïåðïàðàáîëè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (35), ò.å.

L2u(x, t) 6 0 â ñëîå H(0,T ], ∀T > 0 (38)

ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî t = 0 è íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ïðè t = 0, òî u(x, t) > 0 â D.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∆u− b(|x|)u− ut = 0 â u|t=0 = u0(x), (39)

ãäå b = b(|x|) � ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, x ∈ RN , N > 3, òàêàÿ, ÷òî ïðè r = |x| ≥ 0

b(r) > 0, r ≥ 0, b(r) 6≡ 0, (40)

è b(r) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé â RN , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ãåëüäå-
ðà. Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) ïóñòü îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â RN .

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò b(|x|) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C4), åñëè ðàñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞∫
r0

τb(τ)dτ = +∞, r0 > 0. (41)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ãëàâå 2.
Òåîðåìà 2.1 Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (39) ñòàáèëèçèðîâàëîñü,

ò.å. ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå K â RN íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò b(|x|) óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ (C4).

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîýôôèöèåíò c(x) â çàäà÷å Êîøè (18) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

c(x) 6 −b(|x|), (42)

27Êîíäðàòüåâ Â. À. Ëàíäèñ Å. Ì. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè
� 32, ÂÈÍÈÒÈ 1989.
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ãäå äëÿ b(|x|) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (C4), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (18) ñòàáèëèçèðó-
åòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå K â RN , äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé,
îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.1 ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû 1.3 èç ãëàâû 1 íà ñëó÷àé, êîãäà
L(x) = ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà è bi = 0, i = 1, . . . , N , èáî ìîæíî ïðèâåñòè ïðè-
ìåð êîýôôèöèåíòà c(x), äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (C2) òåîðåìû 1.3
ãëàâû 1, íî âûïîëíåíî óñëîâèå (C4). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì êîýôôèöèåíò
c(x) ñëåäóþùåãî âèäà

c(x) = −α2(min(e−2, |x|−2| ln |x||−s). (43)

ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà c(x) íå âûïîëíåíî óñëîâèå (C2) òåîðåìû 2 ãëàâû
1, åñëè 0 < s 6 1, îäíàêî âûïîëíåíî óñëîâèå (C4) è ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 2.1
ðåøåíèå çàäà÷è (18) ñ êîýôôèöèåíòîì (43) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî
ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå K â RN

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû b1(x, t), . . . , bN(x, t) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B3), åñëè B > 0 òàêîå, ÷òî

sup
(x,t)∈D

(1 + |x|)(
N∑
i=1

b2
i (x, t))

1
2 6 B.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C5) ò.å.

c(x, t) 6 −b(|x|), (44)

ãäå b(t) > 0, r > 0 îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ãåëüäåðà,
òàêàÿ, ÷òî ðàñõîäèòñÿ èíòåãðàë (41).

Òåîðåìà 2.2 Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â RN ,
êîýôôèöèåíòû (b1(x, t), . . . , bN(x, t)) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B3), êîýôôèöèåíò
c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C5), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (35), (36) ñòàáèëè-
çèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå
K â RN .

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C6), åñëè

c(x, t) 6 aα(|x|) = −α2 min(1, |x|−2) (45)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé α > 0.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ñòåïåííîãî ðî-

ñòà (23).
Òåîðåìà 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (23), êîýôôèöè-

åíòû b1(x, t), . . . , bN(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B3), êîýôôèöèåíò c(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C6) ïðè

α2 > λ2
1m(m+ S − 2), (46)

ãäå S =
(N−1)λ21+λ20+B

λ20
, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (35), (36) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å.

ñóùåñòâóåò ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â RN .
Êàê âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåììû 1.24 ãëàâû 1, óñëîâèå (46) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷-

øàåìûì.
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Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C7), åñëè

c(x, t) 6 bα(|x|) = −α2 min (1, |x|−2k) (47)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ α > 0, 0 < k < 1. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ðîñòà

|u0(x)| 6 C exp (a|x|1−k), (48)

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè a > 0, 0 < k < 1.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.4. Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (48)

ïðè íåêîòîðûõ a > 0, 0 < k < 1, êîýôôèöèåíòû b1(x, t), . . . , bN(x, t) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ (B3), êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C7) ïðè

α > a(1− k)λ1, (49)

ãäå λ1 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè (6), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(35), (36) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà
êàæäîì êîìïàêòå K â RN .

Óñëîâèå (49) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò
Ëåììà 2.24 Äëÿ a > 0, 0 < k < 1 ñóùåñòâóþò íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x)

òàêàÿ, ÷òî
u0(x) = C0 exp (a|x|1−k), C0 > 0,

êîýôôèöèåíò c(x) óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (C7) ïðè

α = a(1− k), (50)

äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (18) íå èìååò ïðåäåëà (15), íè â îäíîé òî÷êå
x ∈ RN .

Îïðåäåëåíèå 12. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû c(x, t) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (C8), äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ β > 0, 0 < l < 1, åñëè

c(x, t) 6 dβ(|x|) = −β2 max(1, |x|2l). (51)

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à Êîøè (35), (36) â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíèé êîýôôèöèåíò c(x, t)
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

c(x, t) 6 −a1|x|2 − b1,

âïåðâûå èçó÷åíà â ðàáîòàõ Ì. Êðæèæàíñêîãî 28. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëó÷èëà â ðàáîòå
ß.È Æèòîìèðñêîãî 29, Ã.Í.Ñìèðíîâîé 30 è äð.

28Krzyzanski M."Sur la solution fondamentale de l'equation lineare normale du type parabolique dont le
dernier coe�cient est non borne // Atti Accad Naz. Lincei. Ser.8 Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. 1962, 32, p.
326-330.

29Æèòîìèðñêèé ß.È.Çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè // Èçâ. âóçîâ. ìàòåì., 1959, �1, ñ.55-74

30Ñìèðíîâà Ã.Í. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, âûðîæäàþùåãîñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
// Ìàòåì. ñá. 1966, ò. 70, � 4, ñ.591-604
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Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ôóíêöèè u0(x), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå

|u0(x)| 6 C exp{b|x|1+l}, C > 0 (52)

ñ íåêîòîðûìè b > 0, 0 < l < 1, è çàäà÷ó Êîøè (35), (36), â êîòîðîé êîýô-
ôèöèåíòû bi(x, t)(i = 1, ...N) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (B3), à êîýôôèöèåíò c(x, t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C8). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (35),
(36) â ýòîì ñëó÷àå âûòåêàåò èç ðàáîòû30, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû óðàâíåíèÿ (35) ïðèíàäëåæàò êëàññàì Ã¼ëüäåðà Cδ1(Ω), 0 < δ1 < 1 â êàæäîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ D.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 2.5 Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿåò (52) ïðè íåêîòî-

ðûõ b > 0, 0 < l < 1, êîýôôèöèåíòû b1(x, t), . . . , bN(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(B3), êîýôôèöèåíò c(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C8) ïðè

β > b(1 + l)λ1, (53)

ãäå λ1 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè (6), òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(35), (36) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë (15), ðàâíîìåðíî ïî x íà
êàæäîì êîìïàêòå K â RN .

Óñëîâèå (53) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òî÷íûì, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò
Ëåììà 2.26 Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ b > 0, 0 < l < 1 ñóùåñòâóþò: íà÷àëüíàÿ

ôóíêöèÿ u0(x) òàêàÿ, ÷òî

u0(x) = C0 exp (b|x|1+l) (54)

è êîýôôèöèåíò c = c(|x|) óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (C8) ïðè

β = b(1 + l), (55)

äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè (18) íå èìååò ïðåäåëà
(15), íè â îäíîé òî÷êå x ∈ RN .

Â ãëàâå 3 äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â öèëèíäðå D = Q × [0,∞), ãäå Q � ïðîèçâîëüíàÿ (âîçìîæíî íåîãðà-
íè÷åííàÿ) îáëàñòü â RN

L1(x)u− ut = 0 â D, (56)

u|S = 0, t > 0, (57)

u|t=0 = u0(x), x ∈ Q, (58)

ãäå L1(x) îïåðàòîð (2) âòîðîãî ïîðÿäêà äèâåðãåíòíîãî âèäà, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî îãðàíè÷åííûå è èçìåðèìûå ôóíêöèè â RN è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè aik(x) = aki(x) (i, k = 1, . . . , N) è óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè
(6), S = ∂Q × (0,∞) � ãðàíèöà îáëàñòè, u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â
Q ôóíêöèÿ.

Ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèè íàì ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì3,5.
Ïóñòü DT = Q× (0, T ), ãäå Q - ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â RN

||u||L2(DT )
- íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2(DT ), ||u||L2(Q)

- íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Q).
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Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
o

W
1,1

2 (DT ) êàê ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
âñåõ ãëàäêèõ â DT ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
∂Q× (0, T ), ïî íîðìå

||u||2o
W

1,1

2 (DT )
= ||u||2L2(DT ) + ||∇u||2L2(DT ) + ||ut||2L2(DT ), (59)

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
o

W
1,0

2 (DT ), êàê ïîïîëíåíèå òîãî æå ìíîæåñòâà ôóíêöèé
ïî íîðìå

||u||2o
W

1,0

2 (DT )
= ||u||2L2(DT ) + ||∇u||2L2(DT ),

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
o

V
1, 0

2 (DT ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ
o

W
1,0

2 (DT ), íåïðå-
ðûâíûõ ïî t ∈ [0, T ] â íîðìå L2(Q) , ñ íîðìîé

||u||2o
V

1,0

2 (DT )
= max

a6t6T
||u||2L2(Q) + ||∇u||2L2(DT ),

×åðåç DT (R) áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåñå÷åíèå

DT ∩BR = DT (R), R > 0.

Ïðîñòðàíñòâî
o

V
1, 0

2, loc (DT ) ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé u , îïðåäåëåííûõ â DT , äëÿ

êîòîðûõ ïðè êàæäîì R > 0 íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ v èç
o

V
1, 0

2 (DT ), ñîâïàäàþùàÿ ñ
ôóíêöèåé u âDT (R). Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (56)-(58) âDT áóäåì íàçûâàòü

ôóíêöèþ u(x, t) ∈
o

V
1, 0

2, loc (DT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
DT

(−uvt + (a(x)∇u, ∇v))dxdt =

∫
Q

u(x)v(x, 0)dx (60)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, t) èç
o

W
1,1

2 (DT ) ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì òàêîé, ÷òî
v(x, T ) = 0. Ôóíêöèÿ u(x, t) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (56) − (58), â D =
Q× (0,∞), åñëè ïðè âñåõ T > 0 îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (56)− (58) â DT .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè u0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â Q, òî îãðàíè÷åííîå îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (56)− (58) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé N > 3. Ïóñòü E � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â RN .
Ðàññìîòðèì íà E âñåâîçìîæíûå ìåðû µ ñ íîñèòåëåì íà E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ:

K(E) =
{∫
E

dµ(y)

|x− y|N−2
6 1
}

Âèíåðîâñêîé ¼ìêîñòüþ ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

cap(E) = sup
µ∈K(E)

µ(E). (61)

Ïðåâîñõîäíûé îáçîð âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì åìêîñòè ìîæíî íàéòè â
êíèãå Í.C. Ëàíäêîôà 31.

31Ëàíäêîô Í.Ñ. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîòåíöèàëà Ì. 1966.
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Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà-
÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

4u− ut = 0 â D = Q× (0,∞), (62)

u|S = 0, t > 0, (63)

u|t=0 = u0(x), (64)

ãäå Q � ïðîèçâîëüíàÿ, âîçìîæíî íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â RN , N > 3, u0(x) �
îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè Q ôóíêöèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è (62)− (64) ïî-
íèìàåòñÿ â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (60),
ãäå aik = δik. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ ∂Q, cap(RN\Q) > 0.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (62)− (64) ñòàáèëèçèðîâàëîñü
ê íóëþ, ò. å. ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

lim
t→∞

u(x, t) = 0 (65)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â Q, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ïðè íåêîòîðîì q > 1 âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå (A)

(A)
∞∑
m=1

cap(Bqm\Q)

qm(N−2)
=∞, (66)

Èìååò ìåñòî è èíòåãðàëüíûé àíàëîã òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 3.2 Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (62)-(64) ñòàáèëèçèðîâàëîñü ê

íóëþ, ò. å. ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (65), ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â
Q, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (B):

(B)

∫ ∞
a

cap(B̄τ\Q)

τN−1
=∞, a > 0. (67)

Èìååò ìåñòî îñíîâíîé ðåçóëüòàò 3-é ãëàâû.
Òåîðåìà 3.3 Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (56)-(58) ñòàáèëèçèðîâàëîñü

ê íóëþ, ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â Q, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî áûëî ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (62)-(64)
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ñëåäñòâèå Åñëè îáëàñòü Q â RN òàêîâà, ÷òî ðàñõîäèòñÿ ðÿä (66) (èíòå-
ãðàë(67)), òî äëÿ çàäà÷è (56)-(58) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u(x0, t)| 6 C2 exp{−C1

∫ √t
a0

cap(B̄τ\Q)dτ

τN−1
}, (68)

ãäå x0 - ïðîèçâîäíàÿ òî÷êà Q, a0 > 0, C1 > 0, C2 > 0, ïîñòîÿííûå C1 è a0

çàâèñÿò îò λ1, λ0, N è |x0|.
Èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (56)-(58) ïî îòíîøåíèþ

ê èçìåíåíèþ êîýôôèöèåíòîâ aik óðàâíåíèÿ (56) è íà÷àëüíîé ôóíêöèè.
Ïóñòü Q - òà æå îáëàñòü â RN , N > 3 ÷òî è â çàäà÷å (56)-(58). Âìåñòå ñ íåé

ðàññìîòðèì â öèëèíäðå D = Q× [0, ∞) äðóãóþ çàäà÷ó

L1(x)u1 − u1t = 0 â D (69)
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u1|S = 0, S = ∂Q× (0,∞) (70)

u1|t=0 = u1(x), x ∈ Q, |u1(x)| 6M (71)

ãäå

L1(x)u1 =
N∑

i,k=1

∂

∂xi
(a1
ik(x)

∂u1

∂xk
) (72)

è äëÿ îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ â Q êîýôôèöèåíòîâ a1
ik(x) âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî ïàðàáîëè÷íîñòè (6), ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè λ2
0, λ

2
1, u1(x) - îãðàíè÷åííàÿ

è íåïðåðûâíàÿ â Q ôóíêöèÿ.
Òåîðåìà 3.4 1. Åñëè îáëàñòü Q ∈ RN , N > 3 òàêîâà, ÷òî ðàñõîäèòñÿ ðÿä

(66), (èíòåãðàë (67)), òî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (56)-(58) è (69)-(71)) èìåþò
ïðåäåëû

lim
t→∞

u(x, t) = 0, lim
t→∞

u1(x, t) = 0 (73)

x ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â Q.
2. Åñëè ñóùåñòâóåò îäèí èç ïðåäåëîâ (73), òî äëÿ îáëàñòè Q ðàñõîäèòñÿ ðÿä

(66) (èíòåãðàë (67)) è òîãäà ñóùåñòâóåò è äðóãîé ïðåäåë â (73).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ îáùèõ ïîäõîäîâ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå, íåóëó÷øàå-
ìûå ðåçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè è ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïîäâîäÿ èòîãè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ êðàòêî ñôîðìóëèðóåì íîâûå ðå-
çóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

1. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ ïîëîæèòåëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé (àí-
òèáàðüåðîâ) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóïåðïàðàáîëè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, äîêàçàíû òåîðå-
ìû î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äèâåð-
ãåíòíûì îïåðàòîðîì â êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ïðè ýòîì âïåðâûå óêàçàíû
òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè, çàâèñÿùèå îò ÷èñëà èçìåðåíèé.

2. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ ïîëîæèòåëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé (àí-
òèáàðüåðîâ) ïîëó÷åíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì â êëàññàõ ôóíêöèé, èìåþùèõ ñòåïåííîé ïîðÿ-
äîê ðîñòà m > 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.

3. Óñòàíîâëåíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèâåðãåíòíûì îïåðàòîðîì, â êëàññàõ íà÷àëüíûõ ôóíê-
öèé, ðàñòóùèõ êàê exp (a|x|) íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

4. Ïîëó÷åíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìëàäøèå îãðàíè÷åííûå êîýô-
ôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò x è îò t ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåäèâåðãåíòíûì
îïåðàòîðîì, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, â êëàññå
íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóþùèé ðîñò:

exp (a|x|n), 0 < n < 1

5. Ïîëó÷åíû òî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò x
è îò t, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè c(x, t), ïðè u(x, t) â óðàâíåíèè ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííî ðàñòóùèì, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñòàáèëèçè-
ðóþòñÿ, äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè u0(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðîñòà
exp (a|x|k), 1 < k < 2. íà áåñêîíå÷íîñòè.
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6. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè ∆u−b(|x|)u−ut = 0, u|t=0 = u0(x), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ
ðàñõîäèìîñòè íåêîòîðîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò b(|x|).

7. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëü-
íîé ôóíêöèåé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ðàñõîäèìîñòè íåêîòîðîãî ðÿäà
èíòåãðàëà èç åìêîñòåé.

8. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëü-
íîé ôóíêöèåé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ðàñõîäèìîñòè íåêîòîðîãî ðÿäà
(èíòåãðàëà), âêëþ÷àþùåãî âèíåðîâñêèå åìêîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó Ó÷èòåëþ àêàäåìèêó Â.À.
Èëüèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå ñîâåòû è êîí-
ñóëüòàöèè â õîäå å¼ âûïîëíåíèÿ.

Àâòîð áëàãîäàðèò òàêæå àêàäåìèêà À. Ì. Èëüèíà è àêàäåìèêà Å. È. Ìîèñååâà
çà âíèìàíèå è öåííûå ñîâåòû.

Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü âñåì ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà êàôåäðû îáùåé ìà-
òåìàòèêè, è îñîáåííî ÷ëåíó êîððåñïîíäåíòó È. À. Øèøìàðåâó, è ïðîôåññîðó È.
Ñ. Ëîìîâó.

Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì äîëãîì ïîáëàãîäàðèòü ïðîôåññîðà Â. Â. Æèêîâà, ïðîôåñ-
ñîðà Â. À. Êîíäðàòüåâà è ïðîôåññîðà Þ. À. Àëõóòîâà çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó
è âíèìàíèå.
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