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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Îäíî èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè èãð ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíè�

åì ìîäåëåé ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé â áîëüøèõ íåîäíîðîäíûõ
ìíîæåñòâàõ èãðîêîâ. Â ýòèõ ìîäåëÿõ èãðîêè ïîõîæè â ñìûñëå âèäà ôóíêöèè
âûèãðûøà è ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåò�
ðó x ∈ X (íàïðèìåð, ìåñòî æèòåëüñòâà, èäåàëüíàÿ òî÷êà), ïðè ýòîì âñå
ìíîæåñòâî èãðîêîâ A îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî óêàçàííîìó ïàðàìåò�
ðó. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà �� âûáîð êîàëèöèè, òî åñòü ïîäìíîæåñòâà S ⊆ A, â
ðàìêàõ êîòîðîãî îáúåäèíÿþòñÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ äåéñòâèé. Èãðîêè îäíîðîä�
íû ïî ôóíêöèè âûèãðûøà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: âîçðàñòàåò
ïî ðàçìåðó êîàëèöèè è óáûâàåò ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èäåàëüíîé òî÷êîé x
è ïîëèòèêîé êîàëèöèè. Ïîëèòèêà êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó èç X
è îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó ïðàâèëó â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà êîàëèöèè.
Ðàçìåð êîàëèöèè ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âîøåäøèõ â íåå.

Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè òàêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîé
ãåîãðàôèè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè ðàçáèåíèÿ íàñåëåíèÿ ïî ñòðà�
íàì (A. Alesina, E. Spolaore), à òàêæå ïî þðèñäèêöèÿì (ìóíèöèïàëèòåòàì èëè
ðåãèîíàì) âíóòðè ñòðàíû (A. Bogomolnaya, M. Le Breton, S. Weber, A. Savvateev,
O. Haimanko). Îíè íàõîäÿò òàêæå ïðèìåíåíèå â ïîëèòîëîãèè ïðè àíàëèçå
óñòîé÷èâûõ ðàçáèåíèé èçáèðàòåëåé ïî ïîëèòè÷åñêèì ïàðòèÿì (A. Gomberg,
F. Marhuenda, I. Ortu�no-Ort��n, Þ.Â.Ñîñèíà). Â óêàçàííûõ èññëåäîâàíèÿõ àâ�
òîðû ðàññìàòðèâàþò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèé Íýøà è èçó÷àþò èõ ñâîéñòâà.

Âñå óïîìÿíóòûå òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè è çàäà÷è ôîðìàëüíî îòëè÷à�
þòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ðÿäîì îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà èãðó. Aíà�
ëèç ïðîâîäèòñÿ äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèé âûèãðûøà � îáû÷íî ïðåä�
ïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ èëè êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îò àðãóìåíòîâ è îäíî�
ìåðíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñíèìàåòñÿ ÷àñòü
óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé: èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ êîíöåïöèé ðåøåíèÿ èãðû
(ðàâíîâåñèå Íýøà, êîàëèöèîííûå ðàâíîâåñèÿ) ïðîâîäèòñÿ äëÿ ôóíêöèé âû�
èãðûøà îáîáùåííîãî âèäà (Ãëàâà 1) è ìíîæåñòâà X ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè (Ãëàâà 2). Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà�
öèè, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ëþáîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ â ëèòåðàòóðå ìî�
äèôèêàöèé ìîäåëè.

Â äàííîé îáëàñòè àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäîâàííîé ïðîáëå�
ìîé ÿâëÿåòñÿ ó÷åò â ìîäåëÿõ íåîäíîðîäíîñòè èãðîêîâ íå òîëüêî ïî çíà÷å�
íèþ ïàðàìåòðà, íî è ïî õàðàêòåðó çàâèñèìîñòè âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ.
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Â ðåàëüíîñòè ìîæíî íàáëþäàòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ, ÷òî
ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòîâ ñ îäèíàêîâîé èäåàëüíîé òî÷êîé â öåëîì ìîãóò ñèëü�
íî îòëè÷àòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íàëè÷èè êàê ãîðèçîíòàëüíîé, òàê
è âåðòèêàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè èãðîêîâ (ñì Dreze è äð). Ïàðàìåòð âåðòè�
êàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü ñîêðàùå�
íèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èäåàëüíîé òî÷êîé èãðîêà è ïîëèòèêîé êîàëèöèè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðîñòîì ðàçìåðà êîàëèöèè. Dreze è äð. ðàññìîòðåëè âîïðîñû ñó�
ùåñòâîâàíèÿ C-ÿäðà, èññëåäóÿ âçàèìîäåéñòâèå èãðîêîâ êàê êîîïåðàòèâíóþ
èãðó ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè. Îäíàêî, äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, êàñàþ�
ùèõñÿ ôîðìèðîâàíèÿ äîáðîâîëüíûõ îáúåäèíåíèé èíäèâèäóóìîâ, ïðåäïîëî�
æåíèå î âîçìîæíîñòè ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé è îáÿçàòåëüíîñòè êîàëèöèîííûõ
ñîãëàøåíèé íå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîñòè. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè
â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé Íýøà è êîàëèöèîí�
íûõ ðàâíîâåñèé â èãðå ñ äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ, ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïàðàìåòðîì
ôóíêöèè âûèãðûøà.

Öåëü ðàáîòû � ðåøèòü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è âû�
÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òåîðåòèêî-èãðîâûõ
ìîäåëåé ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé, âûÿñíèòü ñâîéñòâà êîàëèöè�
îííûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñèÿìè Íýøà è êîàëèöèîííûìè
ðàâíîâåñèÿìè â óêàçàííîé èãðå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè èãð, ìàòåìàòè�
÷åñêèé àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è òåîðèè îïòèìèçàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëü�

òàòîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Äëÿ áàçîâîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè ñ èãðîêàìè, ðàâíîìåðíî ðàñïðå�

äåëåííûìè íà îäíîìåðíîì ìíîæåñòâå èäåàëüíûõ òî÷åê, äëÿ ôóíêöèè âûèã�
ðûøà îáîáùåííîãî âèäà íàéäåíî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé Íýøà.
Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ëîêàëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðàâíîâåñèé, òî åñòü óñòîé÷èâîñòü ê îáúåäèíåíèþ ñîñåä�
íèõ êîàëèöèé è ðàñêîëó îäíîé èç ñóùåñòâóþùèõ êîàëèöèé. Óñòàíîâëåíû òàê�
æå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ ïîíÿòèå ëîêàëü�
íîé óñòîé÷èâîñòè ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü
êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû, â êîòîðîé íåâîçìîæíî îáðàçîâàíèå íîâîé êîàëè�
öèè, îáåñïå÷èâàþùåé áîëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èìååò ðàçìåðíîñòü n ≥ 2,
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé Íýøà îïèñàíî â ôîðìå ñèñòåìû óðàâíå�
íèé è íåðàâåíñòâ, ïîçâîëÿþùåé óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîà�
ëèöèîííûõ ñòðóêòóð. Íàéäåíû óðàâíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ
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ìíîæåñòâà èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì êîàëèöèÿì.
Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðíîìó ðàâíîâåñèþ ñî�
îòâåòñòâóþò ñòðóêòóðû, çàäàâàåìûå ðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêîé
â ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùå�
ñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîñòü ê ðàñêîëó è êàê íåîáõîäèìîå, òàê è äî�
ñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé.

Îïèñàíà èãðà ñ äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ ("êîíôîðìèñòû"è "èíäèâèäóà�
ëèñòû"), ðàçëè÷àþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè ôóíêöèè âûèãðûøà. Äëÿ ýòîé èãðû
îïèñàí íîâûé âèä ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð, â êîòîðûõ ãðàíèöû ðàçáèåíèÿ íà
êîàëèöèè íå ñîâïàäàþò äëÿ ðàçíûõ òèïîâ èãðîêîâ. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü
ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé îò ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëåííîñòåé äâóõ òèïîâ èãðîêîâ. Äëÿ
ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé ñ îäèíàêîâûìè ãðàíèöàìè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü, à òàêæå óêà�
çàíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé óñòîé÷è�
âîñòè ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî
ñîîòíîøåíèå óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãð ñ îäíèì è äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è âíîñèò âêëàä â ìàòåìàòè÷åñêóþ

òåîðèþ èãð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîå�
íèè è àíàëèçå ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýêîíîìè÷åñêîé ãåîãðàôèè è ïî�
ëèòîëîãèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîàëèöèîííûõ
ñòðóêòóð.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 6 ðà�
áîòàõ [1�7], â òîì ÷èñëå [2, 7] - ñòàòüè â ðåôåðèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåí�
äîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ äëÿ ïóáëèêàöèè íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ êàíäèäàòñêèõ äèñ�
ñåðòàöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà
íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà, íà XÕ íàó÷�
íîé êîíôåðåíöèè ÐÝØ (ÐÝØ, Ìîñêâà, 2006ã.), íà V Ìîñêîâñêîé ìåæäó�
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî Èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (ÂÌèÊ ÌÃÓ, Ìîñêâà,
2007ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ãîñóäàðñòâåííîå óïðàâ�
ëåíèå â XXI âåêå: òðàäèöèè è èííîâàöèè¿ (ÔÃÓ ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2007ã.), íà
XÕI íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÐÝØ (ÐÝØ, Ìîñêâà, 2007ã.), íà IX Ìåæäóíàðîä�
íîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìîäåðíèçàöèÿ ýêîíîìèêè è ãëîáàëèçàöèÿ¿ (ÃÓ�
ÂØÝ, Ìîñêâà, 2008ã.), íà ñåìèíàðå ¾Ýêñïåðòíûå îöåíêè è àíàëèç äàííûõ¿
(ÈÏÓ ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2010ã.).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû 151 ñòðàíèöà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó
Äëÿ ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé â ìíîæåñòâå èãðîêîâ ñ çàäàííûì

ðàñïðåäåëåíèåì â n-ìåðíîì êóáå ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîìó ðåãóëÿðíîìó ðàâíîâå�
ñèþ Íýøà ýòîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èäåàëüíûõ òî÷åê
íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé, â êîòîðîì êàæäîé êîàëèöèè ñîîòâåòñòâóåò îäíà
îáëàñòü. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð íàéäåíû êàê íåîáõî�
äèìûå, òàê äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå êîàëèöèîííûå ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ìîäåëè ñ îäíîìåðíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà äëÿ ôóíêöèè âûèãðûøà îáùåãî âèäà ïîëó÷åí êðèòåðèé óñòîé÷è�
âîñòè ðåãóëÿðíîãî ðàâíîâåñèÿ Íýøà ê îáðàçîâàíèþ ëþáûõ êîàëèöèé (êîàëè�
öèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü).

Äëÿ ìîäåëè ñ äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ, ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïàðàìåòðîì âåð�
òèêàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè, îïèñàí íîâûé âèä ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð, âêëþ�
÷àþùèõ ñîâìåñòíûå êîàëèöèè èãðîêîâ äâóõ òèïîâ íàðÿäó ñ âíóòðåííèìè
êîàëèöèÿìè. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàâíîâåñèÿ Íýøà è êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ óñòà�
íîâëåíû äëÿ ñòðóêòóð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ îòðåçêà
èäåàëüíûõ òî÷åê íà ñîâìåñòíûå êîàëèöèè.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè ôîðìèðî�
âàíèÿ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð. Äàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû è íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ãëàâå 1 äàíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå èãðû â áàçîâîì ñëó÷àå � ñëó�
÷àå îäíîòèïíûõ (â ñìûñëå âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà) èãðîêîâ è îäíîìåðíî�
ãî ìíîæåñòâà èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ (ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî èõ
èíòåðåñû). Ìíîæåñòâî èãðîêîâ îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî èäåàëüíûì
òî÷êàì íà ìíîæåñòâå X = [0, 1] ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(·). Çàäàí äî�
ñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð ìåòîê: ¾Êîàëèöèÿ 1¿, ¾Êîàëèöèÿ 2¿,. . . . Êàæäûé
èç èãðîêîâ âûáèðàåò ìåòêó è ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì ñîîòâåòñòâóþùåé êîàëèöèè,
èëè æå ðåøàåò âîçäåðæàòüñÿ è íå âñòóïàåò íè â îäíó èç êîàëèöèé (ìåòêà
¾0¿). Ïîëèòèêà êîàëèöèè � òî÷êà èç òîãî æå ìíîæåñòâà X, ïîëîæåíèå êî�
òîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó ïðàâèëó â çàâèñèìîñòè
îò ñîñòàâà êîàëèöèè (äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ � ýòî ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ
÷ëåíîâ êîàëèöèè ïî èäåàëüíûì òî÷êàì). Ðàçìåð êîàëèöèè ðàâåí äîëå èãðî�
êîâ, âûáðàâøèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêó. Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü ñòðà�
òåãèé èãðîêîâ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî íåïóñòûõ êîàëèöèé I è íàáîð ôóíê�
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öèé δi(x), ïîêàçûâàþùèõ äîëþ èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âûáðàâøèõ
i ∈ Ī = I ∪ {0} :

{
δi(x) ≥ 0 :

∑
i∈Ī δi(x) = 1, x ∈ X, i ∈ Ī

}
. Ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè δi(x). Ðàçìåð
ri êîàëèöèè i ∈ I îïðåäåëÿåòñÿ êàê ri =

∫
Xδi(x)f(x)dx, à ñòðàòåãèÿ Pi êîàëè�

öèè çàäàåòñÿ óñëîâèåì
∫
x≤Pi

δi(x)f(x)dx =
∫
x>Pi

δi(x)f(x)dx. Âûèãðûø èãðîêà
ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âõîäÿùåãî â êîàëèöèþ i, çàâèñèò îò äâóõ ôàêòîðîâ:
ðàçìåð êîàëèöèè è ðàññòîÿíèå îò èäåàëüíîé òî÷êè èãðîêà äî ñòðàòåãèè êîà�
ëèöèè è îïðåäåëÿåòñÿ êàê U(x, δi(x)) = U(x, ri, Pi) = R(ri)−L(∥Pi−x∥), ãäå
∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà íà X, à R(·), L(·) � ïîëîæèòåëüíûå ìîíîòîííî âîç�
ðàñòàþùèå ôóíêöèè. Âûèãðûø èãðîêà â ñëó÷àå âîçäåðæàíèÿ îò âñòóïëåíèÿ
â êîàëèöèè U(x, 0, x) = 0. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L′′(·) ≥ 0 è R′′(·) ≤ 0
(â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ è îáîñíîâàíèå äàííûõ ïðåäïîëî�
æåíèé).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíîâåñèå Íýøà (ÐÍ) � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé(
δi(x), i ∈ Ī

)
, ïðè êîòîðîé êàæäûé èãðîê âûáèðàåò êîàëèöèþ, ìàêñèìèçèðó�

þùóþ åãî âûèãðûø, òî åñòü:

∀x∀i ∈ Ī : (δi(x) > 0) ⇒ i ∈ Argmax
j∈Ī

U(x, rj, Pj). (1)

Çàìåòèì, ÷òî àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà (δ0(x) ≡ 1, íè îäèí èç èãðîêîâ íå
âñòóïèë â êîàëèöèþ) � âñåãäà ÐÍ.

Ðàçäåë 2 äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåí ïîèñêó ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé Íýøà
(ÐÐÍ), òî åñòü ðàâíîâåñèé, â êîòîðûõ íåò ðàçíûõ êîàëèöèé ñ îäèíàêîâîé
ñòðàòåãèåé. Ïîíÿòèå ÐÐÍ ââîäèòñÿ, ïîñêîëüêó íåðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ çà�
âåäîìî íåóñòîé÷èâû ê îáúåäèíåíèþ êîàëèöèé. Èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå Ñîñèíîé
(2006, ñòð.13) ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè Íýøà ìíîæåñòâî X ðàçáèâà�
åòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Si, i ∈ I, è ìíîæå�
ñòâî S0, ãäå Si ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ,
âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i, à S0 � êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ èäåàëüíûõ òî�
÷åê èãðîêîâ, âîçäåðæàâøèõñÿ îò âñòóïëåíèÿ â êàêóþ-ëèáî êîàëèöèþ. Ïðè
ýòîì ñòðàòåãèè èãðîêîâ, ÷üè èäåàëüíûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ãðàíèöå ñî�
îòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Êàæäûé èç èíòåðâàëîâ Si, i ∈ I, îäíîçíà÷íûì îáðàçîì (c òî÷íîñòüþ äî
ìíîæåñòâà èãðîêîâ, èäåàëüíûå òî÷êè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êà�
ìè èíòåðâàëîâ) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ, âûáèðàþùèõ â ðàâíîâåñèè
äàííóþ êîàëèöèþ i ∈ I. Â äàëüíåéøåì óêàçàííûå èíòåðâàëû òàêæå áóäåì
íàçûâàòü êîàëèöèÿìè. Ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ êîàëèöèè ñ îáùåé ãðàíè÷íîé
òî÷êîé.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 1.2. Îòìå�
òèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå R(r)−L(r/2) = 0 èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, òî
îíî åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì äàííîå ðåøåíèå ÷åðåç r∗. Åñëè r∗ ∈ (0, 1), òî äëÿ
ëþáîãî u ∈ (0,maxr (R(r)− L (r/2))) ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ r1(u), r2(u) ∈
(0, 1) óðàâíåíèÿ u = R(r)− L (r/2)

Òåîðåìà 1.2. (Î ÐÐÍ ) a) Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m ðàçáèåíèå ìíî�
æåñòâà X íà m êîàëèöèé îäèíàêîâîãî ðàçìåðà rm = 1

m ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1

m ≤ r∗. Â ÷àñòíîñòè, åñëè r∗ ≥ 1 èëè R(r) > L(r/2)
äëÿ ëþáîãî r > 0, òî òàêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ äëÿ ëþáîãî m; åñëè
L′(0) > 2R′(0), òî åäèíñòâåííîå ÐÐÍ � àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà.

b) Åñëè ñóùåñòâåò òàêîå u ∈ (0,maxr (R(r)− L (r/2))), ÷òî ðåøåíèÿ
r1(u), r2(u) óðàâíåíèÿ R(r) − L (r/2) = u ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0, 1), è
ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1,m2 òàêèå, ÷òî m1r1(u) +m2r2(u) = 1,
òî ðàçáèåíèå X íà m1 êîàëèöèé ðàçìåðà r1(u) è m2 êîàëèöèé ðàçìåðà r2(u)
ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ (êîàëèöèè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå).

c) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m < 1
r∗ ëþáîå ðàçáèåíèå X íà m êîàëèöèé

ðàçìåðà r∗ è l ≤ m+1 èíòåðâàëîâ èãðîêîâ, âîçäåðæàâøèõñÿ îò âñòóïëåíèÿ
â êîàëèöèè, ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ.

d) Íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ÐÐÍ, êðîìå óêàçàííûõ.
Çàìå÷àíèå 1. Òèïû ðàâíîâåñèé, îïèñàííûå â ïóíêòàõ b) è c) óòâåðæäå�

íèÿ, ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè (ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ôóíêöèè âûèãðûøà è
ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé ñîîòâåòñòâåííî). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îñ�
íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñèÿì òèïà a).

Îáîçíà÷èì ñòðóêòóðó, îïèñàííóþ â ïóíêòå a) óòâåðæäåíèÿ, ÷åðåç Km.
Ïóñòü äàëåå rm = 1

m � ðàçìåð êîàëèöèè â Km.
Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ êîàëèöè�

îííûõ ñòðóêòóð ê ôîðìèðîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé. Ðàâíîâåñèå Íýøà íàçû�
âàåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó, åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëè�
öèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé êîàëèöèè â äàííîé
ñòðóêòóðå è îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Ðàâ�
íîâåñèå Íýøà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ, åñëè íå
ñóùåñòâóåò êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé è
îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Åñëè ðàâíîâåñèå
Íýøà óñòîé÷èâî îäíîâðåìåííî ê îáîèì óêàçàííûì òèïàì îòêëîíåíèé, òî îíî
ëîêàëüíî óñòîé÷èâî (ËÓ). Íàêîíåö, ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé íàçûâàåòñÿ êî�
àëèöèîííûì ðàâíîâåñèåì (ÊÐ), åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, îáåñïå�
÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Ôîðìàëüíî, ðàâíîâåñíûé
íàáîð ñòðàòåãèé

(
δi(x), i ∈ Ī

)
ÿâëÿåòñÿ ÊÐ , åñëè íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè δ̄(x)

èíòåãðèðóåìîé íà X òàêîé, ÷òî δ̄(x) ≥ 0, x ∈ X, è
∫
X δ̄(x)dx ≤ 1 è òàêîé, ÷òî
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ñïðàâåäëèâî U(x, δ̄(x)) > U(x, δi(x)) äëÿ âñåõ x ∈ {x : δ̄(x) > 0} è íåêîòîðîãî
i ∈ Ī.

Â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ÊÐäëÿ
ñòðóêòóð Km,m = 2, 3, . . .

Òåîðåìà 1.3. Ðàâíîâåñíàÿ ïî Íýøó êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km ëî�
êàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå R(2rm)−
R(rm) ≤ L(rm)− L (rm/2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ëþáàÿ ðàâíîâåñíàÿ
ñòðóêòóðà Km óñòîé÷èâà ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó, è, âî-âòîðûõ, îíà íåóñòîé�
÷èâà ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå
âûãîäíî ãðàíè÷íûì àãåíòàì íîâîé (ïîòåíöèàëüíîé) êîàëèöèè. Äàëåå äîêà�
çûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ðàâíîâåñíàÿ êî�
àëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëîêàëüíî
óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 1.4. (Î ÊÐ) Ëîêàëüíî óñòîé÷èâàÿ ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ
ÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

L′ (rm/2) ≥ R′(rm) è (2)

R(r0)−R(rm) + L(r0/2− rm/2)− L(r0/2) ≤ 0, (3)

ãäå r0 = max
{
rm,min

{
r∗0,

3
2rm

}}
, à r∗0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R′(x)+ 1

2L
′(x/2−

rm/2)− 1
2L

′(x/2) = 0.
Äàííàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ âûèãðûøà, ïðè âûïîëíå�

íèè êîòîðûõ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ÊÐ. Ðàíåå
â ðàáîòå Ñîñèíîé (2006) äëÿ ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè âûèãðûøà
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÊÐ, òî
åñòü äâà ýòèõ ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíû. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Â
÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè ïðèâåä¼í ïðèìåð ñòðóêòóðû, ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëü�
íî óñòîé÷èâîé, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ ÊÐ(ñòðóêòóðà K6 ïðè R(r) = 3r − 11

2 r
2,

L(z) = z). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî
óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû Km íåâûãîäíî îáðàçîâàíèå ëþáûõ êîàëèöèé, ðàçìåð
êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (rm, 2rm), íî â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü
âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîàëèöèè ñ ðàçìåðîì èç ýòîãî äèàïàçîíà. Âûïîëíåíèå
óñëîâèé (2)-(3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîàëèöèè èç äàííîãî èíòåð�
âàëà òàêæå íå ìîãëè îáåñïå÷èòü óâåëè÷åíèå âûèãðûøåé âñåì èõ ó÷àñòíèêàì.
Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðå�
çóëüòàòîâ äëÿ íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ ïî ïàðàìåòðó x ∈ [0, 1].
Ðàññìîòðèì êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðóK = (ai, ri, Pi), i = 1, . . . ,m, ãäå ai � êî�
îðäèíàòû íà ïðÿìîé ïðàâîé ãðàíèöû êîàëèöèè, ri è Pi � ðàçìåð è ñòðàòåãèÿ
êîàëèöèè.
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Òåîðåìà 1.5. (Îá óñëîâèÿõ áåçðàçëè÷èÿ ãðàíè÷íûõ èãðîêîâ) Ñòðóêòó�
ðà K ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàâíîâåñèåì Íýøà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îòêëîíåíèå íå âûãîäíî ãðàíè÷íûì àãåíòàì êîàëèöèé, òî åñòü ïàðàìåòðû
K óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:{

R(ri+1)−R(ri) = L(Pi+1 − ai)− L(ai − Pi),

R(ri)− L(ai − Pi) ≥ 0, i = 1, . . . ,m− 1.

Ïóñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), x ∈ X � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî�
ãäà ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà K ëîêàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ëîêàëüíîå îáúåäèíåíèå íå âûãîäíî ãðàíè÷íûì èãðîêàì ôîðìèðóþùåéñÿ
êîàëèöèè, òî åñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ{

R(ri + ri+1)−R(ri+1) ≤ L(ai+2 − P̄i)− L(ai+2 − Pi+1),

R(ri + ri+1)−R(ri) ≤ L(P̄i − ai)− L(Pi − ai),

ãäå P̄i = med fi(x), fi(x) =
1

ri+ri+1
f(x)1{ai ≤ x ≤ ai+2}, i = 1, . . . ,m− 2.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé ñ ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé èäåàëüíûõ òî÷åê ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè: dimX = n > 1. Â
ðàçäåëå 1 ãëàâû äàíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå èãðû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ
â òîé ÷àñòè, ãäå îíî îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â ñëåäóþùåì ðàç�
äåëå ïðèâåäåíî îïèñàíèå è ñâîéñòâà ¾ïðàâèëà óñðåäíåíèÿ¿, â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîòîðûì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ êîàëèöèè (ñòðàòåãèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà èãðîêîâ, âõîäÿùèõ â êîàëèöèþ).
Ðàññìîòðåíû åãî îòëè÷èÿ îò îäíîìåðíîãî àíàëîãà. Â ðàçäåëå 3 èññëåäîâàí
âîïðîñ î òèïàõ ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé Íýøà, êîòîðûå âîçìîæíû â ìíîãîìåð�
íîì ñëó÷àå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàâíîâåñèé, âîçìîæíûõ â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå, çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íî, ïî àíàëîãèè ñ
îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè Íýøà ìíîæåñòâî X ðàçáèâà�
åòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Si, i ∈ I,
è ìíîæåñòâî S0, ãäå Si ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ òî÷åê
èãðîêîâ, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i, à S0 � ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ òî÷åê âîç�
äåðæàâøèõñÿ èãðîêîâ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äîïîëíåíèå ê îáúåäèíåíèþ Si.
Ïðè ýòîì ñòðàòåãèè èãðîêîâ, ÷üè èäåàëüíûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ãðàíè�
öå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, óêàçàííûå îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü êîàëèöè�
ÿìè. Ãðàíèöåé Γ(i) êîàëèöèè i ∈ I áóäåì íàçûâàòü ãðàíèöó ñîîòâåòñòâóþùåé
îáëàñòè Si, à ñîñåäíèìè � êîàëèöèè, èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû.
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Óòâåðæäåíèå 2.1. Â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè ãðàíèöà ìåæäó ñîñåäíèìè
êîàëèöèÿìè i è j çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

L(∥Pi − x∥)− L(∥Pj − x∥) = R(ri)−R(rj), x ∈ Γ(i, j). (4)

Ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ri =
rj, ëèáî êîãäà ôóíêöèÿ L(z) èìååò âèä L(z) = cz2, c > 0.

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ñâîéñòâ îäíîãî äîñòàòî÷íî îáùåãî ïîä�
êëàññà êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð. ÏóñòüX = [0, 1]n. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó íà X è êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé êàæäàÿ
êîàëèöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÿ÷ååê ñåò�
êè. Òàêîãî ðîäà êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîóãîëüíûìè.
Êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâíûå
n-ìåðíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû, íàçîâåì ðàâíîìåðíûìè ïðÿìî�
óãîëüíûìè ñòðóêòóðàìè.

Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñòðóêòóð ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà�
÷åíèÿ. ×åðåç Km1...mn

áóäåì îáîçíà÷àòü ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñòðóê�
òóðó, ãäå mj � ÷èñëî êîàëèöèé âäîëü j-é êîîðäèíàòû n-ìåðíîãî êóáà X.
Ïîñêîëüêó ãåîìåòðè÷åñêè âñå êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâíûå ïðÿìî�
óãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû, òî ìîæíî ââåñòè âåêòîð ā äëèí ñòîðîí: ā =
(a1, . . . , an), è òîãäà aj = 1

mj
. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü a1 ≥ a2 ≥

. . . ≥ an. Ïóñòü V =
∏n

i=1 ai è D =
√∑n

i=1 a
2
i � ðàçìåð êîàëèöèè è äëèíà

äèàãîíàëè. Òàêæå ââåäåì γi =
ai
D .

Òåîðåìà 2.2. Â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè L(·)
(ïðè L(z) ̸= cz2) â êëàññå ïðÿìîóãîëüíûõ ñòðóêòóð ðàâíîâåñíûìè ìîãóò
áûòü òîëüêî ðàâíîìåðíûå ïðÿìîóãîëüíûå ñòðóêòóðû. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ÿâ�
ëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R(V )− L(D/2) ≥ 0.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò îäíî èç îòëè÷èé ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ îò îäíîìåð�
íîãî, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî â îäíîìåðíîé èãðå â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
áûëî âîçìîæíî ðàâíîâåñèå ñ êîàëèöèÿìè ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà.

Â ðàçäåëå 5 èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ñòðóê�
òóð. Óñòîé÷èâîñòü ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëî�
ãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíîìó îáú�
åäèíåíèþ îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàâíîâåñèå Íýøà óñòîé÷èâî ê ëî�
êàëüíîìó îáúåäèíåíèþ, åñëè íå ñóùåñòâóåò êîàëèöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä è ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì 2s, s = 1, . . . , n ñî�
ñåäíèõ êîàëèöèé, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó, è îáåñïå÷èâàþùåé
áîëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì.

Òåîðåìà 2.3. Ðàâíîâåñíàÿ ïî Íýøó êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km1...mn
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ëîêàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ m = 1, 2, . . . , n, âûïîë�
íåíî óñëîâèå

R (2mV )−R (V ) ≤ L
((

1 + 3σ2
m

) 1
2 D/2

)
− L (D/2) , (5)

ãäå σ2
m = γ2

n−m+1 + . . .+ γ2
n.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñèå Íýøà àâòîìàòè÷åñêè ãàðàíòèðóåò óñòîé÷è�
âîñòü ê îáðàçîâàíèþ ëþáûõ êîàëèöèé âíóòðè ñóùåñòâóþùåé, à óñëîâèå (5)
îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ê óêàçàííûì âèäàì îáúåäèíåíèÿ ñîñåäíèõ êîàëè�
öèé.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü

U(x, V, P ) = αV − ∥P − x∥k, (6)

ãäå α, k > 0 � ïàðàìåòðû. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâíîâåñíàÿ ïðÿìîóãîëü�
íàÿ ñòðóêòóðà áûëà ëîêàëüíî óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α íàõîäèëèñü â ñëåäóþùåì èíòåðâàëå:

Dk

2kV
·

[
1, min

m=1,...,n

(
1 + 3σ2

m

)k/2 − 1

2m − 1

]
≡ A (ā) .

Ìíîæåñòâî A (ā) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α íåïóñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 2m ≤
(
1 + 3σ2

m

)k/2
äëÿ âñåõ m. Ïðè ýòîì:

a) Äëÿ k < n íåòðèâèàëüíûõ óñòîé÷èâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîàëèöèîííûõ
ñòðóêòóð íå ñóùåñòâóåò çà âîçìîæíûì èñêëþ÷íèåì áîëüøîé êîàëèöèè.

b) Äëÿ k = n ìíîæåñòâî A (ā) âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, è íåòðèâèàëüíûå
êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû íå ñóùåñòâóþò äëÿ α ̸= A (ā).

c) Äëÿ k > n ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ëîêàëüíî óñòîé÷èâûå ïðÿìî�
óãîëüíûå ñòðóêòóðû ïðè α ∈ A (ā), åñëè äàííîå ìíîæåñòâî íå ïóñòî,
÷òî çàâåäîìî âåðíî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü U(x, V, P ) = V −
∑k

i=1 αi ∥P − x∥i, αi ≥ 0, k > 0,. Òîãäà
ïðè k ≤ n óñòîé÷èâûõ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð òàêæå íå ñóùåñòâóåò.

Ïîñêîëüêó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé mj, j = 1, . . . , n, äëÿ êîàëèöèîí�
íîé ñòðóêòóðû Km1...mn

ñóùåñòâåò î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî âàðèàíòîâ îáðàçî�
âàíèÿ íîâûõ êîàëèöèé, ïîëíîñòüþ îáîáùèòü ðåçóëüòàòû äëÿ óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèé, ïîëó÷åííûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íå óäàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, â
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äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ ëþ�
áîãî ÷èñëà êîàëèöèé.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå

max
0≤ρ≤ 1

2

(R(Cnρ
n)− L(ρ)) ≤ R(V )− L(D/2) (7)

ãäå Cn = πn/2

Γ(n/2+1), òî ðàâíîâåñíàÿ êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km1...mn
óñòîé�

÷èâà ê îáúåäèíåíèþ êîàëèöèé. Äàííîå óñëîâèå ñòàíîâèòñÿ òàêæå è íåîá�
õîäèìûì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì D.

Äëÿ íåêîòîðîãî s èç óêàçàííîãî äèàïàçîíà íåðàâåíñòâî (7) ñîîòâåòñòâóåò
óñëîâèþ, îáåñïå÷èâàþùåìó óñòîé÷èâîñòü ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèè, ïðåäñòàâ�
ëÿþùåé ñîáîé n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà sD/2. Òàêàÿ êîàëèöèÿ èìååò ìàêñè�
ìàëüíûé ðàçìåð ñðåäè êîàëèöèé ñ çàäàííûì ðàññòîÿíèåì îò èãðîêà, êîòîðî�
ìó íàèìåíåå âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîàëèöèè, äî ñòðàòåãèè êîàëèöèè.

Äëÿ èãðû ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà (6), èñõîäÿ èç äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ êîàëèöèé, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷�
íî áîëüøèõ k è ìàëûõ α ñóùåñòâóþò ñòðóêòóðû óñòîé÷èâûå ê îáúåäèíåíèþ
êîàëèöèé.

Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ èãðà, â êîòîðîé èãðîêè ðàçëè÷àþòñÿ êàê ïî èäå�
àëüíûì òî÷êàì, òàê è ïî ôóíêöèÿì âûèãðûøà. Â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíî ôîð�
ìàëüíîå îïèñàíèå èãðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü äâà òèïà èãðîêîâ: ¾ñòàðî�
ãî¿ (èëè ¾îñíîâíîãî¿) � òèï T1 è ¾íîâîãî¿ � òèï T2. Äîëÿ èãðîêîâ íîâîãî
òèïà ðàâíà λ > 0. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

1. Èãðîêè îáîèõ òèïîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷êàì
íà âñåì ìíîæåñòâå X = [0, 1]

2. Èãðîêè òèïà T2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷êàì íà
íåêîòîðîì ñåãìåíòå S ⊂ X, à èãðîêè òèïà T1 - íà äîïîëíåíèè X \ S. Â
ýòîì ñëó÷àå λ = |S|

|X| .

Åñëè èãðîê ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x òèïà Tl, l = 1, 2, âûáèðàåò êîàëèöèþ
i ðàçìåðà ri ñ ïîëèòèêîé Pi, òî åãî âûèãðûø ðàâåí Ul(x, ri, Pi) = Rl(ri) −
Ll(|Pi−x|), ãäå Rl(r), Ll(ρ) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå âîçðàñòàþùèå ôóíê�
öèè, r, ρ ∈ [0, 1]. Äëÿ èãðîêà ñî ñòðàòåãèåé 0 (âîçäåðæàâøèéñÿ), âûèãðûø
ðàâåí Ul(x, 0, x) = Rl(0) − Ll(0) = 0. Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé âûèãðûøà
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè íîâîãî òèïà ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó óäà�
ëåííîñòè: L′

2(ρ) < L′
1(ρ) èëè áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó ðàçìåðà êîàëèöèè:

R′
2(r) > R′

1(r) (ëèáî è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî), òî åñòü èãðîêè íîâîãî òèïà
ÿâëÿþòñÿ á�oëüøèìè êîíôîðìèñòàìè.
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Â ðàçäåëå 2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ, êàê âëèÿåò íà ñòðóêòóðó ÐÍ è èõ óñòîé÷è�
âîñòü èçìåíåíèå äîëè λ àãåíòîâ íîâîãî òèïà T2, åñëè îíè ðàâíîìåðíî ðàñïðå�
äåëåíû íà âñåì ìíîæåñòâå X = [0, 1]. Èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ
äëÿ ôóíêöèé âûèãðûøà âèäà

Ul(x, r, P ) = r − αl (P − x)2 , l = 1, 2, α1 > α2, (8)

òî åñòü äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè âûèãðûøà îò ðàññòîÿíèÿ ìåæ�
äó èäåàëüíîé òî÷êîé èãðîêà è ñòðàòåãèåé êîàëèöèè, â êîòîðóþ îí âõîäèò. Â
ðàáîòå Ñîñèíîé (2006) ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêîâ èìååò
âèä U(x, r, P ) = r − α (P − x)2, òî äëÿ m ≥ 2 êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ∈
[
4m
3 , 4m

]
.

Â èññëåäóåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α1 ∈
[
4m
3 , 4m

]
, òî åñòü ñòðóêòóðà

Km ÿâëÿåòñÿ ÊÐ ïðè λ = 0. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ðîñòîì äîëè λ:
íàðóøèòñÿ ëè óñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóðû Km, êàêèå èíûå ëîêàëüíûå ðàâíîâå�
ñèÿ ìîãóò ñôîðìèðîâàòüñÿ â ñëó÷àå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êàêèõ äàëüíåéøèõ
èçìåíåíèé ðàâíîâåñíîé ñòðóêòóðû ìîæíî îæèäàòü. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ m,α1, è α2.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè α2 ∈
[
4m
3 , 4m

]
, òî åñòü ñòðóêòóðà Km ÿâëÿ�

åòñÿ ÊÐ äëÿ èãðîêîâ íîâîãî òèïà, òî Km îñòàåòñÿ ÊÐ íåçàâèñèìî îò äîëè
λ.

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Êîàëèöèè, îá�
ðàçîâàííûå èãðîêàìè îäíîãî òèïà, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè, à êîàëèöèè,
îáðàçîâàííûå èãðîêàìè îáîèõ òèïîâ - ñîâìåñòíûìè. Ñðåäè ñîâìåñòíûõ êîà�
ëèöèé âûäåëèì îäíîðîäíûå, â êîòîðûõ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà èäåàëüíûõ òî�
÷åê ÷ëåíîâ êîàëèöèè îáîèõ òèïîâ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äëÿ èãðîêîâ íîâîãî òèïà α2 <

4m
3 (îíè

ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè êîíôîðìèñòàìè, ÷åì èãðîêè îñíîâíîãî òèïà). Â ðàìêàõ
ñòðóêòóðû Km èãðîêè òèïà T2 ñêëîííû ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé áîëüøåãî
ðàçìåðà è ê íèì ìîæåò ïðèìêíóòü ÷àñòü èãðîêîâ òèïà T1.
Êîàëèöèþ, îáðàçîâàííóþ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ èãðîêîâ òèïà T2 èç äâóõ
ñîñåäíèõ êîàëèöèé è ïðèìêíóâøèõ ê íèì èãðîêîâ òèïà T1, ÷üè èäåàëüíûå
òî÷êè íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñòðàòåãèè íîâîé êîàëèöèè, áóäåì íàçûâàòü êîàëèöè�
åé óäâîåííîé äëèíû. Ïóñòü δ - äîëÿ èãðîêîâ òèïà T1 âîøåäøèõ â ñîâìåñòíûå
êîàëèöèè ñ èãðîêàìè òèïà T2.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè α2 <
4m
3 , òî ñòðóêòóðà Km óñòîé÷èâà ê îáðà�

çîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîëÿ λ èã�

ðîêîâ íîâîãî òèïà íå ïðåâîñõîäèò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ λm = 1− 2α1(1− 3
4mα2)

3(α1−α2)
.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòî çíà÷åíèå ñòðóêòóðà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ê
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Ðèñ. 1. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà Kδ,k
T2,m̄

îáðàçîâàíèþ òàêèõ êîàëèöèé ñ ïàðàìåòðîì δ ∈ (δ1(λ), δ2(λ)), ãäå:

δ1(λ) = 3a2−1+2λ̄
2λ̄

, δ2(λ) =
1+a1

2 −λ̄

2a1−λ̄
, δ1(λ) ↓ λ, δ2(λ) ↑ λ, δ1(λm) = δ2(λm) ∈

(0, 1), a1 =
α1

4m , a2 =
α1

4m , λ̄ = 1− λ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè λ ≤ 1

3 ëþáîå ðàññìàòðèâàåìîå ðàâíîâåñèå Íýøà óñòîé�
÷èâî ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû. ×åì ìåíüøå ÷èñëî êîàëèöèé
m, òåì äîëüøå ñòðóêòóðà Km îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè óâåëè÷åíèè äîëè èã�
ðîêîâ òèïà T2.
Ïðè óâåëè÷åíèè λ ñâûøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ λm ñòðóêòóðà Km ïåðåñòàåò
áûòü ÊÐ. Êîëè÷åñòâî êîàëèöèé m̄, â êîòîðûõ áóäóò ó÷àñòâîâàòü èãðîêè òèïà
T2 â èçìåíåííîé ñòðóêòóðå, çàâèñèò îò òîãî, êàê ïðîéäåò îáúåäèíåíèå ñî�
ñåäíèõ êîàëèöèé. Åñëè m ÷åòíî è âñå êîàëèöèè îáúåäèíÿþòñÿ ïîïàðíî, òî
m̄ = m/2 . Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû óêðóïíåíèÿ èñõîäíûõ êîàëèöèé,
ïðè êîòîðûõ èõ ãðàíèöû ñäâèãàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ñòðóêòóðîé.
Äëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà îäíà èç âîçìîæíîñòåé - ïðèìêíóòü ê ýòèì êîàëèöè�
ÿì, òî åñòü îáðàçîâàòü ñòðóêòóðóKm̄ èç m̄ ñîâìåñòíûõ îäíîðîäíûõ êîàëèöèé.
Äðóãîé âîçìîæíûé âàðèàíò íîâîãî ðàâíîâåñèÿ - ÷àñòü èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà
âõîäèò â ñîâìåñòíûå êîàëèöèè, à ïðî÷èå èãðîêè îáðàçóþò ðàâíûå âíóòðåííèå
êîàëèöèè.
Îáîçíà÷èì Kδ,k

T2,m̄
êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé èãðîêè òèïà T2 ðàçáè�

âàþòñÿ íà m̄ ðàâíûõ êîàëèöèé äëèíû 1
m̄ , íà ïîäìíîæåñòâàõ èäåàëüíûõ òî÷åê

äëèíû δ
m̄ ê íèì ïðèìûêàþò èãðîêè òèïà T1, à ïðî÷èå èãðîêè òèïà T1 îáðà�

çóþò ðàâíûå âíóòðåííèå êîàëèöèè, ïðè÷åì íà îäíó ñîâìåñòíóþ êîàëèöèþ
ïðèõîäèòñÿ 2k âíóòðåííèõ êîàëèöèé. Íà ðèñóíêå (1) ïîêàçàíî, êàê óñòðîåíà
ýòà êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîàëèöèîííûå ñòðóêòóðû âèäàKm̄ èKδ,k
T2,m̄

. Ñòðóê�
òóðà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íý�
øà è óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû è ê îáúåäèíåíèþ
âíóòðåííèõ êîàëèöèé. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, â èñõîäíîé ñòðóêòóðå Km

m > 3α2

4 è α1

4 < m < 3α1

4 . Óñòîé÷èâîñòü íîâîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû çà�
âèñèò îò òîãî, â êàêîé èíòåðâàë îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ α1 è α2, ïîïàäàåò
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÷èñëî m̄.
Óòâåðæäåíèå 3.3. Äëÿ âñÿêîãî m̄ ∈

[
α1

4 ,m
)
ïðè λ ∈ (λm, λm̄) ñòðóê�

òóðà Km̄ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå λ ÷åðåç ïîðîãîâîå çíà÷åíèå λm óñòîé÷èâîé

îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñòðóêòóðàKm̄ ñ m̄ ≥ α1

4 . Åñëè
[
α1

4 ,
3α2

4

]
∩Z+ ̸= ∅, òî ïðîöåññ

óêðóïíåíèÿ êîàëèöèé ñ ðîñòîì λ ìîæåò çàâåðøèòüñÿ ôîðìèðîâàíèåì ñòðóê�
òóðû Km̄ äëÿ m̄ èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî â ñëó÷àå 3α2 < α1 ñ ðîñòîì λ
âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íè îäíà ñòðóêòóðàKm̄ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé�
÷èâîé. Â ýòîì ñëó÷àå âûäåëèì òðè õàðàêòåðíûõ èíòåðâàëà: M1 =

(
α2

4 ,
3α2

4

)
,

M2 =
(
3α2

4 , α1

4

)
, M3 =

(
α1

4 ,
3α1

4

)
. Çàìåòèì, ÷òî M̄1 ∪ M̄2 ∪ M̄2 =

[
α2

4 ,
3α1

4

]
. Íà

èíòåðâàëå
[
0, α2

4

)
ðàâíîâåñèé Íýøà âèäà Km̄ è Kδ,k

T2,m̄
íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê

îáà òèïà èãðîêîâ ñêëîííû ê ðàñêîëó.
Óòâåðæäåíèå 3.4. Ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ñòðóêòóðû âèäà Kδ,k

T2,m̄
ñóùå�

ñòâóþò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè m̄ ∈
[
α2

4 ,
α1

4

]
= M̄1 ∪ M̄2 è λ

ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå λT2,m̄ = 1 −
1− α2

4m̄
1−

√
α2/α1

, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ

k è δ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû:

δ = 1
α1(2−1/k) ·

(
4m̄λ̄− α1

2k2+k + κ
)
, (9)

ãäå

δ̄m̄(λ)
def
= 2

λ̄+
√

λ̄2 + α1 · λ/m̄
α1/m̄

, (10)

κ =

√(
4m̄λ̄− α1

2k2+k

)2
+ α1

2k−1
k

(
16km̄
2k+1 − 8m̄λ̄+ α1

2k2+k

)
(11)

2k ≥ α1

4m̄
· 1− δ̄m̄(λ)

λ̄
, (12)

δ2 −
(
1−δ
2k

)2
1−

(
λ̄
2k

)2 ≥ α2

α1
(13)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k çàâåäîìî ìîæíî ïîäîáðàòü δ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì. Äëÿ m̄ ∈

[
m
3 ,m

)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

λm̄ < λm, òî åñòü ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðîé Km ñóùåñòâóþò ðàâíî�
âåñíûå ñòðóêòóðûKδ,k

T2,m̄
ñ m̄ èç ýòîãî äèàïàçîíà. Áîëåå òîãî, äëÿ m̄ ∈

[
m
3 ,

3α2

4

)
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ëþáàÿ òàêàÿ ñòðóêòóðà óñòîé÷èâà ê îáðàçîâàíèþ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé óäâî�
åííîé äëèíû. Ïîëó÷åíî òàêæå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷è�
âîñòè ê îáúåäèíåíèþ âíóòðåííèõ êîàëèöèé:

2k ≥ α1

4m̄
· 1− δ

λ̄
(14)

Â çàêëþ÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà îáñóæäàåòñÿ, êàê èçìåíÿåòñÿ êîàëèöèîííàÿ
ñòðóêòóðà ïðè óâåëè÷åíèè äîëè λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà. Ïóñòü α1

4 ∈ Z+. Èç
Óòâåðæäåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî m̄ = α1

4 - ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñòðóêòóðà Km̄

ñ ñîâìåñòíûìè îäíîðîäíûìè êîàëèöèÿìè ìîæåò áûòü ëîêàëüíî óñòîé÷èâà,

ñîîòâåòñòâóþùåå åé ïîðîãîâîå çíà÷åíèå λ =
α1 + 3α2

3(α1 − α2)
.

Ïðè α1

3 ≤ α2 < α1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî m̄ ∈
[
m
3 ,

3α2

4

)
è ëþáîé äîëè λ ñòðóê�

òóðà Km̄ ÿâëÿåòñÿ ÊÐ. Åñëè æå α2 < α1

3 , òî ïðè λ ≥
2α1

(
1− 3

α1
α2

)
3(α1 − α2)

óñòîé�

÷èâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà Kδ,k
T2,m̄

. Ïðè λ → 1 óñòîé÷èâû

òîëüêî ñòðóêòóðû ñ m̄ ∈
[
α2

4 ,
3α2

4

]
. Â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ òàêîé ñòðóêòóðû

ðàñïðåäåëåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà ïî êîàëèöèÿì ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷å�
íèè λ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ïðè λ → 1 ðàçìåð âíóòðåííèõ êîàëèöèé èãðîêîâ
ñòàðîãî òèïà è èõ âûèãðûø â ýòèõ êîàëèöèÿõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ α1 = 60, α2 = 2
è ñ èñõîäíûì êîëè÷åñòâîì êîàëèöèé m = 32. Ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûå
èíòåðâàëû äëÿ m̄ M1 =

[
1
2 ,

3
2

)
, M2 =

(
3
2 , 15

)
, M3 = (15, 45).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2, èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà K32 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé�
÷èâîé ïðè λ = λ32 = 0.342672. Èãðîêàì âûãîäíî ïîïàðíîå îáúåäèíåíèå ñîâ�
ìåñòíûõ êîàëèöèé è ñòðóêòóðà K16 îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ÐÍ. Îíà òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü ïðè λ = λ16 = 0.375, ïðè ýòîì ñòðóêòóðà Kδ,k

8 , âîçíèêàþùàÿ
â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé óäâîåííîé äëèíû, ÿâëÿåòñÿ ÐÍ äëÿ δ, k:
δ ≥ 0.643927, k ≥ 1, îäíàêî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ âíóòðåí�
íèõ êîàëèöèé âûïîëíåíî ëèøü äëÿ k = 1. Íî ïðè ýòîì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
ê îáúåäèíåíèþ ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü èãðîêàì âûãîä�
íî íîâîå ïîïàðíîå îáúåäèíåíèå ñîâìåñòíûõ êîàëèöèé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò ïðè m̄ = 4. Äëÿ m̄ = 2 ñòðóêòóðà Kδ,k

T2,m̄
îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé

ïðè k = 5, . . . , 13 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé δ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè�
÷åíèè äîëè λ íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê îáúåäèíåíèþ ïåðåñòàåò
âûïîëíÿòüñÿ ïðè 1− λ = 0.286, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñòðóêòóðû ñ
m̄ = 1, óñòîé÷èâîé ïðè k = 22, . . . , 60.

Ïðè äàëüíåéøåì ïðèáëèæåíèè λ ê 1 íåêîòîðûå ÐÍ, ñîñòîÿùèå èç îäíîé
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ñîâìåñòíîé êîàëèöèè è k âíóòðåííèõ, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Êîëè÷åñòâî
âíóòðåííèõ êîàëèöèé ðàñòåò, èõ ðàçìåð è âûèãðûø îáðàçóþùèõ èõ èãðîêîâ
òèïà T1 ñòðåìÿòñÿ ê 0.

Â ðàçäåëå 3 èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ÊÐ â âèäå ñòðóêòóðû
Km,m = 2, 3, . . . äëÿ ôóíêöèé âûèãðûøà îáùåãî âèäà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ ñòðóêòóðû Km è äëÿ îáîèõ òèïîâ èãðîêîâ
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ, îïèñûâàþùèå óñëîâèÿ ÊÐ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.
1 (Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå). Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÊÐ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ òèïà T1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

L′
1 (rm/2) ≥ R′

1(rm) è (15)

R1((1− λ)x∗ + 2rmλ)−R1(rm) + L1(x
∗/2− rm/2)− L1(x

∗/2) ≤ 0, (16)

ãäå x∗ = max
{
rm,min

{
x∗0,

3
2rm

}}
, à x∗0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1− λ+ λ2rm/x)R
′
1((1− λ)x+ 2rmλ) +

1
2L

′
1(x/2− rm/2)− 1

2L
′
1(x/2) = 0,

à äëÿ òèïà T2 � íåðàâåíñòâî

L′
2 (rm/2) ≥ λR′

2(rm). (17)

2 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 1). Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÊÐ, åñëè äëÿ
òèïà T1 âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÊÐ äëÿ èãðû ñ èãðîêàìè îäíîãî
òèïà: íåðàâåíñòâà (15) è

R′
1(2rm) +

1
2L

′
1 (rm/2)− 1

2L
′
1(rm) ≥ 0, (18)

à äëÿ òèïà T2 � íåðàâåíñòâî (17).
3 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 2). Åñëè ñòðóêòóðà Km ñ èãðîêàìè ïåðâîãî

òèïà ÿâëÿåòñÿ ÊÐ, òî îíà îñòàåòñÿ ÊÐ è â ñëó÷àå ñ èãðîêàìè äâóõ ðàçëè÷�
íûõ òèïîâ, åñëè äëÿ àãåíòîâ òèïà T2 âûïîëíåíî óñëîâèå (17) è íåðàâåíñòâî

λR′
2 (3rm/2) +

1
2L

′
2 (rm/4)− 1

2L
′
2 (3rm/4) ≤ 0. (19)

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîå îòëè÷èå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ 2 îò äâóõ äðóãèõ
ïóíêòîâ òåîðåìû â òîì, ÷òî â ýòîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ íå òðåáóåòñÿ äî�
ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà òèï T1.
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Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ìîäåëè ïðè âàðèàíòå 2 ðàñïðåäåëå�
íèÿ èãðîêîâ (ðàñïðåäåëåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà íà íåêîòîðîì íåáîëüøîì
ñåãìåíòå).

Óòâåðæäåíèå 3.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðóêòóðà Km, ëîêàëüíî óñòîé�
÷èâàÿ äëÿ òèïà T1 (ïðè λ = 0), îñòàâàëàñü ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé ïðè âíåä�
ðåíèè èãðîêîâ òèïà T2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ èãðîêîâ òèïà
T2 âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè âûèãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà â
Km:

R2(rm)− L2(rm/2) ≥ 0. (20)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò êîàëèöèîííûå ðàâíîâåñèÿ ìîäå�
ëè.

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÊÐ òîãäà è òîëüêî òî�
ãäà, êîãäà äëÿ òèïà T1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

L′
1(rm/2) ≥ 2R′

1(rm), (21)

à äëÿ òèïà T2 � óñëîâèå (20).
Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñèëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà

âûèãðûø èãðîêîâ òèïà T1 (ñì. äëÿ ñðàâíåíèÿ óñëîâèå (2)) ñòðóêòóðà Km

îñòàåòñÿ ÊÐ ïðè âîçíèêíîâåíèè äàííîãî òèïà íåîäíîðîäíîñòè.
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