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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü:
Ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òðàäèöèîííî ÿâëÿþòñÿ

îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òàêîå âíèìàíèå ê íèì îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñóììà ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí � äîâîëüíî óäîáíàÿ è çà÷àñòóþ ðàçóìíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñòîõàñòè÷åñêèõ

ñèòóàöèé. Îäíàêî, äàæå åñëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ

ñëàãàåìûõ èçâåñòíû, âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ñóììû ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ êàê

ïðàâèëî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì

äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû åãî àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, âèä

êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé,

îïèñûâàþùåé òðàíñôîðìàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ïðè

íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Êàê ñêàçàíî â

êíèãå Á. Â. Ãíåäåíêî è À. Í. Êîëìîãîðîâà 1, ¾ïîçíàâàòåëüíàÿ

öåííîñòü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàñêðûâàåòñÿ òîëüêî

ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè¿. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Âîçìîæíîñòü

íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îáîñíîâûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ðåøåíèè âîïðîñà

îá àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà

íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò òî÷íîñòü

àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøóþ âàæíîñòü

ïðèîáðåòàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óäîáíûõ è ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ

àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè,

çàâèñÿùèõ îò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è � ÷èñëà ñëàãàåìûõ â

ñóììå è èõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ. Îá îöåíêàõ, â êîòîðûõ âñÿ íåîáõîäèìàÿ

èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ñëàãàåìûõ ñîñðåäîòî÷åíà ëèøü â

ïðîñòûõ õàðàêòåðèñòèêàõ � ïåðâûõ ìîìåíòàõ ñëàãàåìûõ, áóäåì

1Á. Â. Ãíåäåíêî, À. Í. Êîëìîãîðîâ. Ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìîñêâà�Ëåíèíãðàä, ÃÈÒÒË, 1949.
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ãîâîðèòü êàê î ìîìåíòíûõ îöåíêàõ. Èìåííî ìîìåíòíûì îöåíêàì

è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà. Âñþäó äàëåå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ,

÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå

îäèíàêîâû.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñõåìû ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñâÿçàííûå ñ

íèìè ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Â ïåðâîé ñõåìå ÷èñëî ñëàãàåìûõ

ñ÷èòàåòñÿ íåñëó÷àéíûì. Âî âòîðîé ñõåìå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ

ñàì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íåçàâèñèìîé îò ñëàãàåìûõ.

Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: â ïåðâîé èíäåêñ

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, âî

âòîðîé ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììàõ ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì (ïðîöåññîì

Êîêñà).

Ñðåäè ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì íåñëó÷àéíîãî ÷èñëà

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàðÿäó ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë ãëàâíîå

ìåñòî çàíèìàåò öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, ïåðâûé âàðèàíò

êîòîðîé áûë äîêàçàí åùå À. äå Ìóàâðîì â 1730 ã. Ýòà òåîðåìà

óòâåðæäàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàíäàðòèçîâàííîé ñóììû áîëüøîãî

÷èñëà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé áëèçêî ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Çàäà÷à èçó÷åíèÿ òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

ïðèâëåêàëà âíèìàíèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Â ÷àñòíîñòè, íàä

íåé ðàáîòàëè À. Ì. Ëÿïóíîâ, À. Í. Êîëìîãîðîâ, À. ß. Õèí÷èí,

Ï. Ëåâè, Ã. Êðàìåð, Á. Â. Ãíåäåíêî, Þ. Â. Ïðîõîðîâ, Ê.�Ã. Ýññååí,

È. À. Èáðàãèìîâ, Þ. Â. Ëèííèê, Â. Ì. Çîëîòàðåâ, Â. Â. Ñàçîíîâ,

Â. Â. Ïåòðîâ, Ë. Â. Îñèïîâ, Ï. Õîëë, Ê. Õåéäè è äðóãèå âûäàþùèåñÿ

ìàòåìàòèêè.

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè íîðìàëüíîé

àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, øèðîêî îñâåùåíû â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå � â ÷àñòíîñòè,

èì óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â êíèãå Á. Â. Ãíåäåíêî è

À. Í. Êîëìîãîðîâà 1, â ìîíîãðàôèÿõ È. À. Èáðàãèìîâà
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è Þ. Â. Ëèííèêà 2, Ð. Í. Áõàòòà÷àðèÿ è Ð. Ðàíãà Ðàî 3,

Â. Â. Ïåòðîâà 4, 5, Â. Ì. Çîëîòàðåâà 6 è Â. Â. Ñåíàòîâà 7, 8.

Íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, ïî÷åìó äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èìåííî

ìîìåíòíûì îöåíêàì. Ýòîò âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î òîì, ÷òî

ñ÷èòàòü îöåíêîé. Ñàìîé òî÷íîé è ïðàâèëüíîé îöåíêîé íåâÿçêè ∆n(x)

ìåæäó äîïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé

ñóììû è ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ,

î÷åâèäíî, ñàìà íåâÿçêà: ∆n(x) 6 ∆n(x), íî ïî ñâîåìó ñìûñëó

îöåíêà äîëæíà èìåòü áîëåå ïðîñòîé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíèâàåìîé

âåëè÷èíîé è ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòüñÿ, òðåáóÿ ëèøü íåêîòîðóþ

íàèáîëåå äîñòóïíóþ èíôîðìàöèþ îá èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Êîíå÷íî æå, îöåíêè â òåðìèíàõ ïñåâäîìîìåíòîâ (ñì, íàïðèìåð, 9)

èëè äçåòà-ìåòðèê (ñì., íàïðèìåð, 10) ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî

òî÷íåå îöåíîê, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé äèññåðòàöèè. Îäíàêî

÷òîáû âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòèêè, ó÷àñòâóþùèå â óêàçàííûõ

îöåíêàõ (ïñåâäîìîìåíòû èëè äçåòà-ìåòðèêè), íåîáõîäèìà ïîëíàÿ

èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëàãàåìûõ. Íî ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî,

èìåÿ òàêóþ èíôîðìàöèþ è ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû, íà ïðàêòèêå

âïîëíå ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

÷èñëåííî, íå ïðèáåãàÿ ê àíàëèòè÷åñêèì îöåíêàì. Â îöåíêàõ æå

ìîìåíòíîãî òèïà âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà ëèøü

â ïðîñòûõ õàðàêòåðèñòèêàõ èíòåãðàëüíîãî òèïà (ïåðâûõ òðåõ

2È. À. Èáðàãèìîâ, Þ. Â. Ëèííèê. Íåçàâèñèìûå è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûå

âåëè÷èíû. � Ì., �Íàóêà�, 1965.
3Ð.Í. Áõàòòà÷àðèÿ, Ðàíãà Ðàî Ð. Àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì. � Ì.: Íàóêà, 1982, 286 ñ.
4Â. Â. Ïåòðîâ. Ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ì., �Íàóêà�, 1972.
5Â. Â. Ïåòðîâ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Ì., �Íàóêà�, 1987.
6Â. Ì. Çîëîòàðåâ. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Ì., �Íàóêà�, 1986.
7V. V. Senatov. Normal Approximation: New Results, Methods and Problems. �

VSP, Utrecht, 1998.
8Â. Â. Ñåíàòîâ. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà: Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè

è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.. � Ì., Êíèæíûé äîì ¾ËÈÁÐÎÊÎÌ¿, 2009.
9Â.È. Ïàóëàóñêàñ. Îá îäíîì óñèëåíèè òåîðåìû Ëÿïóíîâà. � Ëèòîâñêèé

ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 1969, ò. 9, âûï. 2, ñ. 173�179.
10È.Ñ. Òþðèí. Óòî÷íåíèå âåðõíèõ îöåíîê êîíñòàíò â òåîðåìå Ëÿïóíîâà. �

Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 2010, ò. 65, âûï. 3, ñ. 201�202.
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ìîìåíòàõ), êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ìîæíî ýôôåêòèâíî îöåíèòü ïî

âûáîðêå, îñîáåííî â ñëó÷àå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷èñëî n

ñëàãàåìûõ â ñóììå çàðàíåå íå èçâåñòíî. Òàê, íàïðèìåð, â

ìåäèöèíñêîé ñòàòèñòèêå èëè ñòðàõîâîé ïðàêòèêå êàê ïðàâèëî,

çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ íå ÷èñëî íàáëþäåíèé, à âðåìÿ äëÿ ñáîðà

èíôîðìàöèè. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ðàññìîòðåíèè

ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ Nλ èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0:

P(Nλ = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

èëè æå ñëó÷àéíûé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ N(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé ñî ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì:

P(N(t) = k) =
1

k!

+∞∫
0

e−λλkdP(Λ(t) < λ), k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå t > 0 � ïàðàìåòð ñìåøèâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çäåñü

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λ(t) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé. Ïîñëåäíÿÿ

ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî, êîãäà ïàðàìåòð t èìååò ñìûñë

âðåìåíè, à ñëó÷àéíûé èíäåêñ N(t) ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ íàêîïëåííîé

èíòåíñèâíîñòüþ Λ(t) (ïðîöåññîì Êîêñà, óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì

Λ(t)).

Àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ñëó÷àéíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíû

ìîíîãðàôèè À. Ãóòà 11, Â.Ì.Êðóãëîâà è Â.Þ.Êîðîëåâà 12,

Á. Â. Ãíåäåíêî è Â.Þ.Êîðîëåâà 13, Â. Â.Êàëàøíèêîâà 14,

11A.Gut. Stopped Random Walks. � Springer, New York, 1988.
12Â.Ì.Êðóãëîâ, Â.Þ.Êîðîëåâ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ñóìì. �

Ì., Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1990.
13B.V.Gnedenko, V.Yu.Korolev. Random Summation: Limit Theorems and Ap-

plications. � CRC Press, Boca Raton, FL, 1996.
14V.V.Kalashnikov. Geometric Sums: Bounds for Rare Events with Applications.

� Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1997.
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Â.Å.Áåíèíãà è Â.Þ.Êîðîëåâà 15 è äðóãèå.

Öåëü ðàáîòû:
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå ñòðóêòóðû

îöåíîê òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ

ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ:
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ íåðàâíîìåðíûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå â ïåðâîé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ

ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ïàäèòöà (ñì. 16), çàêëþ÷àþùèéñÿ â

ðàçáèåíèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íà çîíû ¾ìàëûõ¿, ¾óìåðåííûõ¿

è ¾áîëüøèõ¿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Òàêæå ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà

íåðàâíîìåðíûõ îöåíîê îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîì óñå÷åíèè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíîðàíò äëÿ íèæíèõ îöåíîê

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ïðîõîðîâà�Ìàöêÿâè÷þñà (ñì. 17), ñîãëàñíî

êîòîðîìó ñ óêàçàííîé öåëüþ ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü ìàñøòàáíûå

ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Óòî÷íåíû íåðàâíîìåðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì

ïîðÿäêà 2 + δ, δ ∈ (0, 1].

15V.Bening, V.Korolev. Generalized Poisson Models and their Applications in In-

surance and Finance. � VSP, Utrecht, 2002.
16L. Paditz. On the analytical structure of the constant in the nonuniform version

of the Esseen inequality. � Statistics (Berlin: Akademie-Verlag), 1989, v. 20, No. 3,

p. 453�464.
17Â. Ê. Ìàöêÿâè÷þñ. Î íèæíåé îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå. � Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 1983, ò. 28, âûï. 3, ñ. 565-

569.
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2. Óòî÷íåíà ïðè δ = 1 è âïåðâûå îáîáùåíà íà ñëó÷àé 0 < δ < 1

íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñ óòî÷íåííîé ñòðóêòóðîé. Íà îñíîâå ýòîé

îöåíêè óòî÷íåíû àáñîëþòíûå êîíñòàíòû â íåðàâíîìåðíîì

àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ è

ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

3. Âïåðâûå íàéäåíà íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòû

â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû íèæíèå îöåíêè äëÿ

âåðõíåé è íèæíåé àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

4. Óòî÷íåíà ïðè 0 < δ < 1 âåðõíÿÿ îöåíêà àáñîëþòíîé êîíñòàíòû

â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì.

5. Âïåðâûå íàéäåíà íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòû

â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñìåøàííûõ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû íèæíèå

îöåíêè äëÿ âåðõíåé è íèæíåé àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ

ïîñòîÿííûõ â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Ëàïëàñà.

6. Âïåðâûå ïîñòðîåíû ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìûå îöåíêè òî÷íîñòè

àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì ñ ïàðàìåòðàìè èíäåêñà r > 0 è p = (1 + t)−1

ïðè t→∞ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà r 6 δ/2. Ïîêàçàíî, ÷òî â

ñëó÷àå r < δ/2 ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê O(t−r), à

â ñëó÷àå r = δ/2 � ïîðÿäîê O(t−δ/2 ln(t)), (t→∞). Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ íàéäåíû ïîëîæèòåëüíûå ìèíîðàíòû äëÿ àáñîëþòíîé

êîíñòàíòû â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà è òåì ñàìûì

äîêàçàíà ïðàâèëüíîñòü óñòàíîâëåííûõ ïîðÿäêîâ ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü:
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è

îäíîâðåìåííî äîïóñêàþò óäîáíîå ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ
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ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ

àïïðîêñèìàöèé, â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíîé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû:
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà II ìåæäóíàðîäíîì

íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîì êîíãðåññå ¾Óëüòðàñîâðåìåííûå

òåëåêîììóíèêàöèè è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ¿ (2010 ã., Ìîñêâà),

íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðàãà Ñòîõàñòèêà�2010¿

(2010 ã., Ïðàãà, ×åõèÿ), íà 14-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

ïî ïðèêëàäíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ìîäåëÿì è àíàëèçó äàííûõ (2011 ã.,

Ðèì, Èòàëèÿ), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñòîõàñòè÷åñêèå

ìîäåëè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Ì. Àðàòî (2011 ã.,

Äåáðåöåí, Âåíãðèÿ), íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ

è àñïèðàíòîâ ïî ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì ¾Ëîìîíîñîâ�2010¿ è

¾Ëîìîíîñîâ�2011¿ (2010, 2011 ãã., ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà), íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ¿ â ÌÃÓ

(2010 ã.), íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì

ñåìèíàðå ¾òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû¿ íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ

ÌÃÓ è íàøëè ñâîå îòðàæåíèå â òðóäàõ óïîìÿíóòûõ ñåìèíàðîâ è

êîíôåðåíöèé.

Ïóáëèêàöèè:
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â 12 ðàáîòàõ

([1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]), èç íèõ 3 ñòàòüè

îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ

([1], [2], [3]).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè:
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

ñîäåðæàùåãî 123 íàèìåíîâàíèÿ. Îáúåì ðàáîòû 126 ñòðàíèö.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà íåðàâíîìåðíûì îöåíêàì ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè â êëàññè÷åñêîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

äëÿ ñóìì ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . c îáùåé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(X1 < x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

EX1 = 0, EX2
1 = 1, E|X1|2+δ = β2+δ <∞, (1)

ïðè íåêîòîðîì δ ∈ (0, 1]. Îáîçíà÷èì F2+δ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì (1). Ïóñòü Fn(x) = P(X1 + . . . + Xn < x) = F ∗n(x) �

n-êðàòíàÿ ñâåðòêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñ ñîáîé. Ïóñòü

Φ(x) è ϕ(x) � ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt, ϕ(x) =

1√
2π
· e−x

2/2.

Ïîëîæèì

∆n(x) = |Fn
(
x
√
n
)
− Φ(x)|, x ∈ R, n > 1.

Ïðè óñëîâèÿõ (1) èçâåñòíà íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ñì. ðàáîòû 18

è 19): ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíå÷íûå ÷èñëà C(δ), ÷òî

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
x

(
1 + |x|2+δ

)
∆n(x) 6 C(δ)

β2+δ
nδ/2

. (2)

18Ñ.Â. Íàãàåâ. Íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé. �

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 1965, ò. 10, âûï. 2, ñ. 231�254.
19A. Áèêÿëèñ. Îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå. �

Ëèòîâ. ìàòåì. ñá., 1966, ò. 6, âûï. 3, ñ. 323�346.
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Íàèëó÷øèå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îöåíêè äëÿ C(δ) ïðèâåäåíû â

ñòàòüå 20 äëÿ 0 < δ 6 1. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïîêàçàíî, ÷òî C(1.0) 6
25.80.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 1.1 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà,

óòî÷íÿþùàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå 20.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîíñòàíòû C(δ) â íåðàâåíñòâå (2) ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå âåðõíèå îöåíêè:

δ = C(δ) 6 δ = C(δ) 6

1.0 18.1139 0.5 13.0258

0.9 17.2651 0.4 11.9605

0.8 16.1524 0.3 10.9675

0.7 15.0866 0.2 10.0561

0.6 14.0576 0.1 9.2114

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçäåëà 1.1. â ñëó÷àå δ = 1 óòî÷íÿåò, à

òàêæå îáîáùàåò íà ñëó÷àé 0 < δ < 1 ðåçóëüòàò ðàáîòû 21.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ n > 1, F ∈ F2+δ è x > 0 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

sup
|t|>x

|t|2+δ∆n(t) 6 C(x, δ)
β2+δ
nδ/2

,

ãäå C(x, δ) � îãðàíè÷åííàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò x > 0,

òàêàÿ, ÷òî C(x, δ)→ 1 ïðè x→∞.

Îïèñàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðè êàæäîì 0 < δ 6 1 íàõîäèòü

âåðõíèå îöåíêè äëÿ C(x, δ), ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé,

ïðîâåäåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì àëãîðèòìîì.

Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå íåðàâíîìåðíûå

îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñ

20Þ.Ñ. Íåôåäîâà, È. Ã. Øåâöîâà. Î òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì. � Èíôîðìàòèêà è åå

ïðèìåíåíèÿ, 2011, ò. 5, âûï. 1, ñ. 39�45.
21V. Nikulin. An algorithm to estimate a nonuniform

convergence bound in the central limit theorem, 2010,

http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1004/1004.0552v1.pdf.
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óòî÷íåííîé ñòðóêòóðîé. Â ñòàòüå 22 äëÿ ñëó÷àÿ δ = 1 áûëà ïîëó÷åíà

íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà óòî÷íåííîé ñòðóêòóðû âèäà

(1 + |x|3)∆n(x) 6 22.7707
β3 + 1√

n
, x ∈ R, n > 1, F ∈ F3. (3)

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó âñåãäà β3 > 1, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ β3
îöåíêà (3) òî÷íåå, ÷åì (2) çà ñ÷åò ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé

êîíñòàíòû.

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçäåëà 1.2 ïðè δ = 1 óòî÷íÿåò, à ïðè

0 < δ < 1 îáîáùàåò íåðàâåíñòâî (3) ðàáîòû 22.

Òåîðåìà 3. Ïðè êàæäîì 0 < δ 6 1 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå

ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå Cst(δ) òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

sup
x

(1 + |x|2+δ)∆n(x) 6 Cst(δ)
β2+δ + 1

nδ/2
, n > 1, F ∈ F2+δ. (4)

Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå îïèñàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðè

êàæäîì 0 < δ 6 1 íàõîäèòü âåðõíèå îöåíêè äëÿ Cst(δ). Ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé äëÿ δ = 0.1, 0.2, . . . , 1, ïðîâåäåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ýòèì àëãîðèòìîì, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

δ = Cst(δ) 6 δ = Cst(δ) 6
1.0 15.7601 0.5 11.1145

0.9 14.6317 0.4 10.4485

0.8 13.6105 0.3 9.8553

0.7 12.6898 0.2 9.3343

0.6 11.8592 0.1 8.8837

Òàáëèöà 1: Îöåíêè êîíñòàíò Cst(δ) â (4).

Ïîñòðîåííûå îöåíêè èñïîëüçîâàíû â ðàçäåëå 2.3 ãëàâû 2 äëÿ

óòî÷íåíèÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòû â íåðàâíîìåðíîé îöåíêå ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì.

22Ñ.Â. Ãàâðèëåíêî. Óòî÷íåíèå íåðàâíîìåðíûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ðàñïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê íîðìàëüíîìó çàêîíó. �

Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ, 2011, ò. 5, âûï. 1, c. 12�24.
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Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Â ýòîé ãëàâå îòíîñèòåëüíîX1, X2, . . . ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

EX1 ≡ µ, DX1 ≡ σ2 > 0, E|X1|2+δ = β2+δ <∞, (5)

ïðè íåêîòîðîì δ ∈ (0, 1]. Îáîçíà÷èì F2+δ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì (5). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñóììà

Sλ = X1 + · · ·+XNλ ,

ãäå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ Nλ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ

íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì

λ > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nλ, X1, X2, . . . íåçàâèñèìû. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî Sλ = 0 ïðè Nλ = 0.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé ïóàññîíîâñêîé

ñëó÷àéíîé ñóììû S̃λ ≡ (Sλ − λµ)/
√
λ(µ2 + σ2) îáîçíà÷èì Fλ(x).

Èçâåñòíî, åñëè ñëàãàåìûå X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò ìîìåíòíûì

óñëîâèÿì (5), òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåððè�

Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (ñì., íàïðèìåð,

êíèãó 23)

∆λ ≡ sup
x

∣∣Fλ(x)− Φ(x)
∣∣ 6 C(δ)L2+δ

λ , (6)

ãäå C(δ) > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ, à L2+δ
λ � íåöåíòðàëüíàÿ

ëÿïóíîâñêàÿ äðîáü ïîðÿäêà 2 + δ:

L2+δ
λ =

β2+δ
(m2 + σ2)(2+δ)/2λδ/2

.

Íàèëó÷øàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ C(1)

ðàâíà 0.3041 (ñì. 24, 25). Â ðàáîòå 26 ïðè 0 < δ < 1 ïðèâåäåíû

23Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êîðîëåâ, Ñ. ß. Øîðãèí. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû

òåîðèè ðèñêà. � Ì., �Ôèçìàòëèò�, 2011.
24Â.Þ. Êîðîëåâ, È. Ã. Øåâöîâà. Óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà

ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ïóàññîíîâñêèì è ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àéíûì
ñóììàì. �Îáîçðåíèå ïðèêë. è ïðîìûøë. ìàòåì., 2010, ò. 17, âûï. 1, ñ. 25�56.

25V. Korolev, I. Shevtsova. An improvement of the Berry�Esseen
inequality with applications to Poisson and mixed Poisson ran-
dom sums. � Scandinavian Actuarial Journal, 2010, Online �rst:
http://www.informaworld.com/10.1080/03461238.2010.485370, 04 June 2010.

26È.Ã. Øåâöîâà. Î òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé
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âåðõíèå îöåíêè äëÿ C(δ), ñïðàâåäëèâûå â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå,

êîãäà ëÿïóíîâñêàÿ äðîáü L2+δ
λ áåñêîíå÷íî ìàëà. Îäíàêî íèæíèå

îöåíêè äëÿ C(δ) äî ñèõ ïîð íàéäåíû íå áûëè. Âàæíîñòü

çàäà÷è îòûñêàíèÿ íèæíèõ îöåíîê äëÿ C(δ) ïîä÷åðêèâàåòñÿ òåì

ôàêòîì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â 24,25 âåðõíÿÿ îöåíêà C(1) 6 0.3041

ñòðîãî ìåíüøå íàèìåíüøåãî òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ

àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â êëàññè÷åñêîì íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà

C0(1) > 0.4097 . . .

Â ðàçäåëå 2.1 äëÿ ñëó÷àÿ δ = 1 è â ðàçäåëå 2.2 ïðè

0 < δ < 1 íàéäåíû íèæíèå îöåíêè äëÿ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé

C(δ) â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ

ñóìì (6). Â òåðìèíàõ, ââåäåííûõ â ðàáîòå 27, îïðåäåëåíà âåðõíÿÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

Càï(δ) = lim sup
λ→∞

sup
F∈F2+δ

∆λ/L
2+δ
λ .

Ïîñòðîåííàÿ ìèíîðàíòà Càï(δ) è áóäåò íèæíåé îöåíêîé äëÿ C(δ).

Òåîðåìà 4. Äëÿ Càï(δ) ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà

Càï(δ) >
1

2
sup
γ>0

γδ/2e−γI0(γ),

ãäå I0(γ) =
∞∑
k=0

(γ2 )2k(k!)−2 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.

Ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ìèíîðàíò Càï(δ) äëÿ íåêîòîðûõ

δ ∈ (0, 1]. Â ÷àñòíîñòè, C(1) > 0.2344.

Òàêæå â óêàçàííûõ ðàçäåëàõ íàéäåíà ìèíîðàíòà äëÿ C(δ),

îñòàþùàÿñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

ëÿïóíîâñêîé äðîáè L2+δ
λ . Äëÿ ýòîãî â òåðìèíàõ, ââåäåííûõ

â ðàáîòå 27, îïðåäåëåíà íèæíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ

Càï(δ) ≡ lim sup
`→0

lim sup
λ→∞

sup
F∈F2+δ : L

2+δ
λ =`

∆λ/`.

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì. � Îáîçðåíèå ïðîìûøëåííîé è ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè, 2007. Ò. 14. Âûï. 1. Ñ. 3�28.
27È.Ã. Øåâöîâà. Îá àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ïîñòîÿííûõ â íåðàâåíñòâå

Áåððè�Ýññååíà�Êàöà. � Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2010. Âûï. 2. Ñ.
271�304.
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Òåîðåìà 5. Äëÿ Càï(δ) ñïðàâåäëèâû íèæíèå îöåíêè

Càï(1) >
1

2
lim
γ→∞

√
γe−γI0(γ) =

1

2
√

2π
= 0.1994...,

Càï(δ) >

√
π

21+δ/2Γ
(
3+δ
2

) sup
s>0

(
1 + s2

2

)−1/2
+ s2

4 − 1

2
√

2s2+δ
, 0 < δ < 1,

ãäå Γ(·)� ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà: Γ(z) =
+∞∫
0

xz−1e−xdx.

Ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ìèíîðàíò Càï(δ) äëÿ íåêîòîðûõ

δ ∈ (0, 1). Â ÷àñòíîñòè, C(0.9) > 0.0182.

Â ðàçäåëå 2.2 óòî÷íåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ àáñîëþòíîé

ïîñòîÿííîé C(δ) â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì (6) â ñëó÷àå 0 < δ < 1.

Òåîðåìà 6. Ïðè óñëîâèè (5) äëÿ ëþáîãî λ > 0 ïðè êàæäîì 0 < δ < 1
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
x
|Fλ(x)− Φ(x)| 6 C(δ)β2+δ

(µ2 + σ2)1+δ/2λδ/2
(7)

c òîé æå êîíñòàíòîé C(δ), ÷òî è â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà ñ

óòî÷íåííîé ñòðóêòóðîé äëÿ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ñóìì (ñì. ðàáîòó 28).
Â ÷àñòíîñòè, C(0.9) 6 0.3089.

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìîòðåíû íåðàâíîìåðíûå îöåíêè (8) ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ ïóàññîíîâñêèõ

ñëó÷àéíûõ ñóìì. Äîêàçàíà òåîðåìà, óòî÷íÿþùàÿÿ ðåçóëüòàòû

ðàáîò 20 è 22.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáûõ x ∈ R è ëþáîãî λ > 0 ïðè êàæäîì 0 < δ 6 1
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(

1 + |x|2+δ
)∣∣Fλ(x)− Φ(x)

∣∣ 6 Cst(δ)
β2+δ

λδ/2(µ2 + σ2)1+δ/2
, (8)

ãäå êîíñòàíòà Cst(δ) � òà æå, ÷òî è â íåðàâíîìåðíîì íåðàâåíñòâå

óòî÷íåííîé ñòðóêòóðû (4) äëÿ ñóìì ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà

ñëàãàåìûõ (ñì. òàáëèöó 1).

28Ì.Å. Ãðèãîðüåâà, È. Ã. Øåâöîâà. Óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Êàöà�Áåððè�Ýññåå-
íà. � Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ, 2010, ò. 4, âûï. 2, ñ. 78�85.
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Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê ìàñøòàáíûì ñìåñÿì

íîðìàëüíûõ çàêîíîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñóììà

S(t) = X1 + · · ·+XN(t),

ãäå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ N(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî

ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì:

P(N(t) = k) =
1

k!

+∞∫
0

e−λλkdP(Λ(t) < λ), k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå t > 0 � ïàðàìåòð ñìåøèâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ, Λ(t) �

ñòðóêòóðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì

t > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N(t), X1, X2, . . . íåçàâèñèìû. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî S(t) = 0 ïðè N(t) = 0.

Â ãëàâå 3 îòíîñèòåëüíî X1, X2, . . . ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

EX1 = 0, DX1 ≡ σ2 > 0, E|X1|2+δ = β2+δ <∞, (9)

ïðè íåêîòîðîì δ ∈ (0, 1]. Ïóñòü òàêæå Λ(t)/d(t)
d−→ Λ, (t → ∞),

ãäå d(t) > 0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ íîðìèðóþùàÿ (ìàñøòàáèðóþùàÿ)

ôóíêöèÿ, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ïðè t→∞.
Îáîçíà÷èì

∆t(x) =

∣∣∣∣∣P
(

S(t)

σ
√
d(t)

< x

)
−

+∞∫
0

Φ

(
x√
λ

)
dP(Λ < λ)

∣∣∣∣∣,
δt(x) =

∣∣∣∣P(Λ(t)

d(t)
< x

)
− P(Λ < x)

∣∣∣∣ .
Â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåððè�

Ýññååíà äëÿ ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì:

sup
x

∆t(x) 6 C(δ) · β2+δ
σ2+δ

E[Λ(t)]−δ/2 +
1

2
sup
x
δt(x), (10)

ãäå C(δ) � òà æå àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, ÷òî è â íåðàâåíñòâå Áåððè�

Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (ñì. íåðàâåíñòâî (6)). Â

÷àñòíîñòè, C(1) 6 0.3041.
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Âïåðâûå íåðàâåíñòâî (10) áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå 29 ñ äðóãèìè,

ëó÷øèìè íà òîò ìîìåíò âåðõíèìè îöåíêàìè àáñîëþòíîé êîíñòàíòû

C(δ). Îäíàêî âîïðîñ î íèæíèõ îöåíêàõ ïîñòîÿííîé C(δ) îñòàâàëñÿ

îòêðûòûì.

Åñëè N(t) èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðàìè r > 0 è p = (1 + t)−1 > 0, t > 0, òî ïðè óñëîâèè r > δ/2

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (10):

∆t ≡ sup
x

∆t(x) 6 C(r, δ)L2+δ
t , L2+δ

t =
β2+δ

σ2+δtδ/2
, (11)

ãäå C(r, δ) = C(δ)Γ(r − δ
2 )/Γ(r). Îäíàêî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé îòðèöàòåëüíûõ

áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ïðè r 6 δ/2 ðàíåå ðåøåíà íå áûëà.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðè óñëîâèè, ÷òî r > δ/2 íàéäåíû íèæíèå îöåíêè

äëÿ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé C(r, δ) â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�

Ýññååíà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (11).

Îïðåäåëåíà âåðõíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ:

Càï(r, δ) = lim sup
t→∞

sup
∆t

L2+δ
t

, r > 0,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàñïðåäåëåíèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X1, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (9).

Òåîðåìà 8. Äëÿ âåðõíåé àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ïîñòîÿííîé

Càï(r, δ) ïðè êàæäîì r > δ/2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ

îöåíêà

Càï(r, δ) >
1

2
sup
γ>0

γδ/2

(γ + 1)r
· 2F1

([
r

2
,
r + 1

2

]
, 1,

γ2

(1 + γ)2

)
,

ãäå

2F1 ([a, b] , c, z) =

∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

· z
k

k!
, (a)k =

Γ(a+ n)

Γ(a)

� îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà.

29Ñ.Â. Ãàâðèëåíêî, Â.Þ. Êîðîëåâ. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñìåøàííûõ
ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì � Ñèñòåìû è ñðåäñòâà èíôîðìàòèêè, ÈÏÈ
ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2006, ñïåöèàëüíûé âûïóñê, ñ. 248�257.
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Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé r = 1, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

N(t) èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå

(ïðè t → ∞) ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé

ñóììû S(t) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 9. Äëÿ êîíñòàíòû Càï(1, δ) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

íèæíÿÿ îöåíêà

Càï(1, δ) >
1

2
sup
γ>0

γδ/2√
2γ + 1

.

Òàêæå ïîñòðîåíà ìèíîðàíòà íèæíåé àñèìïòîòè÷åñêè

ïðàâèëüíîé ïîñòîÿííîé:

Càï(1, δ) = lim sup
`→0

lim sup
t→∞

sup
F : L2+δ

t =`

∆t/`. (12)

Òåîðåìà 10. Äëÿ Càï(1, δ) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íèæíèå îöåíêè

Càï(1, 1) >
1

2
lim
γ→∞

√
γ

√
2γ + 1

=
1

2
√

2
= 0.3535 . . . ,

Càï(1, δ) >

√
π

22+δ/2Γ
(
3+δ
2

) sup
s>0

1

s2+δ

(√
1 + s2 − s2 − 1+

+
1

2

√
πe(1 + 3s2)(1− erf(1))− 1

2

√
πe1+s

2

(1 + 2s2)(1− erf(
√

1 + s2))

)
,

0 < δ < 1, ãäå erf(x) = 2√
π

x∫
0

e−t
2

dt � ¾ôóíêöèÿ îøèáîê¿.

Ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ìèíîðàíò Càï(1, δ) è Càï(1, δ)

äëÿ íåêîòîðûõ δ ∈ (0, 1]. Â ÷àñòíîñòè, Càï(1, 1) > 0.3535,

Càï(1, 0.9) > 0.0199.

Â ðàçäåëå 3.2 ïîñòðîåíû íåðàâíîìåðíûå îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ñìåøàííûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê

ìàñøòàáíûì ñìåñÿì íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:
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Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9). Òîãäà ïðè
êàæäîì t > 0 ïðè ëþáîì x ∈ R èìååò ìåñòî îöåíêà

∆t(x) 6 Cst(δ) ·
β2+δ

σ2+δ(d(t))δ/2
· E
{Λ(t)

d(t)

[(Λ(t)

d(t)

)1+δ/2
+ |x|2+δ

]−1}
+

+

+∞∫
0

|δt(λ)| dλΦ
( x√

λ

)
, t > 0, x ∈ R,

ãäå êîíñòàíòà Cst(δ) � òà æå, ÷òî è â íåðàâíîìåðíîé îöåíêå äëÿ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (ñì. òåîðåìó 7 c âåðõíèìè îöåíêàìè
äëÿ Cst(δ) â òàáëèöå 1). Â ÷àñòíîñòè, Cst(1) 6 15.7601.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïðè δ = 1 ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþò è îáîáùàþò

íà ñëó÷àé 0 < δ < 1 ðåçóëüòàò ðàáîòû 22.

Â ðàçäåëå 3.3 äîêàçàíû àíàëîãè íåðàâåíñòâ Áåððè�Ýññååíà äëÿ

îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì â ñëó÷àå, êîãäà ó

îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòð r 6 δ/2.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå r < δ/2 îöåíêà èìååò ïîðÿäîê O(t−r), à â

ñëó÷àå r = δ/2 � ïîðÿäîê O(t−δ/2 ln(t)), (t→∞).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) èìååò

îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

r > 0 è p = (1 + t)−1, ãäå t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (9) è r < δ/2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆t 6 K(r, δ)
L2r/δ

tr
, L =

β2+δ
σ2+δ

,

ãäå

K(r, δ) =
δκ1−2r/δ(C(δ))2r/δ

2Γ(r + 1)(δ/2− r)
,

C(δ) � òà æå, ÷òî è â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äëÿ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, κ = 0.54093654 . . . (ñì. 30).

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12 äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

∆t 6 K(r, δ)
L

tr
= K(r, δ)

β2+δ
σ2+δtr

.

30Ð.Í. Áõàòòà÷àðèÿ, Ðàíãà Ðàî Ð. Àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì. � Ì.: Íàóêà, 1982, 286 ñ.
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) èìååò

îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

r > 0 è p = (1 + t)−1, ãäå t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (9) è r = δ/2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 è δ ∈ (0, 1] ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

∆t 6 K(δ)

[
2

δ
+ ln

(
1 +

t

(C(δ)L/κ)2/δ

)]
· L

tδ/2
,

ãäå K(δ) = C(δ)/Γ(δ/2), à C(δ) � òà æå, ÷òî è â íåðàâåíñòâå Áåððè�

Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ 0 < δ 6 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∆t 6
C(δ)

Γ(δ/2)

[
2

δ
+ ln

(
1 +

t

(C(δ)/κ)2/δ

)]
L

tδ/2
,

ãäå C(δ) è C(δ) � ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ

C(δ).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíû ïîëîæèòåëüíûå ìèíîðàíòû äëÿ

àáñîëþòíîé êîíñòàíòû â àíàëîãàõ íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà

òåîðåì 12,13 è òåì ñàìûì äîêàçàíà ïðàâèëüíîñòü óñòàíîâëåííûõ

ïîðÿäêîâ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âèêòîðà Þðüåâè÷à Êîðîëåâà,

êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü. Àâòîð

òàêæå ñ÷èòàåò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü

Èðèíå Ãåííàäüåâíå Øåâöîâîé çà ïîëåçíûå êîíñóëüòàöèè.
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Â ðàáîòàõ [1] è [3] Íåôåäîâîé Þ.Ñ. áûëî ïðîâåäåíî

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì, âîøåäøèõ â ãëàâó 1 äàííîé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, à òàêæå ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèé

âåðõíèõ îöåíîê äëÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòû â íåðàâíîìåðíîì àíàëîãå

íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýñååíà.

Â ðàáîòàõ [2] è [4] Íåôåäîâîé Þ.Ñ. ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî

íèæíèõ îöåíîê äëÿ âåðõíèõ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ

ïîñòîÿííûõ, óòî÷íåíèå âåðõíåé îöåíêè äëÿ êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå

Áåððè�Ýñååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì â ñëó÷àå

0 < δ < 1.

Â ðàáîòàõ [6],[10] è [11] Íåôåäîâîé Þ.Ñ. ïîëó÷åí ÿâíûé

âèä ìèíîðàíò âåðõíèõ è íèæíèõ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ

ïîñòîÿííûõ ïðè 0 < δ 6 1, óòî÷íåíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ

êîíñòàíòû â íåðàâíîìåðíîì àíàëîãå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýñååíà äëÿ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.
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