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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Развитие различных областей на-
уки и современных высоких технологий происходит благода-
ря интенсивному использованию методов математического мо-
делирования со все бо́льшим включением микроскопических
представлений об изучаемых процессах. Возникла целая от-
расль вычислительного эксперимента, связанная с решением
кинетических уравнений, основанная на довольно сложном тео-
ретическом фундаменте и использовании новейшей высокопро-
изводительной вычислительной техники.

В математике это направление исследований, известное как
шестая из проблем Гильберта, представленных им на Междуна-
родном конгрессе математиков в 1900 году в Париже, опирается
на работы Больцмана о принципах механики и состоит в постро-
ении "математического предельного процесса, который ведет от
атомистического видения к законам движения континуума”, а
именно, получении единого описания газовой динамики, вклю-
чая все уровни этого описания. Другими словами, важным яв-
ляется вопрос о том, могут ли макроскопические концепции,
такие как вязкость или нелинейность, быть поняты микроско-
пически.

Мы сосредоточимся на построении математических моде-
лей, пригодных для создания на их основе вычислительных ме-
тодов, которые находятся на стыке между микро (мезо) – и мак-
ро – описаниями на примере газовой динамики.

Рассматриваемая проблематика возникает теоретически в
любой задаче, решаемой численно. Никакой мощности компью-
теров не хватит, чтобы решать задачи только на микроуровне.
Многие процессы вполне достаточно изучать в их макроскопи-
ческих проявлениях. С другой стороны, понятно, что в зада-
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чах, решаемых на макроуровне присутствуют области, в кото-
рых нельзя обойтись без микроскопического описания (удар-
ные, пограничные и начальные слои). Возникает проблема вы-
деления соответствующих подобластей, или декомпозициии об-
ласти, и согласования алгоритмов, имеющих различную как фи-
зическую, так и вычислительную, основу. Эффективность та-
ких иерархических алгоритмов во многом зависит от качества
переходных математических моделей.

Таким образом, развитие методов математического модели-
рования для решения задач на микро – макро уровнях, в част-
ности, задач газовой динамики, представляет собой важную и
актуальную задачу.

Цель работы. Целью работы является создание математических
моделей и численных методов для исследования и компьютер-
ного анализа процессов, происходящих в системах, сложность
которых обусловлена огромным количеством объектов их со-
ставляющих, когда точность расчетов опирается не только на
качество вычислительных методов, но и на качество иерархи-
ческой системы моделей, как стохастических, так и детермини-
стических, лежащих в основе вычислительных экспериментов.

Методы исследования. В качестве основного аппарата решения
поставленных в диссертационной работе задач были исполь-
зованы аналитические и численные методы теории случай-
ных процессов, стохастических дифференциальных уравнений,
функционального анализа, кинетической теории, в частности,
математической теории уравнения Больцмана, молекулярной
газовой динамики, теории разностных схем и методов частиц, а
также вычислительные эксперименты с помощью программных
средств.
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Научная новизна, основные результаты. В диссертации впервые по-
лучены следующие основные результаты:

1. Построена система нелинейных стохастических дифферен-
циальных уравнений для случайного процесса, описываю-
щего движение молекулы газа из твердых сфер в фазовом
пространстве, из которой вытекает уравнение Больцмана
как уравнение для плотности генерируемого этим случай-
ным процессом вероятностной меры. Правая часть урав-
нения для скорости является стохастическим интегралом
по пуассоновской мере. Воспроизведение реализаций этого
процесса представляет собой основу методов Монте – Кар-
ло численного моделирования поведения разреженного га-
за. Тем самым, во – первых, эта модель является исход-
ной для дальнейшего построения иерархии моделей по чис-
лу Кнудсена и, во – вторых, представляет собой математи-
ческое основание широко используемых в индустриальной
практике вычислительных методов.

2. Сделан переход к системе стохастических дифференциаль-
ных уравнений по винеровской мере при умеренных числах
Кнудсена. Эта модель служит основой построения стохасти-
ческого метода частиц. Предложено уравнение типа уравне-
ния Колмогорова – Фоккера – Планка в фазовом простран-
стве, которое решается как с помощью разностных методов,
так и с помощью детерминированного несглаживающего ме-
тода частиц. Для газа из твердых сфер аналитически вы-
числены коэффициенты, входящие в построенное уравнение
Колмогорова – Фоккера – Планка, что приводит к значи-
тельно более простым моделям для описания переходных
режимов в газовой динамике на мезо – уровне. Такая мо-
дель является математически обоснованной альтернативой
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для широко используемых эвристических БГК – моделей
и, в частности, lattice Boltzmann моделей. И главное для
настоящей работы, она позволяет продвинуться дальше в
сторону уменьшения числа Кнудсена.

3. На пути дальнейшего упрощения математических моделей в
результате пространственно – временного усреднения полу-
чена система уравнений стохастической квазигазодинами-
ки в вероятностном и детерминистическом видах, альтер-
нативная по отношению как к другим квазигазодинамиче-
ским системам, так и к системе уравнений Навье – Стокса,
непосредственно связанная с порождающими ее микроско-
пическими моделями и не требующая уравнений состояния
для своего замыкания. Входящие в нее малые члены позво-
ляют по – новому организовать и традиционные разностные
методы, и методы частиц.

4. С целью преодоления вычислительных трудностей, харак-
терных для задач рассматриваемого типа, построен и апро-
бован новый бездиссипативный энтропийно – согласован-
ный метод частиц, который, во – первых, размазывает раз-
рыв на одну ячейку, что говорит о его точности (очень ма-
лой диссипативности), и, во – вторых, регуляризирует ис-
ходную задачу подобно "энтропийному"условию. Сочетание
гибкости методов частиц и набора моделей, как стохастиче-
ских, так и детерминированных, позволяет в рамках одного
класса вычислительных методов строить адаптирующиеся
к особенностям решения алгоритмы, сквозные по отноше-
нию к микро – макро – описаниям физических явлений, об-
ладающие повышенной точностью численного воспроизве-
дения разрывных решений, экономичные для многомерных
задач, легко распараллеливаемые в силу принципа их кон-
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струирования и поэтому широко применимые. На приме-
рах различных задач газовой динамики, обладающих раз-
рывными решениями, и динамики несжимаемой жидкости,
в которых именно несжимаемость порождает вычислитель-
ную сингулярность, исследованы две модификации метода
— явная и основанная на методе суммарной аппроксимации,
или расщепления.

Достоверность результатов диссертации. Достоверность теоретиче-
ских результатов обеспечивается использованием апробованно-
го математического аппарата, проведением аналитического и
компьютерного тестирования. Практические результаты, полу-
ченные в работе, подтверждены проведенным анализом резуль-
татов расчетов для модельных систем.

Практическое значение полученных результатов. Работа носит фунда-
ментально – прикладной характер. Ее результаты могут быть
использованы как в дальнейших исследованиях по математиче-
скому моделированию больших сложных систем, таких как газ
и плазма, так и для решения широкого круга практических за-
дач, связанных с различного рода процессами переноса и диф-
фузии, возникающих и в гидроаэродинамике, и в физике плаз-
мы, и в геологии, и в биологии, и в экономике, и в социологии.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались
и обсуждались на:

Международной конференции по научному компьтингу в
химической промышленности – Scientific Computing in der
chemischen Verfahrenstechnik, (Hamburg, Germany, 1995 г.);

IV Европейском Конгрессе по вычислительным методам в
прикладных науках и технике – IV European Congress on
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Computational Methods in Applied Sciences and Engineering –
ECCOMAS 2004 (Jyvaskyla, Finland, 2004 г.);

VI Международном Конгрессе по математическому модели-
рованию, (Н. Новгород, 2004 г.);

Международной конференции "Современные проблемы вы-
числительной математики и математической физики"памяти
академика Александра Андреевича Самарского, (Москва, 16 -
18 июня 2009 г.);

I Международной конференции по методам частиц – Particles
2009 – International Conference on Particle – Based Methods
(Barcelona, Spain, 2009 г.);

V Международной конференции по вычислительной гидро-
динамике – V European Conference on Computational Fluid
Dynamics ECCOMAS CFD 2010 ( Lisbon, Portugal, 14-17 June
2010 г.);

V Международной Конференции "Математические идеи
П.Л.Чебышева и их приложение к проблемам естествозна-
ния"(Обнинск, 14-18 мая 2011 г.);

научно – исследовательских семинарах кафедр автоматиза-
ции научных исследований, вычислительных методов, матема-
тической статистики, лаборатории математического моделиро-
вания в физике факультета ВМК МГУ имени М.В. Ломоно-
сова, кафедры вычислительной математики механико – мате-
матического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, кафедр
информатики и физической механики Московского физико-
технического института, семинарах в Вычислительном центре
имени А.А. Дородницына РАН, межвузовском семинаре "семи
профессоров" , на семинаре Института механики МГУ "Ак-
туальные проблемы геометрии и механики"имени профессо-
ра В. В. Трофимова, Ломоносовских чтениях, на семинаре
Arbeitsgruppe Technomathematik TU Kaiserslautern, на семинаре
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Института физики токомаков "Теория магнитного удержания
плазмы"под руководством академика РАН В.Д. Шафранова, на
семинаре под руководством А.А. Рухадзе в ИОФ РАН.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы
в 30 печатных работах. Из них 21 статья опубликована в жур-
налах, входящих в Перечень ведущих рецензируемых научных
журналов и изданий ВАК РФ.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти
глав, заключения и списка литературы. Общий объем работы —
278 страниц. Список литературы включает 307 наименования.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации,
ставятся цели диссертационного исследования, а также кратко
излагается содержание диссертации по главам.

Первая глава диссертации представляет собой краткое и
упрощенное описание как рассматриваемой проблематики,
так и основных этапов построения иерархии стохастических
газодинамических моделей.

Первый параграф главы 1 посвящен постановке задачи в
традиционном виде как набора моделей на языке детермини-
рованных функции распределения в фазовом пространстве и
макроскопических газодинамических параметров в физическом
пространстве.

Точность и эффективность вычислительных алгоритмов га-
зовой динамики могут быть улучшены с помощью построения
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иерархии математических моделей, основанных на микро –
макро представлениях.

Микро – мезо – макро детерминистические модели.
В основу обычно кладут уравнение Больцмана

∂F

∂t
+ v

∂F

∂x
=

1

Kn
Q(F, F )

с параметром Kn, зависящем от пространственной переменной
x и времени t. При современных высоких требованиях к каче-
ству вычислительных технологий вся область, в которой про-
изводится расчет, разбивается на подобласти, обладающие раз-
личными значениями числа Кнудсена. Если Kn – порядка еди-
ницы, то это – подобласть, требующая использования уравне-
ния Больцмана. В тех областях, где Kn умеренно мал, мож-
но воспользоваться уравнением типа уравнения Колмогорова –
Фоккера – Планка

∂F

∂t
+ v

∂F

∂x
+

1

Kn

∂(a(F )F )

∂v
=

1

Kn

1

2

∂2(σ2(F )F )

∂v2

в котором коэффициенты (вектор a и матрица σ2) определяют-

ся столкновительной моделью и при некоторых упрощающих
предположениях могут быть вычислены в явном виде [5, 19, 25].
Это – нелинейное уравнение относительно семимерной функ-
ции распределения в фазовом пространстве, как и уравнение
Больцмана, но с более простой структурой: вместо интеграла
столкновений стоит оператор переноса с диффузией в простран-
стве скоростей, который можно называть модельным интегра-
лом столкновений.

В диапазоне умеренных чисел Kn можно получить и макро-
скопическое описание – уравнения стохастической квазигазоди-
намики [24, 26, 27, 29]:
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∂ρ

∂t
+
∂ρV

∂x
=

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρ),

∂

∂t
(ρV ) +

∂

∂x
(V ρV ) = − ∂

∂x
(
D2

γ
ρ) +

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρV ),

∂

∂t
(ρE) +

∂

∂x
(V ρE) = − ∂

∂x
(
D2

γ
ρV ) +

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρE).

Здесь для простоты они написаны в одномерном виде и в
случае, когда предполагается следующая связь с коэффициен-
тами, входящими в приведенное выше уравнение Колмогорова
– Фоккера – Планка, (для наглядности, в размерном виде)

a(·) ≡ γ(x, t), σ(·) ≡ D(x, t), D2/γ = RT,

ρE ≡ ρV 2

2
+

1

2
ρRT.

Кстати сказать, для сопоставления с традиционными макро
– уравнениями можно обозначить

D2

γ
ρ ≡ p, Kn

D2

γ2
ρ ≡ µ

ρloc
ρ, Kn

D2

γ2
ρE ≡ κ

ρloc
ρE;

черта означает усреднение.
Для очень малых Kn эти уравнения примыкают к уравнени-

ям Навье – Стокса.
Во втором параграфе главы 1 приведенный микро – макро

мостик, записанный на языке детерминистических уравнений,
строится с помощью теории случайных процессов, что мы сей-
час схематично опишем. При этом возникают стохастические
модели, связанные с упомянутыми детерминистическими, но им
не идентичные.
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Стохастические модели и их связь с детерминистически-
ми.

Микро.
Мы рассматриваем уравнение Больцмана как уравнение для

плотности вероятности случайного процесса {x1(t), v1(t)}, опи-
сывающего движение некоторой частицы (этим объясняется ис-
пользоване индекса "1") в шестимерном фазовом пространстве
и удовлетворяющего системе стохастических дифференциаль-
ных уравнений:

dx1(t) = v1(t)dt, (1)
dv1(t) =

∫ ∫ ∫
f (θ, x1(t), v1(t), x, v)p(dθ × dx× dv × dt),

где f — функция скачка, p — пуассоновская случайная мера с
математическим ожиданием:

Ep(dθ × dx× dv × dt) =
1

Kn
m(dθ)λt(dx, dv)dt,

m(dθ) — заданная функция, определяющая столкновитель-
ную модель, λt(dx, dv) — мера, порождаемая процессом
{x1(t), v1(t)}, что относит рассматриваемую задачу к классу
нелинейных марковских систем. Параметр Kn возникает при
обезразмеривании задачи:

Kn(x, t) = 1/(d2nloc(x, t)x∗).

Его физический смысл — отношение локальной средней длины
свободного пробега (в качестве которой с точностью до констан-
ты
√

2π/4 ≈ 1, 11 можно взять 1/d2nloc(x, t), d – диаметр моле-
кул, n(x, t) — их числовая плотность) к характерному размеру
задачи x∗.

Введем центрированную меру

q(dθ×dx×dv×dt) = p(dθ×dx×dv×dt)− 1

Kn
m(dθ)λt(dx, dv)dt,
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и представим
∫ ∫ ∫

f (θ, x1(s), (s), x, v)m(dθ)λs(dx, dv) ≡ −a(| c |)c,

где c = v1 − V – тепловая скорость, а a(·) – в нашем случае,
функция. Такое представление появляется естественным обра-
зом, например, для газа из твердых сфер; оператор в левой ча-
сти при упрощающих предположениях о виде меры λs(dx, dv)

становится скалярной функцией модуля тепловой скорости в
результате того, что удается вычислить этот, вообще говоря,
восьмикратный интеграл, о чем будет более подробно сказано в
четвертом параграфе главы 3.

Тогда получим второе уравнение системы (1):

dv1(t) = − 1

Kn
a(| c |)(v1 − V )dt +

+
∫ ∫ ∫

f (θ, x1(s), v1(s), x, v)q(dθ × dx× dv × ds).

Мезо.
Преобразуем его согласно А.В. Скороходу:

a

Kn
v1dt =

a

Kn
V dt +

+
∫ ∫ ∫

f (θ, x1(s), v1(s), x, v)q(dθ × dx× dv × ds)− dv1,

или, с учетом первого уравнения нашей системы,

dx1(t) = V dt +

+a−1Kn
∫ ∫ ∫

f (θ, x1(s), v1(s), x, v)q(dθ × dx× dv × ds)
−a−1Kndv1,

что представляет собой сокращенную запись выражения:

x1(t + ∆t) = x1(t) +
∫ t+∆t

t
V dt +
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+
∫ t+∆t

t
a−1Kn

∫ ∫ ∫
f (θ, x1(s), v1(s), x, v)q(dθ × dx× dv × ds)

−
∫ t+∆t

t
a−1Kndv1.

В рассматриваемой ситуации параметрKn является малым, по-
этому, в контексте центральной предельной теоремы, предполо-
жим, что случайную величину

∫ t+∆t

t
a−1Kn

∫ ∫ ∫
f (θ, x1(s), v1(s), x, v)q(dθ × dx× dv × ds)

можно приблизить величиной

a−1Kn(
1

Kn
σ2(t))1/2 ·∆w(t),

где ∆w(t) — приращение стандартного трехмерного винеровско-
го процесса, а матрица

σ2(s) ≡
∫ ∫ ∫

f 2(θ, x1(s), v1(s), x, v)m(dθ)λs(dx, dv).

Предполагая, что последний член в уравнении для x1(t) явля-
ется величиной более высокого порядка малости по ∆t, чем
предыдущие члены, учитывать его не будем. Таким образом,
мы приходим к системе:

dx1(t) = V (·)dt + a−1(·)
√
Knσ(·)dw(t),

dv1(t) = − 1

Kn
a(·)(v1(t)− V (·))dt +

1√
Kn

σ(·)dw(t), (2)

где матрица σ является квадратным корнем из матрицы σ2:
σ = (σ2)1/2, а стохастические дифференциалы понимаются в
смысле Ито.

Процесс {x1(t), v1(t)} порождает меру, плотность F которой
удовлетворяет уравнению Колмогорова – Фоккера – Планка:
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∂F

∂t
+

3∑
i=1

∂(ViF )

∂xi
− 1

Kn

3∑
i=1

∂ (ai(F )(vi − Vi)F )

∂vi

=
1

Kn

1

2

3∑
i,j=1

∂2
(
σ2
ij(F )F

)
∂vi∂vj

+
1

2

3∑
i,j=1

∂
2(a−1

√
Knσ)2

ijF

∂xi∂xj
+ 2

∂2(a−1σ)ijσjiF

∂xi∂vj

 ,
где дополнительные два члена в правой части малы по Kn по
сравнению с первым.

Макро.
Рассмотрим простейший пример системы (2):

a(·) = const(x, t) ≡ γ, σ(·) = const(x, t) ≡ D.

Обратный оператор a−1 превращается в оператор умножения
на величину 1/γ; γ и матрица D зависят от x и t. Такой выбор
коэффициентов часто используется, например, в контексте мо-
дельного интеграла столкновений в форме Фоккера – Планка.
Кроме того, для модели газа из твердых сфер это представ-
ление имеет место для малых тепловых скоростей. Выражение
для этих коэффициентов можно также получить на основе тер-
модинамических соображений и флуктуационно – диссипацион-
ной теоремы Эйнштейна.

Представим схему вывода уравнений стохастической квази-
газодинамики для этого набора коэффициентов.

Это означает, что нам надо построить уравнение для мер
µt, νt, εt, которые порождаются случайными процессами x1(t) и
v1(t). Физический смысл этих мер — эволюция распределений
массы, импульса и энергии.

Определим стохастическую эмпирическую меру µt(dx) соот-
ношением: для любой функции ψ ∈ C(2)

b (R3) (пространству два-
жды непрерывно дифференцируемых финитных функций)
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∫
ψ(x)µt(dx) =

1

N

N∑
i=1
ψ(xi(t)). (3)

Тогда по формуле Ито

dψ =
∂ψ

∂x
dx +

1

2

∂2ψ

∂x2
(dx)2,

где стохастический дифференциал dx берется из системы (2)

dx = V dt +
√
Kn

D

γ
dw,

(dx)2 = Kn
D2

γ2
dt,

получим:

d
∫
ψ(x)µt(dx)

=
1

N

N∑
i=1
{[∂ψ
∂x

(xi(t))V (xi(t)) +
1

2

∂2ψ

∂x2
(xi(t))(

√
Kn

D

γ
)2]dt

+
∂ψ

∂x
(xi(t))

√
Kn

D

γ
dw(t)},

или

d
∫
ψ(x)µt(dx) =

∫
{[V (x, t)

∂ψ

∂x
(x) +

1

2
Kn

D2

γ2

∂2ψ

∂x2
(x)]dt

+
√
Kn

D

γ

∂ψ

∂x
(x)dw(t)}µt(dx).

Предположив наличие плотности ρ(x, t) у стохастической эм-
пирической меры µt(dx), получим стохастическое уравнение
неразрывности в виде:

dρ = [−∂ρV
∂x

+
1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρ)]dt− [

∂

∂x
(
√
Kn

D

γ
ρ)]dw,
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а взяв математическое ожидание — детерминированное уравне-
ние неразрывности для детерминированной плотности ρ(x, t):

∂ρ

∂t
+
∂ρV

∂x
=

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρ),

справедливое для малых чисел Кнудсена. Присутствие правой
части отражает "след”, оставляемый тепловым движением мо-
лекул, или диффузию.

Аналогично, для импульса определим векторную меру νt(dx):
∫
ψ(x)νt(dx) =

1

N

N∑
i=1
v(xi(t))ψ(xi(t)),

а для энергии – скалярную меру εt(dx):
∫
ψ(x)εt(dx) =

1

N

N∑
i=1

v2

2
(xi(t))ψ(xi(t)),

рассматривая процесс v1(t), являющийся решением системы (2),
как функцию от x1(t).

Используя стохастическую формулы дифференцирования
произведения

d(vψ) = ψdv + vdψ + dvdψ,

d(
v2

2
ψ) = ψd(

v2

2
) +

v2

2
dψ + d(

v2

2
)dψ,

d(
v2

2
) = vdv +

1

2
(dv)2,

систему (2)
1

2
(dv)2 =

1

2

D2

Kn
dt

и формулу Ито, где стохастические дифференциалы dx и dv

берутся из системы (2)

dx = V dt +
√
Kn

D

γ
dw,

dv = − γ

Kn
(v − V )dt +

D√
Kn

dw
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и

dvdψ =
D2

γ

∂ψ

∂x
dt,

d(
v2

2
ψ) = ψvdv +

v2

2
dψ + vdvdψ + ψ

1

2

D2

Kn
dt,

получим уравнение для мер νt(dx) и εt(dx). Обозначив через
ρV (x, t) плотность меры νt(dx) и через ρE(x, t) плотность меры
εt(dx), придем сначала к стохастическим дифференциальным
уравнениям движения и энергии, а затем, взяв математическое
ожидание, получим детерминированное квазигазодинамические
уравнения для плотностей импульса и энергии:

∂

∂t
(ρV ) +

∂

∂x
(V ρV ) = − ∂

∂x
(
D2

γ
ρ) +

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρV ),

∂

∂t
(ρE) +

∂

∂x
(V ρE) = − ∂

∂x
(
D2

γ
ρV ) +

1

2

∂2

∂x2
(Kn

D2

γ2
ρE),

если числа Кнудсена малы.
Для идеального газа в силу флуктуационно – диссипацион-

ной теоремы D2/2γ = T , и можно обозначить величину ρD2/γ

через p, придав ей физический смысл давления в соответствии
с уравнением состояния идеального газа. Кроме того, при вы-
воде уравнения для энергии мы воспользовались определением
полной энергии (в одномерном случае)

ρE =
ρV 2

2
+

1

2
ρRT.

Таким образом, получается целый спектр как детермини-
рованных, так и стохастических, моделей газа (в частности,
газа из твердых сфер). Все они порождают свои собственные
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вычислительные методы.

Вторая глава посвящена рассмотрению исходной для наше-
го исследования модели газа (1), молекулы которого представ-
ляются абсолютно упругими шариками, является простейшей,
но не тривиальной, то – есть, основные математические пробле-
мы адекватного описания такой большой системы частиц в ней
содержатся. Людвиг Больцман выводил свое уравнение, опи-
раясь на этот образ и начиная с детерминированной системы,
вводя случайность на этапе принятия гипотезы молекулярного
хаоса – Stossanzahlanzatz. А.В. Скороход изначально рассматри-
вает системы, состоящие из большого числа случайно взаимо-
действующих частиц, и исследует поведение таких систем при
неограниченном возрастании их числа. Существенным отличи-
ем подобных систем от систем, рассматриваемых в статисти-
ческой физике, является именно случайность взаимодействия,
тогда как в статистической физике случайность входит только
через начальное положение.

В предположении, что взаимодействия между различными
парами частиц независимы, и число взаимодействий на одну
частицу в единицу времени остается ограниченным, можно ис-
следовать предельное поведение системы при неограниченном
возрастании числа частиц. Уравнения движения такой систе-
мы в отсутствии (для ясности изложения) внешних полей и сил
"дальнодействия” будут стохастическими дифференциальными
уравнениями вида

dxi(t) = vi(t)dt,

dvi(t) =
n∑
j=1

∫
f (θ, xi(t), vi(t), xj, vj)p

(n)
ij (dθ × dt), (4)

где xi и vi являются векторами положения и скорости i – той
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чаcтицы в фазовом пространстве R3 × R3 (для краткости обо-
значим его через Z, а пару (xi(t), vi(t)) – через zi(t)), интеграл по
стохастической пуассоновской мере p(n)

ij на Θ × [0,∞) (Θ – по-
верхность единичной сферы) представляет собой импульсную
случайную силу взаимодействия, которая меняет состояние ча-
стиц скачкообразно (скачком меняются импульсы взаимодей-
ствующих частиц), а именно, скорость i – той частицы в резуль-
тате столкновения с j – той чаcтицей изменяется на величину
f (θ, xi(t), vi(t), xj, vj), и функция f называется функцией скач-
ка. Решение уравнения (x1(t), v1(t), . . . , xn(t), vn(t)) будет мар-
ковским процессом. Уравнение Колмогорова для распределения
процесса (прямое уравнение) играет роль уравнения Лиувилля.
Введем “статистическую” функцию распределения:

µ
(n)
t (A) =

1

n

n∑
i=1
χA(xi(t), vi(t))

(χA – индикатор борелевского множества A нашего фазового
пространства) и изучим предельное поведение этой случайной
меры при n→∞.

Пусть
Ep

(n)
ij (dθ × dt) =

1

n
m(dθ)dt,

где m – конечная мера на Θ (ее конкретный вид мы установим
позднее). Тогда в предположении некоторой гладкости коэффи-
циентов уравнения справедливы следующие утверждения 1) и
2).

1) Мера µ(n)
t (A) слабо сходится к некоторой неслучайной мере

λt(A), для которой выполнено уравнение

d

dt

∫
φ(z)λt(dz) =

∫
(
∂

∂x
φ(z), v)λt(dz)

+
∫ ∫ ∫

[φ(z + f (θ, z, z′))− φ(z)]m(dθ)λt(dz
′)λt(dz),
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которое можно рассматривать как обобщенное уравнение
Больцмана, что конкретизируется в первом параграфе главы
2.

Во втором параграфе главы 2 изучается предельное поведе-
ние отдельной частицы в фазовом пространстве на основании
утверждения

2) Пусть начальные значения функций z(n)
1 (t), . . . , z

(n)
k (t) (это

решение системы уравнений (4) при данном n) сходятся к
z

(n)
1 (0), . . . , z

(n)
k (0). Тогда совместное распределение процессов

(z
(n)
1 (t), . . . , z

(n)
k (t)) при n → ∞ сходится к совместному рас-

пределению k независимых процессов (z1(t), . . . , zk(t)), каждый
из которых является марковским процессом, удовлетворяющим
системе стохастических дифференциальных уравнений

dxi(t) = vi(t)dt, (5)
dvi(t) =

∫
f (θ, xi(t), vi(t), x

′, v′)p̂(dθ × dx′ × dv′ × dt),

где p̂ – пуассоновская мера на Θ× Z × [0,∞), для которой

Ep̂(dθ × dz × dt) = m(dθ)λt(dz)dt.

Отсюда, в частности, вытекает, что частичные функции распре-
деления являются в пределе произведениями одночастичных
функций распределения.

Если в уравнении (5) формально положить
θ = ξ, ξ ∈ Ξ, Θ = Ξ – единичная сфера,
ξ = {cos ε sinα, sin ε sinα, cosα},
m(dθ) = d2 | v′ − v || cosα | sinαdαdε, d – диаметр молекул,
0 < α < π,0 < ε < 2π – углы локальной сферической системы

координат, ось z которой совпадает с вектором v′ − v,
а функцию скачка взять в виде f (·) = ξ(v − v′, ξ),
(·, ·) – скалярное произведение,

21



то уравнении (5) превратится в обобщенное уравнение Больц-
мана для газа из твердых сфер. Условия доказанных А.В. Ско-
роходом теорем при таком выборе f иm оказываются не выпол-
ненными и требуют дальнейшего развития, которое проводится
в книге А.А. Арсеньева "Лекции о кинетических уравнениях".

Итак, нашей базовой моделью является система стохасти-
ческих дифференциальных уравнений (1) для случайного
процесса {x1(t), v1(t)}, описывающего движение частицы в
шестимерном фазовом пространстве.

В третьей главе с помощью схемы, изложенной в главе 1,
но в ее более подробной многомерной версии, в подобластях с
умеренными числами Кнудсена делается переход от системы
(1) к системе (2), вернее, к ее более точной модификации. По-
лученная в предыдущем разделе модель (1) основана на пред-
ставлении о редких столкновениях между частицами, что ма-
тематически выражается использованием меры Пуассона для
ее формулировки. Поэтому можно сказать, что она применима
для описания разреженного газа, или в тех областях, где число
Кнудсена Kn(x, t) – порядка единицы, где существенны силь-
но неравновесные эффекты и где не обойтись без численного
решения уравнения Больцмана. Это отдельная отрасль вычис-
лительной газовой динамики. Нас интересует вопрос о том, как
трансформируется эта модель при уменьшении числа Кнудсе-
на. Основная гипотеза состоит в том, что с уменьшением числа
Кнудсена, а значит, ростом интенсивности пуассоновской меры,
скачкообразный обобщенный пуассоновский процесс – решение
нашей системы (1) – приближается к диффузионному процес-
су, коэффициенты которого выражаются через коэффициенты
исходного уравнения.

В первом параграфе главы 3 мы получаем систему
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dx1(t) = V dt +
√
Kn

[
a−1(c) (σ(c)− σ(0))

]
dw(t),

dv1(t) = − 1

Kn
a(c)(v(t)− V )dt +

1√
Kn

σ(c)dw(t), (6)

∫ ∫ ∫
f (θ, x1(s), v1(s), x̃, ṽ)m(dθ)λs(dx̃, dṽ) ≡ −a(| c |)c,

σ2(c)(s) ≡
∫ ∫ ∫

f 2(θ, x1(s), v1(s), x̃, ṽ)m(dθ)λs(dx̃, dṽ).

где матрица σ = (σ2)1/2, а стохастические дифференциалы по-
нимаются в смысле Ито. Обозначим:

σ̃ ≡ σ(c)− σ(0).

Эта система отличается от более грубой системы (2) присут-
ствием в правой части первого уравнения для x1(t) величины
σ(0).

Во втором параграфе главы 3 с помощью формулы Ито мы
показываем, что случайный процесс {x1(t), v1(t)}, являющий-
ся решением системы (6), порождает меру λt(dx, dv), плот-
ность F (x, v, t) которой удовлетворяет уравнению типа урав-
нения Колмогорова – Фоккера – Планка (мы сохраняем то же
обозначение для меры, хотя теперь эта мера порождается диф-
фузионным, а не пуассоновским, процессом, но по – прежнему,
протекающим в фазовом пространстве):

∂F

∂t
+

3∑
i=1

∂ViF

∂xi
− 1

Kn

3∑
i=1

∂(ai(F )(vi − Vi)F )

∂vi

=
1

Kn

1

2

3∑
i,j=1

∂2(σ2
ij(F )F )

∂vi∂vj

+
1

2

3∑
i,j=1

[
∂2(a−1

√
Knσ̃)2

ijF

∂xi∂xj
+ 2

∂2(a−1σ̃)ijσjiF

∂xi∂vj
],
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где дополнительные два слагаемых в правой части малы по Kn
по сравнению с первым.

В третьем параграфе главы 3 мы рассматриваем вопрос о
консервативности, а именно, выполнение законов сохранения
массы, импульса и энергии как моментов функции распреде-
ления F (x, v, t), удовлетворяющей полученному в предыдущем
параграфе уравнению Колмогорова – Фоккера – Планка.

В четвертом параграфе главы 3 вычисляются коэффициенты
в правой части уравнения Колмогорова – Фоккера – Планка, ко-
торые можно называть вектором "сноса"a и матрицей "диффу-
зии” σ2 в пространстве скоростей, в приближении, когда при их
вычислении для газа из твердых сфер делается упрощение в ви-
де локальной максвелловости и изотропности по тепловой ско-
рости c функции распределения F внутри соответствующих пя-
тикратных интегралов. Эти коэффициенты получаются в сле-
дующем виде:

a(c) = −c
c
n′T ′1/2

√
π

4
[
√
πerf(c)(2c2 + 2− 1

2c2
)

+e−c
2
(2c +

1

c
)], (7)

σ2
11(c) = n′T ′3/2

√
π

4
[P (c) + c2

1S(c)],

σ2
12(c) = n′T ′3/2

√
π

4
c1c2S(c), (8)

P (c) =
√
πerf(c)(

c3

3
+

3

2
c +

3

4c
− 1

8c3
) + e−c

2
(
c2

3
+

4

3
+

1

4c2
),

S(c) =
√
πerf(c)(c +

3

2c
− 3

4c3
+

3

8c5
) + e−c

2
(1 +

1

c2
− 3

4c4
);

остальные элементы ковариационной матрицы σ2(F ) выглядят
аналогично приведенным. σ2 зависит от F , потому что c зависит
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от F . В выражениях для a и σ2 обозначено: c ≡ c′/
√
T ′, где n′, c′

и T ′ — безразмерные числовая плотность, тепловая скорость и
температура,

erf(β) ≡ 2/
√
π
∫ β
0
e−γ

2
dγ.

.
Глава 4 посвящена проблеме перехода из фазового простран-

ства положений и скоростей в физическое пространство, или от
кинетических уравнений к уравнениям газовой динамики, или
от микро (мезо) – к макро – описаниям. Схема этого перехода
содержится в главе 1 и приведена выше.

В первом параграфе главы 4 мы получаем, применяя форму-
лу Ито, уравнение неразрывности с самодиффузией, которое яв-
ляется следствием обобщенного уравнения для стохастической
эмпирической меры µt(dx) (3) и стохастического в частных про-
изводных уравнения неразрывности, как схематично это было
сделано выше.

Второй и третий параграфы главы 4 посвящены получению
трехмерных уравнений эволюции импульса и энергии, а также
их плотностей, стохастических и детерминированных.

В четвертом параграфе главы 4 мы выписываем полученную
стохастическую квазигазодинамическую систему в декартовых
координатах в развернутом виде:

∂

∂t
ρ +

3∑
j=1

∂

∂xj
(ρVj) =

=
1

2

3∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj

Kn
˜D2

γ2


ij

ρ

 ,
∂

∂t
(ρVi) +

3∑
j=1

∂

∂xj
(VjρVi) =
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−
3∑
j=1

∂

∂xj


˜D2

γ


ij

ρ

 +
1

2

3∑
k,j=1

∂2

∂xk∂xj

Kn
˜D2

γ2


kj

ρVi

 ,
(i = 1, 2, 3), (9)

∂

∂t
(ρE) +

3∑
j=1

∂

∂xj
(VjρE) =

−
3∑
j=1

∂

∂xj


˜D2

γ


ij

ρVi

 +
1

2

3∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj

Kn
˜D2

γ2


ij

ρE


и делаем упрощающие замечания относительно коэффициентов˜(D2

γ

)
ij
и

˜(D2

γ2

)
ij
(с использованием результатов (7), (8) четвертого

параграфа главы 3), что позволяет в наиболее простом случае
записать (обезразмеренную) стохастическую квазигазодинами-
ческую систему (9) следующим образом:

∂

∂t
ρ +

3∑
j=1

∂

∂xj
(ρVj) =

3∑
j=1

∂2(µ/ρloc)ρ

∂x2
j

,

∂

∂t
(ρVi) +

3∑
j=1

∂

∂xj
(VjρVi) = − ∂p

∂xi
+

3∑
j=1

∂2 ((µ/ρloc)ρVi)

∂x2
j

, (10)

(i = 1, 2, 3),
∂

∂t
(ρE) +

3∑
j=1

∂

∂xj
(VjρE) =

−
3∑
j=1

∂ (pVj)

∂xj
+

3∑
j=1

∂2 ((κ/ρloc)ρE)

∂x2
j

.

Присутствие малого диффузионного члена в правой части
уравнения неразрывности является математическим следстви-
ем исходной вероятностной модели и использования стандарт-
ных методов стохастического анализа, в частности, формулы
Ито. С точки зрения физики, этот член отражает сглажива-
ние градиента плотности за счет теплового движения молекул
— фундаментального свойства, присущего газовой среде. Если

26



в газе провести виртуальную границу между соседними обла-
стями, обладающими различными термодинамическими свой-
ствами, и мысленно "раскрасить"в разные цвета молекулы, в
них находящиеся, то процесс диффузии станет совершенно оче-
видным. В теории диффузионных процессов имеется теорема
о возможности бесконечно долгого пребывания траектории на
границе.

Полученная стохастическая квазигазодинамическая система
(9) или (10) отличается от системы уравнений Навье – Стокса
не только по способу построения, но и по своей структуре.

Мы провели некоторые вычислительные эксперименты с
помощью достаточно простых и хорошо известных разност-
ных методов, чтобы продемонстрировать связь стохастической
квазигазодинамики с распространенными моделями и пока-
зать возможность использования в газодинамических расчетах
иерархии моделей (1), (6), (9), о чем мы сообщаем в пятом
параграфе главы 4. Приведенные примеры расчетов тестовых
задач показывают, что уравнения стохастической квазигазоди-
намики (10), рассматриваемые в данной работе, могут служить
моделью динамики вязкого газа и основой вычислительных
алгоритмов. Двумерное течение в каверне демонстрирует
количественное совпадение решения с эталоном. Структура
фронта одномерной ударной волны проявляет качественное
соответствие физической картине. Поскольку коэффициенты
в уравнениях (10) взяты в первом приближении, и новая мак-
роскопическая модель не претендует на описание процессов
с числом Кнудсена, близким к единице, результат следует
считать весьма хорошим.

Глава 5 посвящена развитию вычислительного инструмента-
рия для рассматриваемых задач [6, 8, 21]. Методы частиц явля-

27



ются ведущими в численном моделировании явлений, описывае-
мых кинетическими уравнениями. Что же касается макроскопи-
ческих уравнений, прежде всего уравнений газовой динамики,
методы частиц, которые изначально были изобретены именно
для газовой динамики, сталкиваются с проблемой искусствен-
ных флуктуаций, характерных для задач гиперболического ти-
па. Как правило, такие задачи, в следствие их многомерности
и нелинейности, предъявляют повышенные требования к при-
меняемым вычислительным методам, что особенно остро про-
является последнее время в связи с супервычислениями, когда
обилие и подробность получаемых результатов ставят вопросы
о наличии и величине содержащихся в них артефактов.

В первом параграфе главы 5 детерминированный метод ча-
стиц выделяется из других вычислительных методов (конечно -
разностного и конечных элементов ) по способу дискретизации
искомой функции, метод частиц строится для уравнения пере-
носа, для которого он является наиболее естественным и поэто-
му продуктивным, приводятся основные факты по его обосно-
ванию, дается понятие о стохастических (по пуассоновской и
винеровской мерам) методах частиц, дается классификация ме-
тодов частиц по способам получения правых частей в системе
уравнений движения частиц и предлагается новый энтропийно
– согласованный бездиссипативный метод частиц, который, во –
первых, размазывает разрыв на одну ячейку, что говорит о его
точности, очень малой диссипативности, и, во – вторых, регу-
ляризирует исходную задачу подобно "энтропийному"условию.
С алгоритмической точки зрения, метод отличается малым чис-
лом обменов после этапа сдвига частиц и большим числом неза-
висимых операций при перестройках частиц на этапе коррек-
ции, что естественным образом делает его особенно привлека-
тельным для распараллеливания.
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Суть метода частиц поясним на простейшем примере линей-
ного уравнения переноса. Она состоит в том, что исходный (в
данном случае детерминированный) процесс, N реализаций ко-
торого являются решением системы

dxi(t)

dt
= a(t, xi(t))), (11)

порождает меру с плотностью u(x, t) по формуле

∀ϕ :
∫
u(x, t)ϕ(x) dx =

1

N

N∑
i=1
ϕ(xi(t)), (12)

или

u(x, t) =
1

N

N∑
i=1
δ(x− xi(t)), (13)

дифференцируя которую с использованием правила дифферен-
цирования сложной функции (или формулы Ито в стохастиче-
ском случае)

∂

∂t
ϕ(xi(t)) = ϕ′(xi)

dxi(t)

dt
= ϕ′(xi)a(t, xi(t)),

и формулы (12), где вместо ϕ берется ϕ′,

1

N

N∑
i=1
ϕ′(xi)a(t, xi(t)) =

∫
a(t, x)u(x, t)

∂ϕ(x)

∂x
dx,

мы приходим к обобщенному

∂

∂t

∫
u(x, t)ϕ(x) dx−

∫
a(t, x)u(x, t)

∂ϕ(x)

∂x
dx = 0, (14)

а затем (после интегрирования по частям) дифференциальному

∂u(x, t)

∂t
+
∂(a(t, x)u(x, t))

∂x
= 0, (15)

уравнению переноса.
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Таким образом, если координаты частиц (или узлы квадра-
турной формулы (12)) изменяются в соответствии с (11), вер-
ным оказывается уравнение (14). Решая систему обыкновенных
дифференциальных уравнений (11), мы получаем слабое реше-
ние уравнения переноса.

Во втором параграфе главы 5 предложенный метод частиц
развивается применительно к системе уравнений, откуда появ-
ляется альтернатива использования либо явного метода, либо
метода суммарной аппроксимации (или расщепления). Рассмат-
ривается система уравнений газовой динамики без вязкости –
уравнений Эйлера, так как проблема моделирования разрыв-
ных решений возникает для такой задачи, а малая естественная
вязкость этой проблемы не снимает.

Дальнейшее продвижение метода дается в третьем параграфе
главы 5 и состоит в решении двумерных задач, а также задач
несжимаемой жидкости, в которых возникают дополнительные
трудности, связанные с несжимаемостью.

Все вопросы построения и исследования методов частиц ре-
шаются на основе созданного программного комплекса, возмож-
ности которого демонстрируются результатами тестирования
программ и сравнения с другими известными методами и эта-
лонными решениями.

В Заключении приведены основные результаты, выносимые
на защиту.
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