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Общая характеристика работы

Актуальность работы

В диссертационной работе рассматриваются различные постановки зада­

чи построения стабилизаторов минимальной размерности для линейных ста­

ционарных динамических систем, а также численные алгоритмы их решения.

Выделятся два вида стабилизаторов минимальной размерности: стабилизато­

ры, присваивающие замкнутой системе любой наперед заданный устойчивый

спектр, и стабилизаторы, присваивающие замкнутой системе некоторый (“ка­

кой получится”) устойчивый спектр. Первая задача интенсивно исследова­

лась в зарубежной и отечественной литературе, тогда как вторая привлекла

внимание исследователей ненадолго и была слабо изучена. В представленной

работе для этой задачи получен ряд новых результатов, в частности, было

показано, что линейные уравнения, описывающие многообразие характери­

стических полиномов замкнутой системы, имеют ганкелеву структуру, также

получены критерий существования стабилизатора фиксированной размерно­

сти и алгоритм построения стабилизатора минимальной размерности.

Стабилизаторы низкой размерности обладают рядом преимуществ пе­

ред стабилизаторами высокой размерности: простота физической реализации

(меньше функциональных элементов), более высокая скорость численной ре­

ализации таких стабилизаторов (решается система дифференциальных урав­

нений низкой размерности). Одним из возможных мест применения полу­

ченных алгоритмов или их модификаций являются системы высокой размер­

ности, требующие быстрого реагирования стабилизатора (такими системами

является, например, системы управления ТОКОМАК или другими сложны­

ми объектами). Понижение размерности стабилизатора также может быть

удобно на практике тем, что конечному пользователю проще настраивать

систему автоматического управления (САУ) с меньшим числом параметров.
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Необходимые требования к качеству САУ могут быть запрограммированы за­

ранее, а конечному пользователю представляется стабилизатор наименьшей

размерности.

Цель диссертационной работы

Целью диссертационной работы является получение необходимых и до­

статочных условий существования стабилизатора фиксированной размерно­

сти, разработка алгоритмов синтеза стабилизаторов минимальной размерно­

сти. Также целью работы является анализ и сравнение существующих оценок

на размерности стабилизаторов, задающих наперед заданный спектр замкну­

той системы.

Научная новизна

В работе получены следующие основные результаты:

1. Получены критерии существования стабилизатора фиксированной раз­

мерности для скалярных (SISO, Single Input Single Output), векторных (SIMO,

Single Input Multiply Output и MISO, Multiply Input Single Output) и матрич­

ных систем (MIMO, Multiply Input Multiply Output);

2. Получены алгоритмы построения минимального стабилизатора в 3-х

случаях: скалярном, векторном и матричном;

3. Предложены численные методы реализации алгоритмов построения

стабилизатора минимальной размерности;

4. Проведен анализ и сравнение существующих оценок сверху на размер­

ность стабилизаторов с наперед заданным спектром;

5. Введено обобщение матрицы Сильвестра для семейства из l полино­

мов, изучены её свойства (в частности, в терминах обобщенной матрицы

Сильвестра получен критерий существования ровно k общих корней с уче­

том кратности у семейства полиномов).

Практическая значимость

Ценность полученных результатов носит в первую очередь теоретиче­
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ский характер. Полученные критерии существования стабилизатора фикси­

рованной размерности раскрывают особую структуру (а именно ганкелеву

структуру) системы уравнений, задающих многообразие характеристических

полиномов замкнутой системы. Учет этой структуры в численных методах

повышает эффективность решения задачи синтеза стабилизатора.

Проведенный сравнительный анализ существующих оценок может послу­

жить основой для выбора стабилизатора наименьшей размерности среди рас­

сматриваемых стабилизаторов, наделяющих замкнутую систему заданным

спектром.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло­

жения:

— Критерии существования стабилизатора фиксированной размерности

для скалярных, векторных и матричных систем;

— Алгоритмы построения минимального стабилизатора в 3-х случаях:

скалярном, векторном и матричном;

— Численные методы построения стабилизатора минимальной размерно­

сти;

— Сравнительный анализ (из рассматриваемых в работе) оценок на раз­

мерность стабилизатора с наперед заданным спектром, найдены множества,

где одна из оценок является наилучшей;

— Введено обобщение матрицы Сильвестра для семейства из l полино­

мов, получены ряд её свойств (в частности, критерий существования ровно k

общих корней с учетом кратности у семейства полиномов).

Апробация работы

Основные результаты работы и отдельные её части докладывались и

обсуждались на следующих конференциях и семинарах.

1. На XV международной научной конференции студентов, аспирантов
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и молодых ученых “Ломоносов-2008”;

2. На XVII международной научной конференции студентов, аспирантов

и молодых ученых “Ломоносов-2010”;

3. На научной конференции “Тихоновские чтения - 2010”;

4. На научной конференции САИТ-2009.

5. На специальном семинаре “Cеминар по проблемам нелинейной дина­

мики и управления при Московском государственном университете им. М.В.

Ломоносова” при кафедре нелинейных динамических смистем и процессов

управления.

Публикации

По материалам диссертации опубликовано 6 статей (5 в изданиях, реко­

мендованных ВАК РФ).

Достоверность

Все результаты диссертации строго математически доказаны, апробиро­

ваны на международных научных конференциях и семинарах. Основные ре­

зультаты диссертации опубликованы в 5 работах в ведущих математических

жураналах (Доклады РАН, Дифференциальные уравнения) и рецензируемых

сборниках.

Структура и объем диссертации

Диссертация содержит 139 страниц текста, состоит из введения, четырех

глав, заключения, двух приложений, библиографии.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­

мулированы цели и аргументирована научная новизна исследований, показа­

на практическая значимость полученных результатов, представлены выноси­

мые на защиту научные положения.
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В первой главе приведена хронология развития проблемы стабилиза­

ции в теории автоматического управления, рассмотрены различные постанов­

ки задачи стабилизации, которые исследовались ранее.

Во второй главе рассматривается стабилизатор с назначением наперед

заданного спектра замкнутой системы, исследуются различные оценки свер­

ху на размерность k такого стабилизатора. Результаты главы опубликованы

в работе [1].

В разделе 2.1 поставлена задачи стабилизации с произвольным наперед

заданным спектром.

Дана исходная линейная стационарная динамическая система вида ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(1.1)

где x(t) ∈ Rn — фазовый вектор системы, y(t) ∈ Rl — измеряемый выход,

u(t) ∈ Rr - управление; A,B и C — постоянные матрицы соответствующих

размерностей, причем пара {A,B}— управляема, пара {C,A}— наблюдаема,

и rankC = l, rankB = r.

Стабилизатором будем называть систему вида ż = Pz +Qy,

û =Mz +Ny,
(1.2)

где z(t) ∈ Rk — фазовый вектор стабилизатора, y(t) — выход системы (1.1),

û(t) — управление, формируемое стабилизатором; P,Q,M и N — постоянные

матрицы соответствующих размерностей.

Под задачей стабилизации подразумевается поиск такого стабилизато­

ра (1.2), что замкнутая система, получаемая при назначении управления

u = v − û, где v — некоторое новое управление (Рис. 1.1), асимптотически

устойчива (далее слово “асимптотически” будет опускаться). Система, полу­
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W (s)

H(s)

v u y

−
û

Рис. 1.1. Обратная связь со стабилизатором H, v — некоторое управление, û — выход

стабилизатора, y и u — выход и вход исходной системы

чаемая замыканием обратной связью u = v − û, имеет вид

ẋ
ż

 =

A−BNC −BM

QC P

x
z

+

B
0

 v,

y =
(
C 0

)x
z

 .

(1.3)

Для управляемых и наблюдаемых систем исспользуются понятия индек­

сов наблюдаемости и управляемости.

Определение 1. Индексом наблюдаемости µ исходной системы (1.1) назы­

вают такое минимальное число µ, что выполнено равенство

rank


C

CA

· · ·

CAµ−1

 = n.

Определение 2. Индексом управляемости ν исходной системы (1.1) называ­

ют такое минимальное число ν, что выполнено равенство

rank
(
B, AB, · · · , Aν−1B

)
= n.
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В разделе 2.2 представлены рассматриваемые оценки на размерность

стабилизатора (1.2) вида

k ≤ k0 = n+ 1− l − r, (1.4)

k ≤ k1 = max {n+ 2− l − r − ν, ν − l, µ− r + 1} , (1.5)

k ≤ k2 = max {n+ 2− l − r − µ, µ− r, ν − l + 1} , (1.6)

k ≤ k3 = min {ν − 1, µ− 1} , (1.7)

и их краткий обзор.

В подразделе 2.2.1 приведен анализ и сравнение рассматриваемых оце­

нок, получены множества Qij, разбивающие плокскость параметров (µ, ν) на

непересающиеся подмножества. Их структура в зависимости от параметров

n, r, l, ν и µ описана в этом подразделе.

В подразделе 2.2.2 приведена развернутая форма “объединения” рас­

сматриваемых оценок вида, т.е. получено явное выражение для минимума из
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оценок ki в зависимости от параметров системы n, l, r, µ и ν.

kmin =



(n+ 1)− (l + r)− (µ− 1), если (µ, ν) ∈ Q11 и

ν + µ ≥ n+ 3− l − r;

n+ 1− l − r, если (ν, µ) = (ν, µ) ∈ Q33;

ν − l, если (µ, ν) ∈ Q41 ∪Q42 ∪Q43;

µ− r, если (µ, ν) ∈ Q14 ∪Q24 ∪Q34

и r − 1 ≤ µ− ν;

µ− r + 1 = ν − l + 1, если (µ, ν) ∈ Q33 ∪Q32∪

∪Q23 ∪Q22, (ν, µ) 6= (ν, µ);

ν − l + 1, если (µ, ν) ∈ Q13 ∪Q12;

µ− r + 1, если (µ, ν) ∈ Q31 ∪Q21

и r ≥ µ− ν;

ν − 1, если (µ, ν) ∈ Q11 и

ν + µ ≤ n+ 2− l − r,

либо (µ, ν) ∈ Q14 ∪Q24 ∪Q34

и r ≥ µ− ν,

(1.8)

при условии, что ν < µ и r > 1, l > 1. Также в подразделе приведен ил­

люстрирующий пример, показывающий, что минимальной может оказаться

любая из оценок ki.

В третьей главе рассмотрена задача синтеза минимального стабилиза­

тора с “каким либо” устойчивым спектром замкнйтой системы в трех случаях:

скалярном (SISO, Single Input Single Output), векторном (SIMO, Single Input

Multiply Output и MISO, Multiply Input Single Output) и матричном (MIMO,

Multiply Input Multiply Output).
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В разделе 3.1 приведены две постановки задачи поиска минимального

стабилизатора для линейных динамических систем: в терминах пространства

состояний и в терминах передаточных функций (ПФ). В силу меньшего коли­

чества искомых параметров в случае описания с помощью ПФ далее исполь­

зуется только она.

Поставим в соответствие исходной системе (1.1) и стабилизатору (1.2)

передаточные функции:

W (s) = C(sI − A)−1B =
Θ(s)

α(s)
(1.9)

H(s) =M(sI − P )−1Q+N =
Ξ(s)

ψ(s)
, (1.10)

где Θ(s) = [θij(s)] и Ξ(s) = [ξij(s)] — матрицы из полиномов от s ∈ C раз­

мерностей r × l и l × r соответственно, при этом deg θij(s) < degα(s) =

n, deg ξij(s) ≤ degψ(s) = k. Тогда замкнутой системе соответствует пе­

редаточная функция

Wf(s) = (Il +W (s)H(s))−1W (s) =
Z(s)

γ(s)
, (1.11)

где γ(s) — характеристический полином системы (1.3), deg γ = n + k, Z(s)

— полиномиальная матрица, такая что степени любого её элемента меньше

n+ k.

Таким образом, задача синтеза минимального стабилизатора состоит в

поиске такой полиномиальной матрицы Ξ(s) и такого полинома ψ(s), что

характеристический полином γ(s) устойчив, число k — размерность стабили­

затора (1.2) — минимально, и выполнены условия физической реализуемости,

т.е. deg ξij(s) ≤ degψ(s) = k.

В разделе 3.2 введены основные обозначения. В частности введены
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матрицы типа Сильвестра для семейства полиномов a1(s), . . . , al(s) вида

Sp1,...,pl(a1, . . . , al) =



p1︷ ︸︸ ︷
a01 . . . 0
... . . . ...

aq−11 a01

aq1
...

... . . . aq−11

0 . . . aq1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

pl︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0l . . . 0
... . . . ...

aq−1l a01

aql
...

... . . . aq−1l

0 . . . aq1


, (1.12)

где ai(s) =
∑deg ai

i=0 ajis
i. Если p1 = . . . = pl = p, то используется обозначение

Sp1,...,pl(a1, . . . , al) = Sp(a1, . . . , al).

В разделе 3.3 рассматриваются SISO-системы, т.е. r = l = 1. В этом

случае передаточные функции исходной системы (1.9) и стабилизатора (1.10)

имеют вид:

W (s) =
β(s)

α(s)
, H(s) =

φ(s)

ψ(s)
,

где β(s) и φ(s) — полиномы от s, а ПФ замкнутой системы (1.3) принимает

вид

Wf =
β(s)ψ(s)

γ(s)
, (1.13)

где γ(s) = α(s)ψ(s) + β(s)φ(s) — характеристический полином замкнутой

системы, при этом deg γ = n+ k.

Проводится краткое исследование свойств матриц типа Сильвестра для
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двух полиномов вида

Sk+1(α, β) =



k+1︷ ︸︸ ︷
α0 0 . . . 0

α1 α0 . . . 0
... ... α0

αn−1 αn−2
...

1 αn−1
...

0 1 . . . ...
... ... . . . αn−1

0 0 0 1

k+1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β0 0 . . . 0

β1 β0 . . . 0
... ... β0

βn−1 βn−2
...

0 βn−1
...

... ... . . . ...

0 0 βn−1

0 0 . . . 0



,

где Sk+1(α, β) ∈ R(n+k+1)×2(k+1), α(s) = sn +
∑n−1

i=0 α
isi, β(s) =

∑deg β
i=0 βisi,

βi = 0 при i > deg β.

Далее формулируется основной результат раздела:

Теорема 1. Пусть у управляемой и наблюдаемой системы (1.1) вход и вы­

ход скалярные (r = l = 1). Для системы (1.1) тогда и только тогда суще­

ствует стабилизатор размерности k (k = 0, 1, . . . , n − 2), когда среди

решений системы уравнений

f1 f2 . . . fn+k+1

f2 f3 . . . fn+k+2

. . . . . . . . . . . .

fn−k fn−k+1 . . . f2n−2

fn−k−1 fn−k . . . f2n−1




γ0

...

γn+k−1

1

 = 0, (1.14)

порождаемой единственным линейно независимым решением f = (f1, . . . ,

f2n−1) уравнения f ·Sn−2(α, β) = 0 с матрицей типа Сильвестра, существу­

ет устойчивое решение γ̃ = (γ0, . . . , γn+k−1, 1)T (т.е. отвечающее устойчи­

вому полиному γ(s) = γ0 + γ1s+ . . .+ γn+k−1sn+k−1 + sn+k).
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На его основе построен алгоритм синтеза минимального стабилизатора,

который демонстрируется на нескольких примерах. Результаты раздела опуб­

ликованы в работе [2].

В подразделе 3.3.1 приведены примеры построения минимального ста­

билизатора для нескольких скалярных динамических систем.

В разделе 3.4 рассмотрены MISO-системы и SIMO-системы, т.е. случаи

r ≥ 1, l = 1 и r = 1, l ≥ 1. Изложение, в силу аналогичности, проводится

только для MISO-систем (r ≥ 1, l = 1). Передаточные функции исходной

системы (1.9) и стабилизатора (1.10) имеют вид:

W (s) =

(
β1(s) . . . βr(s)

)
α(s)

, H(s) =

(
φ1(s) . . . φr(s)

)T
ψ(s)

.

Показано, что в данном случае характеристический полином замкнутой

системы имеет вид γ(s) = α(s)ψ(s) +
∑r

i=1 φi(s)βi(s). Вид характеристиче­

ского полинома γ(s) приводит к рассмотрению матриц Сильвестра Sk+1(α,

β1(s), . . . , βr(s)) для семейства полиномов α(s) и βi(s) вида (1.12).

Опираясь на понятие квадратной обобщенной матрицы Сильвестра для

семейства полиномов, введенное в Приложении А, вида

Sbar =



k̄︷ ︸︸ ︷
α0 0 . . . 0

α1 α0 . . . 0
... ... . . . ...

1 αn−1
...

0 1
...

... ... . . . ...

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q1︷ ︸︸ ︷
β0
1 0 . . . 0

β1
1 β0

1 . . . 0
... ... . . . ...

βn1 βn−11
...

0 βn1
...

... ... . . . ...

0 0 0 βn1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .

qr︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β0
r 0 . . . 0

β1
r β0

r . . . 0
... ... . . . ...

βnr βn−1r
...

0 βnr
...

... ... . . . ...

0 0 0 βnr



,

построены вектора fi, являющиеся аналогом вектора f из условия Теоремы 1

для скалярного случая. Здесь числа k̄ и qi связаны соотношением k̄ ≥ qi и
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∑r
i=1 qi = n и вычисляются в процессе построения матрицы Sbar, который

описан в Приложении A.

Из векторов fi построена матрица

Fk+1 =



f1, 1 f1, 2 . . . f1, n+k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f1, q1−k−1 f1, q1−k . . . f1, n+q1−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fr, 1 fr, 2 . . . fr, n+k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fr, qr−k−1 fr, qr−k . . . fr, n+qr−1


∈ R(n+k+1−rankSk+1)×(n+k+1), (1.15)

r строчных блоков которой, по аналогии со скалярным случаем, имеют ган­

келеву стрктуру. Для матрицы Fk+1 доказано основное утверждение этого

раздела

Теорема 2. Пусть дана управляемая и наблюдаемая динамическая систе­

ма (1.1) и r ≥ 1, l = 1. Стабилизатор (1.2) размерности k существует то­

гда и только тогда, когда найдется устойчивый полином γ(s), deg γ = n+k,

коэффициенты γ̃ которого удовлетворяют системе уравнений

Fk+1γ̃ = 0, (1.16)

где Fk+1 имеет вид (1.15).

На основе Теоремы 2 построен алгоритм синтеза минимального стабили­

затора, работа которого демонстрируется на примере в подразделе 3.4.1

для одной векторной динамической системы.

Результаты раздела опубликованы в работе [5].

В разделе 3.5 исследована самая общая постановка задачи минималь­

ной стабилизации, когда r ≥ 1, l ≥ 1, т.е. число входов и выходов произволь­

но.
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Для исследования этого случая привлечен аппарат дробно-матричного

представления (ДМП) передаточных функций (ПФ). Именно, ПФ исходной

системы и стабилизатора представлены в виде

W (s) = A−1(s)B(s), H(s) = Φ(s)Ψ−1(s), (1.17)

где det [Ψ(s)] = ψ(s) и det [A(s)] = α(s) — характеристические полино­

мы стабилизатора и исходной системы соответственно. Введены обозначе­

ния µi(A) — максимальная степень полинома в i-й строке полиномиальной

матрица A(s), νcj(Ψ) — максимальная степень полинома в j-м столбце по­

линомиальной матрица Ψ(s). Показано, что для полиномиальных матриц

в (1.17) имеют место представления A = diag(sµ1, . . . , sµl) + Ar(s) и Ψ(s) =

Ψlc diag(s
νc1 , . . . , sν

c
l )+Ψr(s), где µi = µi(A) > µi(B) и νcj = νcj(Ψ) ≥ νcj(Φ), т.е.

строчные степени матрицы A(s) строго больше соответствующих строчных

степеней матрица B(s) и столбцовые степени матрица Ψ(s) не меньше, чем

соответствующие столбцовые степени Φ(s). Кроме того, выполнены неравен­

ства µi+1 ≥ µi, где µl = µ — индекс наблюдаемости исходной системы (1.1).

Опираясь на представление (1.17), была получена ПФ замкнутой систе­

мы Wf(s) = Ψ(s)Γ(s)−1B(s), где

Γ(s) = A(s)Ψ(s) + B(s)Φ(s), γ(s) = det Γ(s), deg γ(s) = n+ k, (1.18)

γ(s), как и ранее, характеристический полином замкнутой системы.

С помощью обозначений νc = max
i
{νci }, A(s) =

∑µ
i=0Ai · si, B(s) =∑µ−1

i=0 Bi · si, Ψ(s) =
∑νc

i=0Ψi · si и Φ(s) =
∑νc−1

i=0 Φi · si, матричное полиноми­
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альное уравнение (1.18) представлено в виде уравнения

νc+1︷ ︸︸ ︷
A0 . . . 0

A1 . . . 0
... . . . ...

Aµ−1 A0

Aµ
...

... . . . Aµ−1
0 . . . Aµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

νc+1︷ ︸︸ ︷
B0 . . . 0

B1 . . . 0
... . . . ...

Bµ−1 B0
0 . . . ...
... . . . Bµ−1
0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

Sνc+1,νc+1(A,B)

Ψ̃

Φ̃

 = Γ̃, (1.19)

где Γ̃ =
(
ΓT0 ΓT1 . . . ΓTνc+µ−1 ΓTνc+µ

)T
, матрицы Ψ̃, Φ̃ определяются анало­

гично Γ̃; Sνc+1,νc+1(A,B) — матрица Сильвестра для полиномиальных матриц

A(s) и B(s). Указано, что в матрице Sνc+1,νc+1(A,B) присутствует по крайней

мере
∑l

i=1(µ− µi) нулевых строк.

Проведено исследование свойств матриц типа Sνc+1,νc+1(A,B). В частно­

сти, построен аналог квадратной обобщенной матрицы Сильвестра Slbar, на

основе которой получены вектора fi. Из полученных векторов fi, составлена

матрица

Fνc+1 =



f1, 1 f1, 2 . . . f1, (µ+νc+1)l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f1, (q1−νc−2)l+1 f1, (q1−νc−2)l+2 . . . f1, (µ+q1−1)l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fr, 1 fr, 2 . . . fr, (µ+νc+1)l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fr, (qr−νc−2)l+1 fr, (qr−νc−2)l+2 . . . fr, (µ+qr−1)l


. (1.20)

Рассуждения завершаются основным результатом.
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Теорема 3. Для системы (1.1) найдется стабилизатор (1.2) размерности

k тогда и только тогда, когда для какого-либо набора чисел νc1, ν
c
2, . . . , ν

c
l ,

такого, что
∑l

i=1 ν
c
i = k, из решений Γ̃i ∈ R(µ+νc+1)l×1 систем уравнений

Fνc+1Γ̃i = 0, (i-ое решение с единицей в строке с номером (µi + νci )l + i и

нулями в строках с номерами dl + z, z = 1, i− 1, d = µz + νci , µ+ νc и

dl + z, z = i, l, t = µz + νci + 1, µ+ νc), можно составить матрицу Γ̃ =(
Γ̃1 . . . Γ̃l

)
, соответствующую устойчивому полиному

γ(s) = det [Γ(s)] . (1.21)

Здесь матрица Fνc+1 имеет ганкелеву структуру (1.20).

На основе Теоремы 3 сформулирован алгоритм поиска минимального

стабилизатора. Результаты этого раздела опубликованы в работах [3, 4].

В подразделе 3.5.1 приведен пример поиска минимального стабилиза­

тора для одной квадратной динамической системы с двумя входами и выхо­

дами.

В четвертой главе приведены численные методы решения задачи пере­

сечения линейного многообразия, описываемого системами уравнений (1.14)

или (1.16), либо некоторого нелинейного множества, описываемого уравнени­

ем (1.21), с множеством устойчивых полиномов в пространстве полиномов.

В разделе 4.1 рассмотрено применение символьного метода решения

неравенств от многих переменных с целочисленными коэффициентами, реа­

лизованного в программе QEPCAD и доступного в среде Internet по адресу:

http://www.usna.edu/cs/˜qepcad/B/QEPCAD.html.

В подразделе 4.1.1 рассмотрен пример решения одной задачи с помо­

щью программы QEPCAD.

В разделе 5.1 задача, рассматриваемая в главе, сводится к задаче ми­
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нимизации с ограничениями вида

min
t, xi:Δn+k(γ̃(x))t2−1=0

{
(τ − t)2 +

p∑
i=1

(xi − xi0)2
}
, (1.22)

где t, x = (x1, . . . , xp) — переменные минимизации, τ, xi0 — произволь­

ные числа; γ̃(x) — решение системы уравнений (1.14) (или (1.16)), записан­

ное через фундаментальную систему решений в виде γ̃(x) = γ̃0 + Gx, где

G ∈ R(n+k+1)×p; Δn+k(γ̃(x)) — определитель матрицы Гурвица [1], записан­

ной для полинома γ(s) с коэффицинтами из столбца γ̃(x). В свою очередь

задача минимизации (1.22) в соответствии с работой [2] эквивалентна реше­

нию системы полиномиальных уравнений вида
t2Δn+k(γ̃(x))− 1 = 0,

2(xi − xi0)− (t− τ)t3∂Δn+k(γ̃(x))

∂xi
= 0, i = 1, p.

(1.23)

Систему полиномиальных уравнений решается гомотопными методами, реа­

лизованными в программе HOM4PS-2.0, доступной в среде Internet по адресу:

http://hom4ps.math.msu.edu/HOM4PS_soft.htm.

В подразделе 5.1.1 приведен пример синтеза минимального стабили­

затора для одной векторной системы с одним входом и двумя выходами.

В разделе 6.1 рассматриваемая в главе задача сводится к решению си­

стемы полиномиальных неравенств, при это предполагается, что коэффици­

енты характеристического полинома γ(s) лежат в определенных интервалах.

Приведен метод решения полиномиальных неравенств на ограниченном мно­

жестве, опирающийся на метод ветвей и границ с применением полиномов

Бернштейна. Полином вида

h(x) =
n∑
i=0

hi · C i
n · xi · (1− x)n−i,

где x ∈ R, называется полиномом Бернштейна или полиномом в форме Берн­

штейна. В многомерных случаях, т.е. когда x ∈ Rq, полином Бернштейна
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имеет вид:

h(x) =
∑

0≤i1≤n1
...

0≤iq≤nq

hi1,...,iq · C i1
n1
· xi11 (1− x1)n1−i1 · . . . · C iq

nq
· xiqq (1− xq)nq−iq ,

где ni — максимальная степень, в которой встречается переменная xi в поли­

номе h(x).

Описаны свойства полиномов Бернштейна и рекурсивный алгоритм ре­

шения полиномиальных неравенств на ограниченном множестве.

В подразделе 6.1.1 приведен пример решения задачи минимальной ста­

билизации с наличием ограничений на коэффициенты характеристического

полинома γ(s) замкнутой системы.

В Заключении приведены основные результаты: три критерия суще­

ствования стабилизатора фиксированной размерности, алгоритмы синтеза

стабилизатора минимальной размерности, численные методы решения зада­

чи о пересечении линейного многообразия с множеством устойчивых поли­

номов в пространстве коэффициентов полиномов, также введено обобщение

матрицы Сильвестра для семейства полиномов, на основе которого был сфор­

мулирован критерий существования общих корней у семейства полиномов.

В Приложении А приведено исследование матриц типа Сильвестра.

В частности, введены понятия обобщенной матрицы Сильвестра (ОМС) и

квадратной обобщенной матрицы Сильвестра. Приведен алгоритм построе­

ния квадратной обобщенной матрицы Сильвестра (КОМС), сопровождаемый

примером. Доказано одно свойств последних строк в блоках КОМС, которое

используется для рассуждений в векторных и матричных системах.

В Приложении B приведены вспомогательные и дополнительные ре­

зультаты. В частности, доказан критерий существования общих корней у се­

мейства полиномов:
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Теорема 4. Семейство полиномов α(s), β1(s), . . . , βl(s) имеет ровно k об­

щих корней (с учетом кратности) тогда и только тогда, когда ранг ОМС

этого семейства равен n+m− k, т.е.

rankS(α, β1, . . . , βl) = n+m− k,

где S(α, β1, . . . , βl) — обобщенная матрица Сильвестра для семейства поли­

номов α(s) и βi(s); degα = n, m = min
1≤i≤l
{deg βi}.

Результаты этого раздела опубликованы в работе [6].

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководителю Сер­

гею Константиновичу Коровину за постановку задачи и постоянное внимание

и ценные советы в работе над диссертацией, а также Фомичеву Василию Вла­

димировичу за помощь в исследовании тематики задачи минимальной стаби­

лизации и оформлении текста диссертации.
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