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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòû Áèëèíåéíûìè ñèñòåìàìè (áèà�èííûìè ñèñòå�ìàìè) íàçûâàþò äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà
ẋ = A0x+

m
∑

i=1

ui(Aix+ bi), (1)ãäå x ∈ R
n � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, u = (u1, . . . , um)

T � óïðàâëåíèå,
A0, A1, . . . , Am ∈ R

n×n è b1, . . . , bm ∈ R
n×1 � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Åñëè âåê�òîð-ñòîëáöû bi íóëåâûå, òî ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ áèëèíåéíûìè (îäíîðîäíûìèáèëèíåéíûìè):

ẋ = A0x+
m
∑

i=0

uiAix. (2)Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìó (1) ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå (2) íà ìíîãîîáðàçèè(íàïðèìåð, ñì. [1, ðàçä. 3.8℄). Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìû âèäà(1) áèà�èííûìè, à ñèñòåìû (2) � áèëèíåéíûìè.Âïåðâûå êàê îòäåëüíûé êëàññ áèëèíåéíûå ñèñòåìû áûëè ââåäåíû â ìî�íîãðà�èè [2℄. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòåéøèé,âî ìíîãîì áëèçêèé ê ëèíåéíûì, êëàññ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü ìåòîäû ëèíåéíîé òåîðèè. Áèëèíåéíûå ñèñòåìû òàêæå îáëàäà�þò ïîëåçíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [3℄, [1, ãë. 2℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,îíè ïîçâîëÿþò àïïðîêñèìèðîâàòü ïîâåäåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íîîáùåãî âèäà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ ([4℄, [5℄).Êàê ïðàâèëî áèëèíåéíûå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè ëèíåàðèçàöèè íåëèíåé�íûõ ñèñòåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî�èçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ áèëèíåé�íûìè ñèñòåìàìè. �àñïðîñòðàíåííîñòü áèëèíåéíûõ ìîäåëåé â õèìèè îáóñëîâ�ëåíî òåì, ÷òî çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, áèëèíåéíûéõàðàêòåð (ñêîðîñòü ðåàêöèè îäíîâðåìåííî ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèÿì3



ðåàãåíòîâ è êàòàëèçàòîðà). Â áèîëîãèè áèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè îïèñûâà�åòñÿ áàçîâàÿ ìîäåëü �õèùíèê-æåðâà�, ïðîöåññû äè��óçèè â êëåòî÷íîé ìåì�áðàíå, ãàçîîáìåí. Ïðèìåðàìè áèëèíåéíûõ ñèñòåì â �èçèêå ÿâëÿþòñÿ ýëåê�òðîäâèãàòåëü ñ óïðàâëåíèåì ïî ñèëå òîêà â îáìîòêå âîçáóæäåíèÿ, ïðîöåññûòåïëîîáìåíà, äèñòèëëÿöèÿ, ïðîöåññû óïðàâëÿåìîãî äåëåíèÿ ÿäðà.Áèëèíåéíûå ñèñòåìû îñòàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì îáúåêòîì äëÿ èçó�÷åíèÿ. Äî ñèõ ïîð îòñóòñòâóþò êîíñòðóêòèâíûå êðèòåðèè óïðàâëÿåìîñòè,îòñóòñòâóþò åäèíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçàòîðîâ, â îáùåì ñëó÷àå íåâûïîëíåí ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè è íàáëþäåíèÿ, ò.å. íåâîç�ìîæíî îñóùåñòâèòü ñèíòåç íàáëþäàòåëåé íåçàâèñèìî îò ðåãóëÿòîðà.Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê çàäà÷å ñòàáèëèçà�öèè ñèñòåì (1) è (2). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïîñòîÿí�íûõ óïðàâëåíèé, îäíàêî, âîçìîæíîñòè ýòîãî ìåòîäà ñèëüíî îãðàíè÷åíû.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü è ëèíåéíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ [6℄,[7℄, [8℄. Ïîäñòàíîâêà ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè â óðàâíåíèå (2) ïðåâðàùàåò åãîâ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ [9℄,[10℄. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü êâàäðàòè÷íûå è îäíîðîäíûå çàêîíûóïðàâëåíèÿ. Îáðàòíàÿ ñâÿçü òàêîãî ðîäà ðåøàåò çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè (ýêñ�ïîíåíöèàëüíîé â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ), åñëè ìàòðèöà A0íåéòðàëüíà (âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû íóëþ)è ìíîæåñòâî N , íà êîòîðîì óïðàâëåíèå îáíóëÿåòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò�íûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû (2) [11℄, [12℄. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíîîáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ñèñòåìû ñ íåóñòîé÷èâîé ìàòðèöåé A0 [13℄.Ñòàáèëèçóþùåå óïðàâëåíèå äëÿ (2) ìîæíî ñòðîèòü èñïîëüçóÿ ìåòîäûòåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, [12℄, [14℄, [15℄). Â ýòîì ñëó÷àåìîãóò âîçíèêàòü êàê è êâàäðàòè÷íûå, òàê è ðàçðûâíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ(bang-bang 
ontrol). 4



Êàê ïðàâèëî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñèñòå�ìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �àçîâûé âåêòîð èçâåñòåí ïîëíîñòüþ, îäíàêî, íà ïðàê�òèêå òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî íå âñåãäà, ÷àùå âñåãî èçâåñòåí íåêîòî�ðûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë îò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x ñèñòåìû (1):
y = Cx, (3)ãäå y ∈ R

l, l < n, C ∈ R
l×n � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âåê�òîðà ñîñòîÿíèÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû èìååò ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè. Îäíîé èçíàèáîëåå âàæíûõ è òåñíî ñâÿçàííîé ñ çàäà÷åé ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷àðàâíîìåðíîãî íàáëþäåíèÿ. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (íà�áëþäàòåëü), âîññòàíàâëèâàþùóþ ïî âûõîäó y è âõîäó u ñèñòåìû (1)�(3) íåèç�âåñòíûé �àçîâûé âåêòîð x. Ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèéíà âõîä u(t), êðîìå, áûòü ìîæåò, åãî îãðàíè÷åííîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå áèëè�íåéíàÿ ñèñòåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåíàáëþäàåìà ïðè îïðåäåëåííûõ âõîäíûõâîçäåéñòâèÿõ [16℄, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî íàáëþäàòåëÿ ïðèõîäèòñÿíàêëàäûâàòü îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ñèñòåìû [17℄.Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ñèíòåçó ðàâíîìåðíûõ íàáëþäàòåëåé.Â [18℄, [16℄ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íàáëþäàòåëü Êàëìàíà, ðàçìåðíîñòüíàáëþäàòåëÿ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ n(n + 1). Ïðåäëîæåíû ìåòîäû, îñíîâàí�íûå íà èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (LMI) äëÿ ïîñòðîå�íèÿ íàáëþäàòåëÿ, ïðè ýòîì âõîä ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, à äëÿ îáîñíî�âàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìèêè îøèáêè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäËÿïóíîâà [19℄, [20℄. Ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèéâîçìîæíî èñêëþ÷åíèå íåëèíåéíîñòè èç óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêóîøèáêè [21℄, [22℄, [23℄. Ñóùåñòâóþò ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèèèåðàðõèè êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè [24, ñ. 162℄.Èç êðàòêîãî îáçîðà ëèòåðàòóðû âèäíî, ÷òî õîòÿ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûåïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñèñòåìû, ïðèìåíèìîñòü5



áîëüøèíñòâà èç íèõ îãðàíè÷åííà îïðåäåëåííûìè êëàññàìè ñèñòåì ïðè îòñóò�ñòâèè ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé òåîðèè. Íîâûå ïîäõîäû ê ñòàáèëèçàöèè áèëè�íåéíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèéèíòåðåñ.Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ�ëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ àëãîðèòìîâ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ äëÿ îäíîðîäíûõáèëèíåéíûõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâî�ãî ðåøåíèÿ. �àçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ñèíòåçà ðàâíîìåðíûõ íàáëþäàòåëåé äëÿáèëèíåéíûõ ñèñòåì.Íàó÷íàÿ íîâèçíà Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðå�çóëüòàòû:1. Ïðåäëîæåí ìåòîä ñòàáèëèçàöèè îäíîðîäíûõ áèëèíåéíûõ ñèñòåì ñïå�öèàëüíîãî âèäà ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïåðåìåííîéñòðóêòóðû.2. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿáèëèíåéíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî âèäà íà îñíîâå ìåòîäà òðàíñâåðñàëüíûõ�óíêöèé.3. Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿïåðèîäè÷åñêîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïî îòêðûòîìó êîíòóðó.4. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ áè�ëèíåéíûõ ñèñòåì.Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòà äîïóñêàþò ïðàê�òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïðè ñèíòåçå àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ îáú�åêòîâ, îïèñûâàåìûõ áèëèíåéíûìè ñèñòåìàìè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âäàëüíåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.6



Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëî�æåíèÿ:1. Àëãîðèòì ñòàáèëèçàöèè îäíîðîäíûõ áèëèíåéíûõ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãîâèäà ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû.2. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ áèëèíåéíûõñèñòåì ðàçëè÷íîãî âèäà íà îñíîâå ìåòîäà òðàíñâåðñàëüíûõ �óíêöèé.3. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷å�ñêîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïî îòêðûòîìó êîíòóðó.4. Àëãîðèòì ñèíòåçà íàáëþäàòåëÿ, îñíîâàííîãî íà èåðàðõèè êîý��èöèåí�òîâ îáðàòíîé ñâÿçè, äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ áèëèíåéíûõ ñèñòåì.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è îòäåëüíûå å¼ ÷àñòèäîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.1. Íà Âòîðîé òðàäèöèîííîé âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé ëåòíåé øêîëå �Óïðàâ�ëåíèå, èí�îðìàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ� (Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, �îññèÿ, 2010).2. Íà êîí�åðåíöèè �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, �îññèÿ, 2011 ã.)3. Íà íàó÷íîì ñåìèíàðå �Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà: êà÷åñòâåííûé àíàëèç èóïðàâëåíèå� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêîâ �ÀÍ Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà è Ñ.Ê.Êîðîâèíà (Ìîñêâà, �îññèÿ, 2010-2011);4. Íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �àêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êè�áåðíåòèêè Ì�Ó èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (Ìîñêâà, �îññèÿ, 2010-2011);Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ïå÷àòíûõ ðà�áîòàõ, èç íèõ 2 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.7



Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 127 ñòðàíèöòåêñòà, ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáçîðà ëèòåðàòóðû, 3-õ ãëàâ, îäíîãî ïðèëîæåíèÿè áèáëèîãðà�èè.Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñ�îð�ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíàïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûåíà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñè�ñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ñâÿçè ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû.Â ðàçäåëå 1.1 ðàññìîòðåíà áèëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðåä�ïîëàãàåòñÿ, ÷òî áèëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2) ïðèâîäèòñÿ ê ñïåöèàëüíîìó âèäó






ẋ1 = A11x1 +A12x2,

ẋ2 = A21x1 +A22x2 + B(x)u,
(4)ãäå x1 ∈ R

n−m, x2 ∈ R
m � ÷àñòè �àçîâîãî âåêòîðà, A11, A12, A21, A22 � ìàò�ðèöû ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè, à âõîäíàÿ ìàòðèöà B(x) èìååò âèä B(x) =

[B1x,B2x, . . . , Bmx], Bi ∈ R
m×n.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü çàìåíóâõîäà

u = B(x)−1v, (5)�îðìàëüíî ïðèâîäÿùóþ ñèñòåìó (4) ê ëèíåéíîìó âèäó
ẋ1 = A11x1 +A12x2,

ẋ2 = A21x1 +A22x2 + v.
(6)Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà (6) óïðàâëÿåìà, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿñâÿçü v = Kx, îáåñïå÷èâàþùàÿ åå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü, òîãäà â8



êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ äëÿ (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
u = B−1(x)Kx. (7)Îäíàêî, òàêîå óïðàâëåíèå íåïðèìåíèìî íà ìíîæåñòâå N , ãäå ïðîèñõîäèò âû�ðîæäåíèå ìàòðèöû B(x):

N = {x| detB(x) = 0} (8)Áîëåå òîãî, óïðàâëåíèå (7) áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè ïðèáëèæåíèèê ìíîæåñòâó N , ïîýòîìó ââåäåì ìíîæåñòâî Nρ, êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòüêàê èíäèêàòîð �áëèçîñòè� ê N :
Nρ = {x : d(x,N) ≤ ρ‖x‖2} . (9)Çäåñü ñèìâîëîì d(x,N) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà N :

d(x,N) = infy∈N ‖x− y‖2.�àññìîòðèì óïðàâëåíèå
u =











B−1(x)Kx, ïðè x /∈ Nρ,

k(x), ïðè x ∈ Nρ,
(10)ãäå k(x) � íåêîòîðàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ.Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:Ï.1 Ìàòðèöà K ∈ R

m×n òàêîâà, ÷òî ñèñòåìà (6), çàìêíóòàÿ îáðàòíîé ñâÿçüþ(7) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.Ï.2 Âåêòîð-�óíêöèÿ k(x) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé íóëåâîé ñòåïåíè(k(λx) = k(x) ïðè ëþáîì λ > 0), îãðàíè÷åíà, âîçìîæíî, ðàçðûâíà.Ïðè ïîäñòàíîâêå óïðàâëåíèÿ (10) â óðàâíåíèå (4) ïîëó÷èì ñèñòåìó ñïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé
ẋ = fρ(x), ãäå fρ(x) = 





f1(x), ïðè x /∈ Nρ,

f2(x), ïðè x ∈ Nρ.
(11)9



ãäå âåêòîðíîå ïîëå f1(x) ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ(4) óïðàâëåíèÿ (7), à f2(x)� ïîäñòàíîâêîé u = k(x) â óðàâíåíèå (4). Çàìåòèì,÷òî ïîëå f1(x) ëèíåéíî, ò.å. èìååò âèä f1(x) = F1x â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èïî íåïðåðûâíîñòè ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâî N .�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (ïðè ïîìîùè äè��åðåíöè�àëüíûõ âêëþ÷åíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå�íèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ [25, ãë. 2℄ )
ẋ ∈ F12(x), ãäå F12(x) = co({f1(x)} ∪Mf2(x)), (12)ãäåMf(x)�ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f(x) â òî÷êå x, co(Mf(x))� âûïóêëîå çàìûêàíèå.Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ê ïðåäïîëîæåíèÿì Ï.1�Ï.2 âûïîëíåíî ñëåäóþùèåóñëîâèå:Ï.3 Óñëîâèå íåèíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà Nρ. Ó äè��åðåíöèàëüíîãîâêëþ÷åíèÿ (12) íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ, èìåþùåãî ó÷àñòîê, ëåæàùèéâî ìíîæåñòâå N .Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Ï.1�Ï.3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìàÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ Ï.1�Ï.3. Òîãäà ïðè äîñòà�òî÷íî ìàëîì ρ ñèñòåìà (11) áóäåò ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà,è îáðàòíàÿ ñâÿçü (10) ðåøàåò çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (4).Â ðàçäåëå 1.2 õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð,[1, ñ. 106℄) îñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íåéòðàëüíîé ìàòðèöåé ïðè ïîìîùè îä�íîðîäíîé îáðàòíîé ñâÿçè äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè èç ðàçäåëà3.1. Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè óñëîâèÿ Ï.3. Ïðåäëî�æåíî ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå è àëãîðèòì ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëî�âèÿ Ï.3. 10



Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áèëè�íåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (10).�åçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [? ℄.Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñè�ñòåìû îáùåãî âèäà (2). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçèïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä òðàíñâåðñàëüíûõ �óíêöèé [26℄.Â ðàçäåëå 2.1 èçëîæåíà îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, ïðèâåäå�íû ïîÿñíÿþùèå ïðèìåðû.Â ðàçäåëå 2.2 êðàòêî èçëàãàåòñÿ ìåòîä òðàíñâåðñàëüíûõ �óíêöèé [26℄,ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå òðàíñâåðñàëüíîé �óíêöèè, �îðìóëèðîâêà òåîðåìû îåå ñóùåñòâîâàíèè.Â ðàçäåëå 2.3 ìåòîä òðàíñâåðñàëüíûõ �óíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðåîá�ðàçîâàíèÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû (2). Ñ âõîäíûìè ìàòðèöàìè A1, . . . , Am ñâÿ�çûâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Ëè gβ = Lie{A1, . . . , Am} ñ áàçèñîì A1, . . . , Al.�àçìåðíîñòü àëãåáðû gβ ðàâíà l, l ≥ m. �àññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ñèñòåìà
Ẋ = A0X +

m
∑

i=1

uiAiX, X(0) = I. (13)Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ýòîé ñèñòåìû îáðàçóåò ìíîæåñòâî ïåðåõîäíûõ ìàò�ðèö áèëèíåéíîé ñèñòåìû (2). Åñëè A0 = 0 (ñèñòåìà áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà), òîìíîæåñòâî ïåðåõîäíûõ ìàòðèö ñîâïàäàåò ñ ìàòðè÷íîé ãðóïïîé Ëè Gβ, àëãåá�ðîé Ëè ãðóïïû Gβ ÿâëÿåòñÿ gβ. Åñëè æå A0 6= 0, òî ìíîæåñòâî ïåðåõîäíûõìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.Ñîãëàñíî [26℄, äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé AiX : Gβ → gβ, i = 1, m ìîæíîïîñòðîèòü òðàíñâåðñàëüíóþ �óíêöèþ F (θ) : Tl−n → Gβ, îïðåäåëåííóþ íàòîðå Tl−n ðàçìåðíîñòè l − n.Ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ òåîðåìó:Òåîðåìà 2. Ïóñòü â áèëèíåéíîé ñèñòåìå (2) ìàòðèöû A1, . . . , Am íåçà�11



âèñèìû, ìíîæåñòâî ïåðåõîäíûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû áåçñâîáîäíîãî ÷ëåíà ẋ =
∑m

i=1 uiAix ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè Gβ ñ àëãåáðîé Ëè
gβ = Lie{A1, . . . , Am} ðàçìåðíîñòè l, ìàòðèöû A1, . . . , Al îáðàçóþò áàçèñàëãåáðû gβ. Ïóñòü F (θ) : T

l−n → Gβ � òðàíñâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ
A1, . . . , Am, îïðåäåëåííàÿ íà òîðå Tl−m ðàçìåðíîñòè l −m.Òîãäà

• Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ u(θ, v) : T
l−m × R

l → R
l òàêàÿ, ÷òî çàìåíàêîîðäèíàò ξ = F (θ)−1x è ïðåîáðàçîâàíèå âõîäîâ u = u(θ, v) ïðèâîäèòñèñòåìó (2) ê âèäó̇

ξ = F (θ)−1

(

A0 +

l
∑

i=1

viAi

)

F (θ)ξ,

θ̇ = um+1,l(θ, v),

(14)ãäå um+1,l = (um+1, . . . , ul)
T � ïîñëåäíèå l−m êîìïîíåíò âåêòîð-�óíê�öèè u(θ, v), v ∈ R

l � íîâûé âõîä ñèñòåìû.
• Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ũ(θ, v) : T

l−m × R
l → R

l òàêàÿ, ÷òî çàìåíàêîîðäèíàò ξ = F (θ)−1x è ïðåîáðàçîâàíèå âõîäîâ u = ũ(θ, w) ïðèâîäèòñèñòåìó (2) ê âèäó̇
ξ =

(

F (θ)−1A0F (θ) +

l
∑

i=1

wiAi

)

ξ,

θ̇ = ũm+1,l(θ, w),

(15)ãäå w ∈ R
l � íîâûé âõîä ñèñòåìû.Â ðàçäåëå 2.4 ïåðå÷èñëåíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ñèíòåçà ñòàáèëèçè�ðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿâ èñïîëüçîâàíèè Òåîðåìû 2 äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè (2) ê çàäà÷åñòàáèëèçàöèè (14) èëè (15). Ò.ê. ó ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïðèñóòñòâóåòäîïîëíèòåëüíî l −m âõîäîâ, òî ñèíòåç ðåãóëÿòîðà äëÿ íåå óïðîùàåòñÿ.12



Ïðèâåäåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà â ñëåäó�þùèõ ñëó÷àÿõ:1. Äëÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû (2) âûïîëíåíî ðàíãîâîå óñëîâèå àëãåáðû Ëè(Lie Algebra Rank Condition):
rank ρx(gβ) = rank

[

A1x A2x . . . Alx
]

= n ïðè ëþáîì x ∈ R
n, x 6= 0.(16)2. Ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà ìàòðèöà K =

KT > 0, òàêàÿ ÷òî
{ξ : ξTKAiξ = 0, i = 1, l} = {0}. (17)3. Áèëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó ïîäîáíîìó (4).4. Äëÿ ðàñøèðåííîé áèëèíåéíîé ñèñòåìû ñ l âõîäàìè

ξ̇ = A0ξ +
l
∑

i=1

wiAiξi,çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ wi = wi(ξ) ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ �óíê�öèÿ Ëÿïóíîâà.Îòäåëüíî âûäåëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû (2) ìîæíîîñóùåñòâèòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè (ò.å. ïî îòêðûòîìó êîíòóðó).Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîñòîÿííûõ v̂1, . . . , v̂l, ÷òî äëÿíåêîòîðîé êîíñòàíòû γ > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
A0 + v̂1A1 + · · ·+ v̂lAl = −γI, (18)òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå óïðàâëåíèå u(t), ðåøàþùåå çàäà÷ó àñèìï�òîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè (2). 13



Ïåðèîäè÷åñêîå óïðàâëåíèå u(t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ðåøåíèå ñèñòå�ìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïèñûâàåìûõ â ÿâíîì âèäå.Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.�åçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [? ℄ è [? ℄.Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî íà�áëþäàòåëÿ äëÿ áèà�èííîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì âûõîäîì. Àëãîðèòì ñèíòåçàíàáëþäàòåëåé, îñíîâàííûé íà èåðàðõèè êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè, ïðè�âåäåííûé â [24, ñ. 162℄ îáîáùàåòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì, âêëþ÷àÿè âåêòîðíûå ñèñòåìû.Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñêàëÿðíîé áèëèíåéíîé ñèñòåìû(ðàçìåðíîñòü âûõîäà ðàíà åäèíèöå).






ẋ = Ax+ u(Bx+ d)

y = Cx.
(19)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå óïðàâëÿå�ìîñòè, ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé, à C = (1, 0, . . . , 0), ò.å.

A =























0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

a1 a2 a3 . . . an























, B =

















b11 0 . . . 0

b21 b22 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 bn2 . . . bnn

















(20)
C =

[

1 0 . . . 0
] (21)Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ò.ê. ïðèâî�äèìîñòü áèëèíåéíîé ñèñòåìû ê âèäó (19) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàâíîìåðíîéíàáëþäàåìîñòè.Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â îãðàíè÷åííîñòè âõîäíîãî ñèãíàëà

u(t):
|u(t)| ≤ u0. (22)14



Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íàáëþäàòåëü
˙̂x = Ax̂+ u(Bx̂+ d) + L(y − Cx̂), (23)ãäå L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè: L =

(l1, l2, . . . , ln)
T .Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 4. Ïóñòü â ñèñòåìå (19) ìàòðèöû A è B èìåþò âèä (20); êîý���èöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè li íàáëþäàòåëÿ (23) âûáðàíû èç óñëîâèÿ

li(µ) = µil̄i + l̃i(µ),ãäå sn + l̄1s
n−1 + · · · + l̄n =

n
∏

i=1

(s− λ̄i),

λ̄j < −1 âåùåñòâåííûå è ðàçëè÷íûå; (24)
èçâåñòíà ìàæîðàíòà âõîäà u(t): |u(t)| ≤ u0.Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ > 0 (ò.å. ïðè âñåõ µ > M) îøèáêàíàáëþäåíèÿ e = x− x̂ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, è áóäåòèìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖e(t)‖ ≤ C(µ)e−(µ−κ)t, (25)ãäå êîíñòàíòà κ íå çàâèñèò îò âûáîðà êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ µ.Â ðàçäåëå 3.2 Òåîðåìà 4 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñ íåñêîëüêè�ìè âõîäàìè: C ∈ R
l×m, l > 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðà (C,A0) ïðèâåäåíàê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ �îðì íàáëþäàåìîñòè [24, ñ. 29℄, âõîäíàÿ ìàòðèöà

B ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íèæíåòðåóãîëüíûé âèä.Íàáëþäàòåëü èìååò âèä (23), îäíàêî, L ∈ R
n×l. Ñòðîèòñÿ èåðàðõèÿ êîý��è�öèåíòîâ, ñõîäíàÿ ñ (24).�åçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [? ℄.Â ïðèëîæåíèè À èçëàãàåòñÿ ìåòîä òðàíñâåðñàëüíûõ �óíêöèé [26℄.Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû ðåçóëüòàòû, âûäâèãàåìûå íà çàùèòó.15
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