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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìîäåëåé ìíîãîêðàòíûõ ïî-
âòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé äâóõ ñòîðîí (èãðîêîâ). Ìîäåëè òàêîãî ðîäà ìî-
òèâèðîâàíû èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè ïîïóëÿöèîííîé áèîëîãèè è ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è ôîðìàëèçîâàíû, êàê óïðàâëÿåìûå ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ áèìàòðè÷íûå èãðû. Óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðàìè âûñòóïàþò ïîâåäåí-
÷åñêèå ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Ïîâåäåí÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà ïðåäïèñûâàåò
åìó ïî îêîí÷àíèè êàæäîãî ðàóíäà èãðû â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçîâàííûõ
íà ýòîì ðàóíäå äåéñòâèé (÷èñòûõ ñòðàòåãèé) èãðîêîâ íàçíà÷àòü ñâîþ ñìå-
øàííóþ ñòðàòåãèþ (âåðîÿòíîñòíîå ïðàâèëî âûáîðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè)
äëÿ ðåàëèçàöèè íà ñëåäóþùåì ðàóíäå. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ïîâåäåí÷åñêîé ñòðàòåãèè èãðîêà âûñòóïàåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî âû-
èãðûøà, óñðåäíåííîãî ïî âñåì ðàóíäàì.
Äëÿ óïðàâëÿåìûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ áèìàòðè÷íûõ èãð ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðàóíäîâ èññëåäîâàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè ðàâíîâåñíîé ïî Íýøó ïàðû ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Ïðèâåäåí
àëãîðèòì ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé àâòîðîì äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ
ðàâíîâåñíîé ïàðû ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé. Ïîäðîáíî èçó÷åíû óïðàâëÿåìûå
ïîâòîðÿþùèåñÿ áèìàòðè÷íûå èãðû ðàçìåðíîñòè 2 × 2 � èãðà ε-íàèëó÷øèõ
îòâåòîâ è èãðû ε-ðàíäîìèçèðîâàííîãî âûáîðà ¾êîíñåðâàòîðîâ¿ è ¾èííîâàòî-
ðîâ¿, â êîòîðûõ êàæäîìó èãðîêó â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå äîïóñêàåòñÿ
íàçíà÷àòü ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ, ïðåäïèñûâàþùóþ ñ áîëüøîé, íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, îòëè÷íîé îò 1, âåðîÿòíîñòüþ âûáîð ÷èñòîé ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé åãî òèïó ïîâåäåíèÿ. Äëÿ ýòèõ êëàññîâ óïðàâëÿåìûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð
äàíà êëàññèôèêàöèÿ ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïàð ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ è ïî-
êàçàíà öåëåñîîáðàçíîñòü ðàíäîìèçàöèè èñõîäíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ òèïîâ
ïîâåäåíèÿ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè è àíàëèçå âçàèìîäåéñòâèé, âîçíèêàþùèõ â ïðèðîäå,
ýêîíîìèêå, ïîëèòèêå, âîåííîì äåëå âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò òåîðåòèêî-èãðîâîé
ïîäõîä. Ê ïðèìåðó, òåîðåòèêî-èãðîâîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ÷àñòî
èñïîëüçóþò ïðè èçó÷åíèè íåðåãóëèðóåìîãî ðûíêà. Ìíîãî÷èñëåííûå èññëå-
äîâàíèÿ ïîñâÿùåíû ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñíûõ (âçàèìîïðèåìëåìûõ)
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ðåøåíèé â ìîäåëÿõ ìíîãîøàãîâûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð. Àêòèâíî èçó÷àå-
ìûé íûíå ïîäêëàññ ìíîãîøàãîâûõ èãð ñîñòàâëÿþò ïîâòîðÿþùèåñÿ áèìàòðè÷-
íûå èãðû, âûñòóïàþùèå â êà÷åñòâå ìîäåëåé ðàöèîíàëüíûõ ïîâåäåíèé âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ èãðîêîâ ñ ó÷åòîì èõ êðàòêîñðî÷íûõ èíòåðåñîâ. Îáùåïðèíÿ-
òîé ìîäåëüþ òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ ¾Äèëåììà çàêëþ÷åííîãî¿
(R.D.Luce è H. Rai�a, R. Axelrod, M. Doebeli, B.N. Grofman, T. Killingback,
M. Nowak, J. Pool, A. Rapoport, K. Sigmund, S. Smale, Ë.À. Ïåòðîñÿí, Â.Â. Çà-
õàðîâ è äð.). Ìîäåëü äîïóñêàåò ìíîãî÷èñëåííûå èíòåðïðåòàöèè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ áèîëîãèè, ýêîíîìèêè, ïîëèòîëîãèè, ñîöèîëîãèè, ïñèõîëîãèè. Ïîâòîðÿþ-
ùàÿñÿ ¾Äèëåììà çàêëþ÷åííîãî¿ îðãàíèçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè êàæ-
äîì îäíîêðàòíîì âçàèìîäåéñòâèè ðàöèîíàëüíûé âûáîð êàæäîãî èç èãðîêîâ,
äåëàåìûé èì â èçîëÿöèè îò ïàðòíåðà, âåäåò ê òîìó, ÷òî êàæäûé èç íèõ ïî-
ëó÷àåò ìåíüøèé âûèãðûø, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà èãðîêè ñîâìåñòíî âûáèðàþò
îáîþäíî îïòèìàëüíîå äåéñòâèå � êîîïåðèðîâàíèå. Ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå
âçàèìîäåéñòâèé, ñ ó÷åòîì îïûòà, ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ðàçðåøåíèÿ äèëåììû â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå � äëÿ ¾îáó÷åíèÿ¿ êîîïå-
ðèðîâàíèþ. Ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû àíàëèçó ïîâåäåí÷åñêèõ ñõåì,
ñïîñîáñòâóþùèõ òàêîìó ¾îáó÷åíèþ¿. Â èññëåäîâàíèÿõ ýòîãî ðîäà äîìèíèðó-
þùàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì. Ê èñòîêàì ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ øèðîêî èçâåñòíûå êîìïüþòåðíûå òóðíèðû
Àêñåëüðîäà 1980-õ ãîäîâ1, îñóùåñòâèâøèå ñòîëêíîâåíèå ðàçëè÷íûõ ïîâåäåí-
÷åñêèõ ñõåì ñ âûÿâëåíèåì ¾÷åìïèîíîâ¿.
Òåîðèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ (ýâîëþöèîííûõ) èãð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåòâü îá-

ùåé òåîðèè èãð, âîñõîäÿùåé ê îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Ä. ôîí Íåéìàíà è
Î.Ìîðãåíøòåðíà (1944 ã.)2 è êîíöåíòðèðóþùåéñÿ âîêðóã ïîíÿòèÿ èãðîâîãî
ðàâíîâåñèÿ. Ýòî öåíòðàëüíîå òåîðåòèêî-èãðîâîå ïîíÿòèå, ââåäåííîå â 1950-å
ãîäû Äæ. Íýøåì 3 4, âïîñëåäñòâèè îáîãàòèëîñü ìíîãî÷èñëåííûìè âàðèàí-
òàìè. Â ðàçâèòèè îñíîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè èãð ïðèçíàí ïèîíåðñêèé âêëàä
îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ Þ.Á. Ãåðìåéåðà è Í.Í. Âîðîáüåâà.
Âîçíèêíîâåíèå ê íà÷àëó 1970-õ ãîäîâ òåîðèè ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåé-

ñòâèé ñâÿçàíî ñ èìåíåì Ð. Àóìàííà. Ýòî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áûëî
ñôîðìèðîâàíî â ÑØÀ ïîä âëèÿíèåì äèàëîãà ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè èãð

1Axelrod R. The evolution of cooperation. New York: Basic Books, 1984.
2Íåéìàí Äæ., ôîí, Ìîðãåíøòåðí Î. Òåîðèÿ èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Ì.: Íàóêà, 1970.
3Nash J.F. Equilibrium points in n-person games // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 1950. V. 36. P. 48-49.
4Nash J.F. Noncooperative games // Annals of mathematics. 1951. V.54. P.286-295.
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ñ ïîëèòèêàìè ïî âîïðîñàì ñòðàòåãèè ÿäåðíîãî âîîðóæåíèÿ. Îäèí èç îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ
¾íàðîäíàÿ òåîðåìà¿), ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâè-
ÿõ èãðîêè ìîãóò âîçäåðæèâàòüñÿ îò äåéñòâèé, íàïðàâëåííûõ íà èçâëå÷åíèå
êðàòêîñðî÷íîé âûãîäû. ¾Íàðîäíàÿ òåîðåìà¿ ëåæèò â îñíîâå ìåòîäîâ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé.
Òåîðèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ (ýâîëþöèîííûõ) èãð ïîëó÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå

ñ êîíöà 1980-õ ãîäîâ áëàãîäàðÿ íîâûì ìîäåëÿì ïîïóëÿöèîííîé áèîëîãèè
(K. Sigmund, J.Hofbauer, Â.Â. Çàõàðîâ, Ë.À. Ïåòðîñÿí è äð.) è ýêîíîìèêè
(D. Friedman, S. Smale, M. Smith è äð.). Ìîäåëè ýòîãî ðîäà ïðåäïîëàãàþò,
êàê ïðàâèëî, íàëè÷èå ôèêñèðîâàííûõ, ñîäåðæàòåëüíî îáîñíîâàííûõ ïðàâèë
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåòèêî-èãðîâûå èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿ-
ùåíû, â îñíîâíîì, àíàëèçó äîëãîñðî÷íîé äèíàìèêè äåéñòâèé ó÷àñòíèêîâ è èõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ñîäåðæàòåëüíàÿ öåëü ýòèõ èññëåäîâàíèé ñîñòîèò
â âûÿâëåíèè, íà ìîäåëüíîì óðîâíå, äîëãîñðî÷íûõ êà÷åñòâåííûõ ôåíîìåíîâ
(ñîîòíîøåíèé âèäîâ â áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâàõ, ðàñïðåäåëåíèé òåõíîëî-
ãèé â ñîîáùåñòâàõ ôèðì è ò. ä.), êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòå
ñòîëêíîâåíèÿ òåõ èëè èíûõ ëîêàëüíî ðàöèîíàëüíûõ ïðàâèë ïîâòîðÿþùåãîñÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ôîðìèðîâàíèå òåîðèè ïîâòîðÿ-
þùèõñÿ (ýâîëþöèîííûõ) èãð ñóùåñòâåííûé âêëàä âíåñëè ðàáîòû òàêèõ ó÷å-
íûõ, êàê D. Friedman, D. Fudenberg, J. Hofbauer, Yu.M.Kaniovski, D.M. Kreps,
M. Nowak, K. Sigmund, M. Smith, X. Tieman, G. Van der Laan, J. Weibull,
H.P. Young, À.À. Âàñèí, Â.Â. Çàõàðîâ, À.Ô. Êëåéìåíîâ, À.Â. Êðÿæèìñêèé,
Þ.Ñ. Îñèïîâ, Ë.À. Ïåòðîñÿí è äðóãèå àâòîðû.
Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïðèìûêàåò ê ðàáîòå À.Â. Êðÿæèìñêîãî èÞ.Ñ. Îñè-

ïîâà5, ãäå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêàÿ èãðà íà êëàññàõ ýâîëþöèîí-
íûõ èãð, îïðåäåëÿåìûõ îãðàíè÷åííî ðàöèîíàëüíûìè ïîâåäåí÷åñêèìè ñòðà-
òåãèÿìè èãðîêîâ, è îïèñûâàþòñÿ ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ïàðû ïîâåäåí÷åñêèõ
ñòðàòåãèé. Äèññåðòàöèÿ íàïðàâëåíà íà ðàçðàáîòêó èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ ïîä-
äåðæêè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ïîâåäåíèé â ïðîöåññàõ ìíîãîêðàòíî ïî-
âòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé íåäåòåðìèíèðîâàííîãî õàðàêòåðà. ×èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííûìè ñëîæíîñòÿìè. Îä-
íà èç íèõ âûçâàíà òåì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåçóëüòàòà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîÿâ-

5À.Â.Êðÿæèìñêèé, Þ.Ñ.Îñèïîâ Îá ýâîëþöèîííî-äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ // Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà. 1995. Ò. 211. Ñ. 257-287.
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ëÿåòñÿ ïîñëå ðåàëèçàöèè áîëüøîãî ÷èñëà ðàóíäîâ, îáðûâ ïðîöåññà ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íà òîì èëè èíîì ðàóíäå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîððåêòíûì îöåíêàì.
Äðóãàÿ ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðîì ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðà-
òåãèé èãðîêîâ: èõ ïîâòîðÿþùèåñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôîðìèðóþò ìíîãîøàãî-
âûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîòîðîãî òðåáóåòñÿ ìíîãîêðàò-
íîå ñèìóëèðîâàíèå (ïðè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïðåäåëåííîé àïðèîðíîé îöåíêå
äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ñèìóëÿöèé). Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòèðóþùèõ âûèãðûøåé
èãðîêîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èõ óñðåäíåííûõ âûèãðûøåé íà âñåõ
ðàóíäàõ ïîçâîëÿåò îáîéòè ýòè òðóäíîñòè ïîñðåäñòâîì ðàññìîòðåíèÿ ïðåäåëü-
íîãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðàóíäîâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñâîéñòâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ âûèãðûøåé. Âàðèàíò òàêîãî ðîäà àíàëèçà ðå-
àëèçîâàí â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Ñêàçàííûì âûøå îïðåäåëÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû

Â ïðîâîäèìîì â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèè ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå öåëè:

� Ïîñòðîèòü ìîäåëü áåñêîíå÷íîé óïðàâëÿåìîé ïîâòîðÿþùåéñÿ áèìàòðè÷-
íîé èãðû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëÿåìîé êëàññàìè ïîâåäåí÷å-
ñêèõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè èçó÷èòü âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïàð ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ.

� Ñîçäàòü àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïàð
ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ è ðåàëèçîâàòü åãî â ïðîãðàììíîì ïðîäóêòå.

� Äëÿ ìîäåëåé áåñêîíå÷íûõ óïðàâëÿåìûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ áèìàòðè÷íûõ
èãð ðàçìåðíîñòè 2 × 2, îïðåäåëÿåìûõ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííûìè âà-
ðèàíòàìè íåêîòîðûõ òèïîâûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ, èññëåäîâàòü âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè è ñòðóêòóðå ðàâíîâåñíûõ ïàð ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ. Ñðàâ-
íèòü ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ñî ñðåäíèìè âûèãðûøàìè â äåòåðìèíèðî-
âàííûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ, îïðåäåëÿåìûõ íåâîçìóùåííûìè ïîâåäåí-
÷åñêèìè ñòðàòåãèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëå-
äóþùåì:
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1. Ïîñòðîåíà ìîäåëü óïðàâëÿåìîé áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ áèìàòðè÷-
íîé èãðû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ôîðìàëèçîâàííàÿ â êëàññàõ ñòà-
öèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-
âàíèå îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé èãðîêîâ êàê ôóíêöèé ñòðàòåãèé
ïîâåäåíèÿ.

2. Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè èçó÷åí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñ-
íîé ïî Íýøó ïàðû ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ: ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîé ïàðû
äîêàçàíî ïðè óñëîâèÿõ ñòðîãîé ðàíäîìèçèðîâàííîñòè, çàìêíóòîñòè è óñè-
ëåííîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ.
Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ
ââåäåíî ïîíÿòèå ïîðîæäåííûõ ýòèìè ìíîæåñòâàìè ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèé ïîâåäåíèÿ è îïèñàíû êëàññû äîïóñòèìûõ ñìåøàííûõ ïîâåäåíèÿ, â
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

3. Ñîçäàíà ïðîãðàììà GameCalculator äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ñèìóëÿöèé îáîá-
ùåííîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ïîâåäåíèé. Ïðî-
ãðàììà ðåàëèçîâàíà â ñðåäå MatLab è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èññëåäîâàòåëü-
ñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ è èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

4. Äëÿ îáùåé áåñêîíå÷íîé óïðàâëÿåìîé ïîâòîðÿþùåéñÿ áèìàòðè÷íîé èãðû
ðàçìåðíîñòè 2× 2, â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ â èñõîäíîé ñòàòè÷åñêîé
èãðå ðàâíîâåñèé â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, ïîñòðîåíû è èçó÷åíû ìîäåëè èãð
ïîâåäåíèé â êëàññàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé (à) äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñòðàòåãèé íàèëó÷øåãî îòâåòà, (á) äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäå-
íèÿ ¾êîíñåðâàòîðîâ¿, (â) äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ¾èí-
íîâàòîðîâ¿, (ã) êîìáèíàöèé ïîñëåäíèõ äâóõ òèïîâ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíû ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ. Ïîêàçàíî,
÷òî ðàâíîâåñíûå âûèãðûøè èãðîêîâ ïðåâîñõîäÿò èõ âûèãðûøè â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ. Â ïëàíå ñðàâíåíèÿ
ñ êîíå÷íîøàãîâûìè ìîäåëÿìè èçó÷åíà äâóõøàãîâàÿ èãðà ïîâåäåíèé â
êëàññàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé íàè-
ëó÷øåãî îòâåòà: äàíà êëàññèôèêàöèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ïðîâåäåíî
ñîïîñòàâëåíèå ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé âûèãðûøåé ñî ñðåäíèìè âûèãðû-
øàìè â äåòåðìèíèðîâàííîé äâóõøàãîâîé èãðå íàèëó÷øèõ îòâåòîâ.
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Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè èãð, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Â ðàáîòå óñòàíîâ-
ëåíû êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèé ïî
Íýøó äëÿ ìîäåëåé áåñêîíå÷íûõ óïðàâëÿåìûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ áèìàòðè÷íûõ
èãð ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ðàñøèðåíèé íåêî-
òîðûõ ñòàíäàðòíûõ òèïîâ ïîâåäåíèé èãðîêîâ äëÿ áåñêîíå÷íûõ óïðàâëÿåìûõ
ïîâòîðÿþùèõñÿ áèìàòðè÷íûõ èãð ðàçìåðíîñòè 2× 2 âûÿâëåíû óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ îáåèì âçàèìîäåéñòâóþùèì ñòîðîíàì âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò áàçî-
âûõ ïðàâèë ïîâåäåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå êîíêðåòíûõ ìîäåëåé èãð ïîâåäåíèé, à òàêæå äëÿ
îòëàäêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ èäåíòèôèêàöèè âðåìåííîãî øàãà, íà êîòîðîì íà÷èíàåò ïðî-
ÿâëÿòüñÿ óñòîé÷èâîñòü çíà÷åíèé îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé. Ïðàêòè÷å-
ñêóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëåí-
íûì ïîñòðîåíèåì ôóíêöèé âûèãðûøåé è ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â áåñêîíå÷íîé
óïðàâëÿåìîé ïîâòîðÿþùåéñÿ áèìàòðè÷íîé èãðå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ïðåäñòàâëåííûé â äèññåðòàöèè, ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé
ìíîãîêðàòíûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
è êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è
ìåõàíèêå, 1-5 èþëÿ 2011 ã., Ñóçäàëü, íàçâàíèå äîêëàäà ¾Ê âûáîðó ðàâíî-
âåñíîãî ïîâåäåíèÿ â áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ðàçìåðíîñòè 2×2¿,

� Êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Åâãåíèÿ Ôðî-
ëîâè÷à Ìèùåíêî, 16-17 àïðåëÿ 2012 ã., Ìîñêâà, íàçâàíèå äîêëàäà ¾Ðàâíî-
âåñíûå ïîâåäåí÷åñêèå ñòðàòåãèè â áåñêîíå÷íûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ¿,
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� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿, ñåêöèÿ ¾Âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà¿, 12-14 àïðåëÿ 2011 ã., Ìîñêâà, íàçâàíèå
äîêëàäà ¾Áåñêîíå÷íàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ðàç-
ìåðíîñòè 2× 2¿,

� Êîíôåðåíöèè ¾Òèõîíîâñêèå ×òåíèÿ 2010¿, 26 îêòÿáðÿ 2010 ã., Ìîñêâà,
íàçâàíèå äîêëàäà ¾Ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ðàçìåðíî-
ñòè 2× 2¿,

� Íàó÷íîì ñåìèíàðå îòäåëà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è
ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, 22 ìàðòà 2012 ã., Åêàòåðèíáóðã,

� Ñåìèíàðàõ ¾Èãðîâûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ¿, ¾Óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû â
óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè¿ è ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè â ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ¿ êàôåäðû Îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

� Íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò: ìîäåëè è ïðîãíîçèðîâàíèå¿,
11-17 îêòÿáðÿ 2010 ã., Âàëóåâî, íàçâàíèå äîêëàäà ¾Ñòîõàñòè÷åñêàÿ äâóõ-
øàãîâàÿ èãðà ýïñèëîí-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ðàçìåðíîñòè 2× 2¿.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ àâòîðà [1, 2, 3]
è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé, âñå ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ÂÀÊ. Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà [4] ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì
À.Â. Êðÿæèìñêèì ïðèíÿòà â ïå÷àòü; â äàííîé ðàáîòå íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïëàí èññëåäîâàíèÿ è ðåäàêòèðîâàíèå
ðóêîïèñè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà ðàçäåëû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 126 ñòðàíèöû
òåêñòà, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 67 íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ óïðàâëÿåìàÿ ïî-
âòîðÿþùàÿñÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà ðàçìåðíîñòè n × m ñ ìàòðèöàìè âûèãðû-
øåé A = (aij)i=1,...,n;j=1,...,m è B = (bij)i=1,...,n;j=1,...,m ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî
è âòîðîãî èãðîêîâ6. Óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðàìè âûñòóïàþò ïîâåäåí÷åñêèå
ñòðàòåãèè èãðîêîâ � ñìåøàííûå ñòðàòåãèè, äîñòàâëÿþùèå èãðîêàì íåêîòî-
ðûå ïðàâèëà âåðîÿòíîñòíîãî âûáîðà èõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé íà êàæäîì ñëåäó-
þùåì ðàóíäå èãðû â çàâèñèìîñòè îò ïàðû ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ðåàëèçîâàííîé
íà òåêóùåì ðàóíäå.
Ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ðàçäåëîâ.
Â ðàçäåëå 1.1 ñòðîèòñÿ ìîäåëü áåñêîíå÷íîé óïðàâëÿåìîé ïîâòîðÿþùåéñÿ

èãðû ñ óêàçàííûìè âûøå ìàòðèöàìè âûèãðûøà è çàäàííîé íà÷àëüíîé ïàðîé
(i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ïðè çàäàííîé ïàðå ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ
äëÿ îïðåäåëÿåìîé äàííîé ïàðîé ðåàëèçàöèè èãðîâîãî ïðîöåññà ââîäèòñÿ ïî-
íÿòèå îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé èãðîêîâ è äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ïîä ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà ïîíèìàåòñÿ

ñåìåéñòâî p = (pi
′

ij)i,i′=1,...,n, j=1,...,m íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî p1ij +

. . .+ pnij = 1 äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
Ñìûñë âåëè÷èíû pi

′

ij � âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâûì èãðîêîì íà ñëåäóþùåì
ðàóíäå ÷èñòîé ñòðàòåãèè i′ â îòâåò íà âûáîð èãðîêàìè ïàðû (i, j) ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé íà òåêóùåì ðàóíäå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ
q = (qj

′

ij)i=1,...,n, j,j′=1,...,m âòîðîãî èãðîêà.
Áåñêîíå÷íàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòåãèÿì ïîâåäåíèÿ

p = (pi
′

ij)i,i′=1,...,n, j=1,...,m ïåðâîãî è q = (qj
′

ij)i=1,...,n, j,j′=1,...,m âòîðîãî èãðîêîâ,
åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïåðåñ÷åòà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ, ðåàëèçóåìûé â
ðàóíäàõ 0, 1, . . .. Ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ â ðàóíäå 0 èç ïîëîæåíèÿ (i0, j0). Äàëü-
íåéøåå òå÷åíèå ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: åñëè â ðàóíäå
k ïåðâûé è âòîðîé èãðîêè ðåàëèçóþò ñâîè ñòðàòåãèè ik è jk ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî â ðàóíäå k + 1 îíè ðåàëèçóþò ñâîè ÷èñòûå ñòðàòåãèè ik+1 è jk+1 ñ
âåðîÿòíîñòÿìè pik+1

ikjk
è qjk+1

ikjk
ñîîòâåòñòâåííî. Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíî òàêæå

6Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì òåîðèè èãð aij è bij åñòü çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ

ïðè âûáîðå ïåðâûì èãðîêîì ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè i è âòîðûì èãðîêîì ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè j.
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ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå îáîçíà÷åííîãî âûøå ñëó÷àéíîãî (ìàðêîâñêîãî) ïðî-
öåññà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ôîðìàëèçàöèåé, ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé
t = ((i1, j1), (i2, j2), . . .) äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èìååò ñòðóêòóðó âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ P . Äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè
t = ((i1, j1), (i2, j2), . . .) è êàæäîãî l = 1, 2, . . . ââåäåì çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ âû-
èãðûøåé èãðîêîâ, ðåàëèçóåìûõ íà ïåðâûõ l ðàóíäàõ ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû
âäîëü äàííîé òðàåêòîðèè:

al(t) =
1

l

l∑
k=1

aik,jk, bl(t) =
1

l

l∑
k=1

bik,jk. (1)

Ôóíêöèè t 7→ al(t) è t 7→ bl(t) (l = 1, 2, . . .) åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ òðàåêòîðèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (1), ò.å. çíà÷åíèÿ

J l
1 =

∫
X l

al(t)P (dt), J l
2 =

∫
X l

bl(t)P (dt), (2)

íàçîâåì îæèäàåìûìè ñðåäíèìè âûèãðûøàìè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ â l
ðàóíäàõ áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå (p, q) ñòðà-
òåãèé ïîâåäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé (2):

J∞1 = lim
l→∞

J l
1, J∞2 = lim

l→∞
J l
2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, óòâåðæäàþùèé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
ñ êîí÷åíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî ×åçàðî ñòåïåíåé åãî ïå-
ðåõîäíîé ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ, óêàçàííûå â òåîðåìå 1, çàâèñÿò îò
âûáðàííîé ïàðû (p, q) ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ: J∞1 = J∞1 (p, q), J∞2 = J∞2 (p, q).
Â ðàçäåëå 1.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â áåñêîíå÷íîé

óïðàâëÿåìîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ñî ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàííûìè, óñèëåííî
âûïóêëûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ.
Çàôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî S1 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðî-

êà è íåïóñòîå ìíîæåñòâî S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà. Äàííàÿ
ïàðà ìíîæåñòâ è îïðåäåëåííàÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèè ïàðà ôóíêöèé (p, q) 7→
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J∞1 (p, q), (p, q) 7→ J∞2 (p, q) çàäàþò èãðó, êîòîðóþ íàçûâàåì èãðîé ïîâåäåíèé

(ñ ìíîæåñòâàìè S1, S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ).
Îïðåäåëåíèå. Ïàðó (p0, q0) ∈ S1 × S2 íàçûâàåì ðàâíîâåñíîé (ïî Íýøó)

ïàðîé ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ p ∈ S1 è q ∈ S2 âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà J∞1 (p0, q0) ≥ J∞1 (p, q0) è J∞2 (p0, q0) ≥ J∞2 (p0, q).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ p(1) = (p

(1)i′

ij )i,i′=1,...,n, j=1,...,m,

p(2) = (p
(2)i′

ij )i,i′=1,...,n, j=1,...,m ïåðâîãî èãðîêà è ëþáûõ λij ∈ [0, 1] (i = 1, . . . , n, j =

1, . . . ,m) ñåìåéñòâî p = (pi
′

ij)i,i′=1,...,n, j=1,...,m, ãäå

pi
′

ij = λijp
(1)i′

ij + (1− λij)p(2)i
′

ij (i, i′ = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m), (3)

åñòü ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S1 óñèëåííî âûïóêëî, åñ-

ëè äëÿ ëþáûõ åãî ýëåìåíòîâ p(1), p(2) è ëþáûõ λij ∈ [0, 1] (i = 1, . . . , n, j =

1, . . . ,m) ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ p ïåðâîãî èãðîêà, îïðåäåëåííàÿ ïî (3), ñîäåð-
æèòñÿ â S1.
Ñîäåðæàòåëüíî óñèëåííàÿ âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà S1 îçíà÷àåò, ÷òî äîïó-

ñòèìûå âûáîðû ïåðâûì èãðîêîì ñâîèõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé â êà÷åñòâå îò-
âåòîâ (íà ñëåäóþùåì ðàóíäå) íà ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïàð ÷èñòûõ ñòðàòå-
ãèé (íà òåêóùåì ðàóíäå) îãðàíè÷åíû âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè è íå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé.
Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ p = (pi

′

ij)i,i′=1,...,n, j=1,...,m ïåðâîãî èã-
ðîêà áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàííîé, åñëè pi

′

ij > 0 äëÿ âñåõ
i, i′ = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî S1 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà íàçû-

âàåì ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàííûì, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû ñòðîãî ðàíäîìèçè-
ðîâàíû.
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëåííîé âûïóêëîñòè è ñòðîãîé ðàí-

äîìèçèðîâàííîñòè ìíîæåñòâà S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâà S1 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà è S2

ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàíû, çàìêíóòû7

è óñèëåííî âûïóêëû. Òîãäà â èãðå ïîâåäåíèé ñ ìíîæåñòâàìè S1 è S2 äîïó-

ñòèìûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ïàðà ñòðà-

òåãèé ïîâåäåíèÿ.
7Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ S1 è S2 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Rnm)n è (Rnm)m, â êîòîðûå ýòè ìíî-

æåñòâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàþòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé â áåñêîíå÷íûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ, îïðåäåëÿåìûõ ñòðîãî ðàíäîìè-
çèðîâàííûìè ñòðàòåãèÿìè ïîâåäåíèÿ, è íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Êàêóòàíè î
íåïîäâèæíîé òî÷êå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ðàçäåëû 1.3 è 1.4 ïðîäîëæàþò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâà S1

è S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàíû è çàìêíóòû. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå èõ óñèëåííîé âûïóêëîñòè, äîñòàòî÷íîå äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé ïàðû ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
èìååò ìåñòà. Â ýòîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñíîé ïàðû ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ìîæåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâîâàòü.
Ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâ S1 è S2, ïðè êîòîðîì â èãðå ïîâå-

äåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîé ïàðû ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà òèïà ðàñøèðåíèé. Ïåðâûé òèï, ââåäåííûé â ðàçäåëå 1.3,
ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì óñèëåííûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ S1 è S2, àíàëî-
ãè÷íûì èçâåñòíîìó â âûïóêëîì àíàëèçå ïîíÿòèþ âûïóêëûõ îáîëî÷åê.
Îïðåäåëåíèå. Ïàðó (S̄1, S̄2), ãäå S̄1 è S̄2 � ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, íàçîâåì êîððåêòíûì ðàñøèðåíè-

åì ïàðû (S1, S2), åñëè S1 ⊂ S̄1, S2 ⊂ S̄2 è â èãðå ïîâåäåíèé ñ ìíîæåñòâàìè
S̄1 è S̄2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñóùå-
ñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ïàðà ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Óñèëåííî âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S1 (ñîîòâåòñòâåí-

íî ìíîæåñòâà S2) íàçîâåì ìíîæåñòâî co(S1) (ñîîòâåòñòâåííî co(S2)), îïðåäå-
ëÿåìîå, êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ óñèëåííî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé ïîâå-
äåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà, ñîäåðæàùèõ S1 (ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà S2).
Íà âîïðîñ î ïîñòðîåíèè êîððåêòíîãî ðàñøèðåíèÿ ïàðû (S1, S2) îòâå÷àåò

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâà S1 è S2 çàìêíóòû è ñòðîãî ðàíäîìèçèðî-

âàíû. Òîãäà ïàðà (co(S1), co(S2)) ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ åñòü êîððåêòíîå ðàñ-

øèðåíèå ïàðû (S1, S2).

Â ðàçäåëå 1.4 ââîäèòñÿ âòîðîé òèï ðàñøèðåíèé äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé ïî-
âåäåíèÿ � ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà (ñ íî-

ñèòåëåì S1) íàçîâåì âñÿêóþ áîðåëåâñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà S1; àíàëî-
ãè÷íî, ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà (ñ íîñèòåëåì S2)
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íàçîâåì âñÿêóþ áîðåëåâñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà S2.
Ìíîæåñòâà âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðî-

êîâ îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, mix(S1) è mix(S2).
Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèìåíåíèÿ ïåðâûì èãðîêîì âûáðàííîé

èì ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ µ ∈ mix(S1) òàêîâà. Äî íà÷àëà ïîâòîðÿ-
þùåéñÿ èãðû ïåðâûé èãðîê, ðóêîâîäñòâóÿñü âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ, äåëàåò
ñëó÷àéíîå èñïûòàíèå ïî âûáîðó ñâîåé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ p ∈ S1. Çàòåì,
ðóêîâîäñòâóÿñü ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ p, ïåðâûé èãðîê íà êàæäîì ðàóíäå ïî-
âòîðÿþùåéñÿ èãðû âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ. Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ ïðèìåíåíèÿ âòîðûì èãðîêîì âûáðàííîé èì ñìåøàííîé ñòðàòåãèè
ïîâåäåíèÿ àíàëîãè÷íà.
Îæèäàåìûå âûèãðûøè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ â áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿ-

þùåéñÿ èãðå ïðè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ µ ∈ mix(S1) è ν ∈ mix(S2)

îïðåäåëèì, ñîîòâåòñòâåííî, êàê

J̄∞1 (µ, ν) =

∫
S1×S2

J∞1 (p, q)(µ× ν)(d(p, q)),

J̄∞2 (µ, ν) =

∫
S1×S2

J∞2 (p, q)(µ× ν)(d(p, q)).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâà S1 è S2 çàìêíóòû è ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâà-

íû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ïàðà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.5 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà S1, S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ åñòü ïðîèçâîëüíûå áîðåëåâñêèå
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ (Rnm)n, (Rnm)m ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. îíè íå îáÿçà-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è ñòðîãî ðàíäîìèçèðîâàíûìè.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèè (p, q) 7→ J∞1 (p, q) è (p, q) 7→

J∞2 (p, q) îæèäàåìûõ âûèãðûøåé èãðîêîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâíû (ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí â ãëàâå 3, cì. íèæå êîììåíòàðèé ê òàáëèöå 1),
ïîýòîìó â êëàññàõ mix(S1) è mix(S2) ìàêñèìóìû, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèé
µ 7→ J̄∞1 (µ, ν) è ν 7→ J̄∞2 (µ, ν), ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîñòèãàòüñÿ. Ýòî ñòà-
âèò ïîä ñîìíåíèå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â êëàññàõ
mix(S1) è mix(S2). Èíà÷å ãîâîðÿ, êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå îæèäàåìûõ âûèã-
ðûøåé èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì ïîâåäåíèÿ, òðåáóåò
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ñóæåíèé êëàññîâ mix(S1), mix(S2). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñóæåííûå êëàññû ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ íàçîâåì äîïóñòèìûìè.
Îïðåäåëåíèå. Äîïóñòèìîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî

èãðîêà áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ ∈ mix(S1) òàêóþ, ÷òî
äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ S1 âûïîëíÿåòñÿ

µ(E) =

∫
E
g(p)dp+

l1∑
k=1

akχ
(1)(E|p(k)); (4)

çäåñü p(1), . . . , p(l1) � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç S1, a1, . . . , al1 � íåîòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà, g � íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ
íà S1,

µ(S1) =

∫
S1

g(p)dp+
l1∑

k=1

ak = 1

è χ(1)(E|p(k)) ðàâíî 1 ïðè p(k) ∈ E è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïîâå-

äåíèÿ âòîðîãî èãðîêà:

ν(E) =

∫
E
h(p)dp+

l2∑
k=1

bkχ
(2)(E|q(k)). (5)

Îïðåäåëåíèå. Îæèäàåìûé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà, ñîîòâåòñòâóþùèé
äîïóñòèìûì ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì ïîâåäåíèÿ µ (4) ïåðâîãî èãðîêà è ν (5)
âòîðîãî èãðîêà îïðåäåëèì, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè J∞1 (·) íà
áîðåëåâñêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé µ:

J∞1 (µ, ν) =

∫
S1

∫
S2

g(p)h(q)J∞1 (p, q)dpdq +

+

∫
S2

h(q)
l1∑

k=1

akJ
∞
1 (p(k), q)dq +

∫
S1

g(p)
l2∑
s=1

bsJ
∞
1 (p, q(s))dp+

+
l1∑

k=1

l2∑
s=1

akbsJ
∞
1 (p(k), q(s));

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îæèäàåìûé âûèãðûø J∞2 (µ, ν) âòîðîãî èãðîêà.
Çàäàäèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî M äîïóñòèìûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïîâå-

äåíèÿ µ ïåðâîãî èãðîêà âèäà (4) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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(i) M âûïóêëî â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè µ1 = (g1, a
(11), . . . , a(1l1)) ∈ M , µ2 =

(g2, a
(21), . . . , a(2l1)) ∈ M , òî µ = (λg1 + (1 − λ)g2, λa

(11) + (1 − λ)a(21), . . . ,

λa(1l1) + (1− λ)a(2l1)) ∈M ;
(ii) ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì K ≥ 0 äëÿ

âñåõ µ ∈M âèäà (4) L2-íîðìà ôóíêöèè g íå ïðåâîñõîäèò K,
(iii) ìíîæåñòâî M çàìêíóòî â L2

w × Rl1, ãäå L2
w � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

âñåõ ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì åâêëèäîâîé íîðìû ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé íà
S1, ñíàáæåííîå ñëàáîé íîðìîé; òî÷íåå, åñëè µk = (gk, a

(k1), . . . , a(kl1)) ∈ M

(k = 1, 2, . . .), gk → g ñëàáî â L2
w, (a(k1), . . . , a(kl1)) → (a(1), . . . , a(l1)) â Rl1,

òî µ = (g, a(1), . . . , a(l1)) ∈M .
Òàêæå çàäàäèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî N äîïóñòèìûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé

ïîâåäåíèÿ ν âòîðîãî èãðîêà âèäà (5), îáëàäàþùåå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè
âûïóêëîñòè, îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

Òåîðåìà 5. Â êëàññàõM è N ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ñóùåñòâóåò

ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Ðàçäåë 1.6 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àëãîðèòìà ðàçðàáîòàííîé â ñðåäå MatLab
ïðîãðàììû GameCalulator. Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáîá-
ùåííîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ïîâåäåíèé è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé âûèãðûøåé è ïðèáëè-
æåííîãî íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.
Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ïðîãðàììû ïîäàþòñÿ ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå:

� Ìàòðèöû âûèãðûøåé A = (aij)i=1,...,n;j=1,...,m è B = (bij)i=1,...,n;j=1,...,m ñî-
îòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ.

� Ìíîæåñòâî S1 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà è ìíîæåñòâî S2 ñòðà-
òåãèé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà çàäàþòñÿ ãðàíèöàìè èíòåðâàëîâ, â êîòî-
ðûõ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ p = (pi

′

ij)i,i′=1,...,n, j=1,...,m

è q = (qj
′

ij)i=1,...,n, j,j′=1,...,m ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ óñèëåííîé âûïóêëîñòè, äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j), i = 1, . . . , n, j =

1, . . . ,m çàäàþòñÿ íåçàâèñèìûå èíòåðâàëû, êîòîðûå íèêàê íå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé.

� ×èñëî T > 0, êîòîðîå çàäàåò êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè ðàçáèåíèé èíòåðâà-
ëîâ.
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� Çíà÷åíèå δ > 0, çàäàþùåå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ïàðà ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ p∗(t)
è q∗(t) ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îæèäàåìûå ñðåäíèå
âûèãðûøè.

Òåîðåìà 6. Ïðè T → ∞ è δ → 0 ÷èñëåííàÿ ïàðà (p∗(t),q
∗
(t)) îïòèìàëüíûõ

ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ïàðå ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ (p0, q0), ãäå (p0,

q0) � îäíà èç ðàâíîâåñíûõ (ïî Íýøó) ïàð ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ â áåñêîíå÷íîé

ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå c ìàòðèöàìè âûèãðûøåé A = (aij)i=1,...,n;j=1,...,m è B =

(bij)i=1,...,n;j=1,...,m è ìíîæåñòâàìè S1 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà è

S2 ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ãëàâà 2

Ãëàâû 2 è 3 ïîñâÿùåíû ðàññìîòðåíèþ ïîâòîðÿþùèõñÿ áèìàòðè÷íûõ èãð
ðàçìåðíîñòè 2×2 ñ ìàòðèöàìè âûèãðûøåé A = (aij)i,j=1,2 è B = (bij)i,j=1,2 ñî-
îòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â áèìàòðè÷íîé
èãðå ñ äàííûìè ìàòðèöàìè âûèãðûøåé íå ñóùåñòâóåò òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ
ïî Íýøó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ; ïðè ýòîì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî

b12 > b11, b21 > b22, a11 > a21, a22 > a12. (6)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (6) èìåþò ìåñòî. Ýòè íåðàâåíñòâà
äëÿ êàæäîãî èãðîêà îïðåäåëÿþò åãî ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ íàèëó÷øåãî îòâåòà
íà âñÿêóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ïàðòíåðà. Â äàííîé ìîäåëè ñìåøàííàÿ ñòðà-
òåãèÿ èãðîêà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÷èñëîì èç îòðåçêà [0, 1], çàäàþùèì âåðîÿò-
íîñòü âûáîðà ýòèì èãðîêîì ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 1, âåðîÿòíîñòü âûáîðà èì
÷èñòîé ñòðàòåãèè 2 ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà ðàçìåðíîñòè

2 × 2, â êîòîðîé âûáîð ñòðàòåãèè êàæäûì èãðîêîì â êàæäîì ïîñëåäóþùåì
ðàóíäå äèêòóåòñÿ æåëàíèåì äàííîãî èãðîêà íàèëó÷øèì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì
îòâåòèòü íà ïîñëåäíåå äåéñòâèå ïàðòíåðà. Îòïðàâíîé ìîäåëüþ ñëóæèò, òà-
êèì îáðàçîì, äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà íàèëó÷øèõ îòâåòîâ,
â êîòîðîé äàííîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî
îòêëîíåíèé, îïèñàíèå ýòîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.1.
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Â ðàçäåëå 2.2 êëàññû ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ ðàñøèðÿþòñÿ: êàæ-
äîìó èãðîêó ðàçðåøàåòñÿ ïðèíèìàòü ðåøåíèå î âûáîðå ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòå-
ãèè íà ñëåäóþùåì ðàóíäå, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Äëÿ êàæäîãî èãðîêà â êà÷åñòâå ïîâåäåí÷åñêîé ñòðàòåãèè âûñòóïàåò
òà èëè èíàÿ ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà íàçîâåì

ëþáóþ ïàðó (α1, α2) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà òàêóþ, ÷òî

1 ≥ α1 ≥ 1− ε, 0 ≤ α2 ≤ ε.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïåðâûé èãðîê, â îòâåò íà ðåàëèçà-
öèþ âòîðûì èãðîêîì, íà òåêóùåì ðàóíäå, ÷èñòîé ñòðàòåãèè j, âûáèðàåò � äëÿ
ðåàëèçàöèè íà ñëåäóþùåì ðàóíäå � ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ αj, ïðè ýòîì, ââè-
äó (6), îí ïðèäàåò áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè íàèëó÷øåãî
îòâåòà íà ðåàëèçîâàííóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ j âòîðîãî èãðîêà. Àíàëîãè÷íîå
îïðåäåëåíèå ïðèíèìàåòñÿ â îòíîøåíèè âòîðîãî èãðîêà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà íàçîâåì

ëþáóþ ïàðó (β1, β2) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà òàêóþ, ÷òî

0 ≤ β1 ≤ ε, 1 ≥ β2 ≥ 1− ε.

Îïðåäåëåíèå. Êàæäóþ ïàðó

S = ((α1, α2), (β1, β2)), (7)

ãäå (α1, α2) � ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà è (β1, β2) � ôóíê-
öèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà, áóäåì íàçûâàòü ïàðîé ôóíêöèé ε-

íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû S (7) ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,ïðåäñòàâëÿþùèé áåñêîíå÷íóþ ïîâòîðÿþùóþñÿ

èãðó ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ S. Ïðîöåññ ñîñòîèò èç ðàóí-
äîâ 0, 1, 2, . . ., â êàæäîì èç êîòîðûõ èãðîêè ðàçûãðûâàþò îïèñàííóþ â íà÷àëå
äàííîé ãëàâû áèìàòðè÷íóþ èãðó. Ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Â ðàóíäå 0 ðåàëèçóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïàðà (i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Åñ-
ëè â ðàóíäå k ðåàëèçóåòñÿ ïàðà (ik, jk) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ, òî ïåðâûé
èãðîê äëÿ âûáîðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè ik+1 â ðàóíäå k+ 1 ïðîèçâîäèò ñòà-
òèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ
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ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ αjk ; àíàëîãè÷íî, âòîðîé èãðîê äëÿ âûáîðà ñâîåé ÷è-
ñòîé ñòðàòåãèè jk+1 â ðàóíäå k+1 ïðîèçâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà
ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ βik . Ïî
îêîí÷àíèè êàæäîãî ðàóíäà èãðîêè ïîëó÷àþò î÷êè ñîãëàñíî ñâîèì ìàòðèöàì
âûèãðûøåé. Ïðè ε = 0 ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ïåðåõîäèò
â (äåòåðìèíèðîâàííóþ) ïîâòîðÿþùóþñÿ èãðó íàèëó÷øèõ îòâåòîâ.
Ñëåäóÿ ðàññìîòðåííîìó â ãëàâå 1 îáùåìó ñëó÷àþ, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ ñðåäíèõ âûèãðûøåé (1), çàäàâàåìûå âûðàæåíèÿìè

al[S] =

∫
X l

al(t)P (dt), bl[S] =

∫
X l

bl(t)P (dt), (8)

íàçîâåì îæèäàåìûìè ñðåäíèìè âûèãðûøàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòî-
ðîãî èãðîêîâ â l ðàóíäàõ ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïàðå S ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ.
Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé

(8) ïðè l→∞. Îñíîâíóþ ÷àñòü àíàëèçà ñîñòàâëÿåò âûâîä ñëåäóþùåãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ:

ak[S] =

{
(β̄T ᾱ)

k
2A(β̄ᾱT )

k
2 , åñëè k ÷åòíî

(β̄T ᾱ)
k−1
2 β̄TAT ᾱT (β̄ᾱT )

k−1
2 , åñëè k íå÷åòíî

,

ãäå

ᾱ = ᾱ[S] =

(
α1 1− α1

α2 1− α2

)
, β̄ = β̄[S] =

(
β1 β2

1− β1 1− β2

)
.

Ïðè ïîìîùè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ïðåäåëîâ îæèäàåìûõ
ñðåäíèõ âûèãðûøåé (8) ïðè l→∞.

Òåîðåìà 7. Ïðåäåë îæèäàåìîãî ñðåäíåãî âûèãðûøà al[S] (8) ïåðâîãî èãðîêà

â l ðàóíäàõ áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ïàðå S (7), ïðè l→∞ ñóùåñòâóåò è ðàâåí

a(∞)[S] = ω∗a11ω∗∗ + (1− ω∗)a21ω∗∗ + ω∗a12(1− ω∗∗) + (1− ω∗)a22(1− ω∗∗),

ãäå

ω∗ = ω∗[S] =
β2(α1 − α2) + α2

1− (β1 − β2)(α1 − α2)
, ω∗∗ = ω∗∗[S] =

α2(β1 − β2) + β2
1 + (β2 − β1)(α1 − α2)

.
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Â îòíîøåíèè âòîðîãî èãðîêà ñïðàâåäëèâ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.
Ðàçäåë 2.4 ïîñâÿùåí ïîèñêó ðàâíîâåñíûõ ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ïàðó S∗ = ((α∗1, α

∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)) ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îò-

âåòîâ èãðîêîâ íàçîâåì ðàâíîâåñíîé (ïî Íýøó) â áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåé-
ñÿ èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà (α1, α2)

ïåðâîãî èãðîêà âåðíî a(∞)[S∗1 ] ≤ a(∞)[S∗], ãäå S∗1 = ((α1, α2), (β
∗
1 , β

∗
2)), è äëÿ

ëþáîãî ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà (β1, β2) âòîðîãî èãðîêà âåðíî b(∞)[S∗2 ] ≤ b(∞)[S∗],
ãäå S∗2 = ((α∗1, α

∗
2), (β1, β2)).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε â
áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ êàæäûé èãðîê èìå-
åò îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò åãî
îæèäàåìûé âûèãðûø âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïàðòíåðîì ñâîåé ôóíêöèè
ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà. Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà
èãðîêà çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû âûèãðûøåé ýòî-
ãî èãðîêà è íå çàâèñèò îò ìàòðèöû âûèãðûøåé åãî ïàðòíåðà. Îïòèìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ (α∗1, α

∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä (1 − ε, 0)

ëèáî (1, ε), ò.å. îäíà èç åå êîìïîíåíò îñòàåòñÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèåé íàèëó÷øåãî
îòâåòà, äðóãàÿ æå ìàêñèìàëüíî ðàíäîìèçèðóåòñÿ. Àíàëîãè÷íûå íàáëþäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû â îòíîøåíèè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè (β∗1 , β

∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îòâå-

òà âòîðîãî èãðîêà. Ïàðà îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîâåñíîé. Èç äàííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç èãðî-
êîâ ìàëàÿ ðàíäîìèçàöèÿ îòâåòíîãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé: ïåðåõîä
îáîèõ èãðîêîâ îò èñõîäíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé íàèëó÷øåãî îòâå-
òà ê îïòèìàëüíûì (÷àñòè÷íî ðàíäîìèçèðîâàííûì) ñòðàòåãèÿì ε-íàèëó÷øåãî
îòâåòà âåäåò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî îæèäàåìîãî âûèãðûøà äëÿ
êàæäîãî èç íèõ.
Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ äâóõøàãîâîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ε-

íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ðàóíäîâ. Äëÿ íåå òàêæå äàþòñÿ îòâåòû íà âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè
è ñòðóêòóðå ðàâíîâåñíîé ïàðû ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ.

Ãëàâà 3

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ áèìàòðè÷íûå èãðû ðàçìåðíî-
ñòè 2× 2 ñ ìàòðèöàìè âûèãðûøåé, ââåäåííûìè â ãëàâå 2, êîòîðûå îòâå÷àþò
ðàíäîìèçèðîâàííûì êîìáèíàöèÿì äâóõ ñòàíäàðòíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ, óñëîâ-
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íî íàçâàííûõ ¾êîíñåðâàòèçì¿ è ¾èííîâàòîðñòâî¿. Èãðîê-êîíñåðâàòîð íå ìå-
íÿåò íîìåðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè íà ñëåäóþùåì ðàóíäå. Èãðîê-èííîâàòîð
â ðàóíäå k + 1 ïðèìåíÿåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ, îòëè÷íóþ îò ÷èñòîé ñòðàòåãèè,
ïðèìåíåííîé èì â ðàóíäå k.
Ïîä áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðîé ñ äâóìÿ òèïàìè ïîâåäåíèÿ ïî-

íèìàåòñÿ ïðîöåññ ïîâòîðåíèÿ èñõîäíîé áèìàòðè÷íîé èãðû â áåñêîíå÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ðàóíäîâ 0, 1, 2, . . . ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé èãðîê ÿâëÿåòñÿ
ëèáî êîíñåðâàòîðîì, ëèáî èííîâàòîðîì: â ðàóíäå 0 ðåàëèçóåòñÿ àïðèîðíî çà-
äàííàÿ ïàðà (i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, è â êàæäîì ðàóíäå k+1 êàæäûé èãðîê
ïðèìåíÿåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì òèïîì ïîâåäåíèÿ
â çàâèñèìîñòè îò åãî ÷èñòîé ñòðàòåãèè, ðåàëèçîâàííîé â ðàóíäå k.
Äàëåå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé áåñêîíå÷íîé ïîâòî-

ðÿþùåéñÿ èãðå ñ äâóìÿ òèïàìè ïîâåäåíèÿ, â êîòîðîì, îäíàêî, èãðîêè â êàæ-
äîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå îòäàþò ëèøü âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïî÷òåíèÿ ñâîèì
÷èñòûì ñòðàòåãèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì èõ òèïàì ïîâåäåíèÿ. Â ýòîì ïðîöåññå
äëÿ êàæäîãî èãðîêà â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà ãåíåðèðîâàíèÿ ðåøåíèé âûñòóïà-
åò òà èëè èíàÿ ôóíêöèÿ ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà. Ôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1/2).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà ïåðâîãî èãðîêà íà-
çîâåì ëþáóþ ïàðó (α, 1 − α) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà òàêóþ,
÷òî
(à) 1 ≥ α ≥ 1− ε, åñëè ïåðâûé èãðîê � êîíñåðâàòîð;
(á) 0 ≤ α ≤ ε, åñëè ïåðâûé èãðîê � èííîâàòîð.
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïåðâûé èãðîê â ðàóíäå k+1 âûáè-

ðàåò ñâîþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ α ïðè ðåàëèçàöèè â ðàóíäå k ñâîåé ÷èñòîé
ñòðàòåãèè 1 è âûáèðàåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ 1−α ïðè ðåàëèçàöèè â ðàóíäå
k ñâîåé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè 2. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, áóäó÷è êîí-
ñåðâàòîðîì, ïåðâûé èãðîê â ðàóíäå k + 1 çàäàåò áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ñâîåé
÷èñòîé ñòðàòåãèè, ðåàëèçîâàííîé â ðàóíäå k, è, áóäó÷è èííîâàòîðîì, çàäàåò
áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè, îòëè÷íîé îò ðåàëèçîâàííîé èì
â ðàóíäå k. Ïðè α = 1 íàçûâàåì ïåðâîãî èãðîêà ÷èñòûì êîíñåðâàòîðîì, ïðè
1 > α ≥ 1 − ε � ε-êîíñåðâàòèçìîì, ïðè α = 0 � ÷èñòûì èííîâàòîðîì, ïðè
0 < α ≤ ε � ε-èííîâàòîðîì. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ â îòíîøåíèè
âòîðîãî èãðîêà.
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Îïðåäåëåíèå. Êàæäóþ ïàðó

S = ((α, 1− α), (β, 1− β)), (9)

ãäå (α, 1−α) � ôóíêöèÿ ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà ïåðâîãî èãðîêà è (β, 1−
β) � ôóíêöèÿ ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà âòîðîãî èãðîêà, íàçûâàåì ïàðîé

ôóíêöèé ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà èãðîêîâ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû S (9) ôóíêöèé ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà èã-

ðîêîâ ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé íàçîâåì ε-ðåëàêñèðîâàííîé

áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé S. Ïðîöåññ ñîñòîèò èç
ðàóíäîâ 0, 1, 2, . . ., â êàæäîì èç êîòîðûõ èãðîêè ðàçûãðûâàþò áèìàòðè÷íóþ
èãðó. Ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Â ðàóíäå 0 ðåàëèçóåòñÿ íà-
÷àëüíàÿ ïàðà (i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Åñëè â ðàóíäå k ðåàëèçóåòñÿ
ïàðà (ik, jk) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ, òî ïåðâûé èãðîê äëÿ âûáîðà ñâîåé ÷è-
ñòîé ñòðàòåãèè ik+1 â ðàóíäå k+1 ïðîèçâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà
ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ α, åñëè
ik = 1, è ñòðàòåãèþ (1 − α), åñëè ik = 2. Àíàëîãè÷íî, âòîðîé èãðîê äëÿ âû-
áîðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè jk+1 â ðàóíäå k + 1 ïðîèçâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò íà ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ
ñòðàòåãèþ β, åñëè jk = 1 è ñòðàòåãèþ (1−β), åñëè jk = 2. Ïî îêîí÷àíèè êàæ-
äîãî ðàóíäà èãðîêè ïîëó÷àþò î÷êè ñîãëàñíî ñâîèì ìàòðèöàì âûèãðûøåé.
Äàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü ïîâåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
èãðîêîâ, êîòîðàÿ, â ñëó÷àå ε > 0, äîïóñêàåò áîëüøóþ ãèáêîñòü â âûáîðå
äåéñòâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé èãðîé: â êàæäîì ïîñëåäóþùåì
ðàóíäå êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ áóäóùóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ
âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé åãî
òèïó ïîâåäåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ãëàâàì, âûèãðûøàìè èãðîêîâ âûñòóïàþò ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé, ïîëó÷àåìûõ íà ïðîòÿæåíèè
âñåõ ðàóíäîâ.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ε-ðåëàêñèðîâàííîé áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû, ñî-

îòâåòñòâóþùåé ïàðå S ôóíêöèé ε-ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà èãðîêîâ (9), ñó-

ùåñòâóåò ïðåäåë

a(∞)[S] = lim
l→∞

al[S], (10)

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Ïðåäåë a(∞)[S] (10) áóäåì íàçûâàòü îæèäàåìûì âûèãðûøåì ïåðâîãî èãðî-
êà â ε-ðåëàêñèðîâàííîé áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïàðå S (9).

Òàáëèöà 1.

Óñëîâèÿ Ïîâåäåíèå ïåðâîãî èãðîêà Ïîâåäåíèå âòîðîãî èãðîêà a(∞)[S]

α, β ∈ (0, 1)
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð
a11+a12+a21+a22

4

α = 1, β ∈ (0, 1) ÷èñòûé êîíñåðâàòîð
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð

a11+a12
2

((i0, j0) ∈ {(1, 1), (1, 2)}),
a21+a22

2
((i0, j0) ∈ {(2, 1), (2, 2)}).

α = 0, β ∈ (0, 1) ÷èñòûé èííîâàòîð
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð
a11+a12+a21+a22

4

α ∈ (0, 1), β = 1
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð
÷èñòûé êîíñåðâàòîð

a11+a21
2

((i0, j0) ∈ {(1, 1), (2, 1)}),
a12+a22

2
((i0, j0) ∈ {(1, 2), (2, 2)}).

α ∈ (0, 1), β = 0
ε-êîíñåðâàòîð ëèáî

ε-èííîâàòîð
÷èñòûé èííîâàòîð

a11+a12+a21+a22
4

α = 1, β = 1 ÷èñòûé êîíñåðâàòîð ÷èñòûé êîíñåðâàòîð ai0,j0

α = 0, β = 1 ÷èñòûé èííîâàòîð ÷èñòûé êîíñåðâàòîð
a11+a21

2
((i0, j0) ∈ {(1, 1), (2, 1)}),

a12+a22
2

((i0, j0) ∈ {(1, 2), (2, 2)})

α = 1, β = 0 ÷èñòûé êîíñåðâàòîð ÷èñòûé èííîâàòîð
a11+a12

2
((i0, j0) ∈ {(1, 1), (1, 2)}),

a21+a22
2

((i0, j0) ∈ {(2, 1), (2, 2)})

α = 0, β = 0 ÷èñòûé èííîâàòîð ÷èñòûé èííîâàòîð
a11+a22

2
((i0, j0) ∈ {(1, 1), (2, 2)}),

a12+a21
2

((i0, j0) ∈ {(1, 2), (2, 1)})

Îòìåòèì, ÷òî, êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, ïðè ñòðåìëåíèè ïåðâîãî èãðîêà
îò ε-êîíñåðâàòèçìà ê ÷èñòîìó êîíñåðâàòèçìó, ò. å. ïðè ñòðåìëåíèè α ê 1
ñíèçó (áåç âàðèàöèé âòîðûì èãðîêîâ çíà÷åíèÿ β), åãî îæèäàåìûé ñðåäíèé
âûèãðûø a[S], âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó
ñëó÷àþ α = 1, ò. å. ÷èñòîìó êîíñåðâàòèçìó. Òàêîãî æå ðîäà ðàçðûâû èìåþò
ìåñòî ïðè ñòðåìëåíèè α ê 0 ñâåðõó.
Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 8, ñïðàâåäëèâî â îòíîøåíèè âòîðîãî

èãðîêà.
Íà îñíîâàíèè òàáëèöû 1 è àíàëîãè÷íîé åé òàáëèöû, ñîñòàâëåííîé äëÿ

âòîðîãî èãðîêà, äàíà êëàññèôèêàöèÿ ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïàð ôóíêöèé ε-
ðåëàêñèðîâàííîãî âûáîðà ïðè âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ îãîâîðåííûõ âûøå
òèïîâ èãðîêîâ. Ðàâíîâåñíûå ïàðû, êàê è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ïîâòîðÿþùåé-
ñÿ èãðû ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî ðàíäîìèçèðîâàííûìè; â
ñîäåðæàòåëüíîì àñïåêòå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíäîìèçàöèÿ áàçîâûõ òèïîâ ïî-
âåäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé äëÿ îáîèõ èãðîêîâ.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ, àêàäåìèêó ÐÀÍ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àð-
êàäèþ Âèêòîðîâè÷ó Êðÿæèìñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìà-
íèå ê ðàáîòå è ìíîãîëåòíþþ ïîääåðæêó.
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