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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü:
Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ îáúåêòîâ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿ-

þòñÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èíòåðåñ ê çàäà÷àì,

ñâÿçàííûì ñ ñóììèðîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïî-

ÿâèëñÿ â ìàòåìàòèêå åùå â XVIII âåêå. Íåâîçìîæíîñòü ïðÿìûõ

âû÷èñëåíèé ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ è èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ôîðìóë äëÿ íèõ, òî åñòü òàêèõ ôîðìóë, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íà-

õîäèòü ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ òðåáóþùèåñÿ íàì âåðîÿòíîñòè, ñâÿ-

çàííûå ñ ñóììàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòè ôîðìóëû äàþòñÿ ïðå-

äåëüíûìè òåîðåìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîê-

ñèìàöèÿ ìíîãîêðàòíûõ ñâåðòîê ðàñïðåäåëåíèé ïîòðåáîâàëà ðàçâè-

òèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ

òåîðèåé ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí.

Âïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî U-ñòàòèñòèêàì áûëè ïðîâåäåíû â ðà-

áîòàõ Õàëìîøà 1, ôîí Ìèçåñà 2 è Õåôäèíãà 3 â êîíöå 40-õ ãîäîâ

XX âåêà. U-ñòàòèñòèêè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì îáîáùåíèåì ñóì-

ìû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èíòåðåñ ê òàêèì ñëó÷àéíûì îáúåêòàì âîçíèê

ñíà÷àëà â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå â çàäà÷àõ îöåíêè ôóíêöèîíà-

ëîâ îò ðàñïðåäåëåíèé. U-ñòàòèñòèêè, êàê îáúåêò âåðîÿòíîñòíîé òåî-

ðèè ñóììèðîâàíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû "àëãåáðàè÷åñêè" áîëåå ñëîæ-

íû, ÷åì ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ, ñ äðó-

ãîé - ñîäåðæàò â ñåáå ñóùåñòâåííûå ýëåìåíòû çàâèñèìîñòè, ïðîÿâ-

ëÿþùèåñÿ â ìàðòèíãàëüíûõ ñâîéñòâàõ (ñì. íàïðèìåð ìîíîãðàôèþ

Êîðîëþê è Áîðîâñêèõ 4). Êðîìå òîãî, U-ñòàòèñòèêè çàíèìàþò îäíî

1Halmos P. R. The theory of unbiased estimation. Ann. Math. Statist.- 1946.-

�. 17.- Pp. 34-43.
2Mises R. von. On asymptotic distribution of di�erentiable statistical

functions.// Ann. Math. Statist.- 1947.- V. 18, � 2.- Pp. 309-348.
3Hoe�ding W. A class of statistics with asymptotically normal distribution.//

Ann. Math. Statist.- 1948.- �. 19.- Pp. 293-325.
4Êîðîëþê Â. Ñ., Áîðîâñêèõ Â. Þ. Òåîðèÿ U-còàòèñòèê.- Êèåâ: Íàóêîâà äóì-

êà, 1989.
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èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà òåîðèÿ U-ñòàòèñòèê ðàçâèâàëàñü ïîä âëèÿíè-

åì êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Âìåñòå ñ òåì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ U-ñòàòèñòèê èìååò

ñïåöèôè÷åñêèå ÷åðòû è êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè ñóìì

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìíîãèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà U-ñòàòèñòèê çàâèñÿò îò ðàíãà r ÿäðà, ñâÿçàííîãî ñî ñòàòèñòè-

êîé, è óñëîâèé íà ìîìåíòû ÿäðà. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ÿäðà è ðàíãà

r = 1 àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå U-ñòàòèñòèê ñâîäèòñÿ ê àñèìïòî-

òè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè r ≥ 2 (ÿäðî

âûðîæäåíî), òî ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ U-ñòàòèñòèê ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé áîëåå øèðîêèé êëàññ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ áåñêîíå÷íî

äåëèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëàìè, îïðåäå-

ëåííûìè ÿäðîì, êîíå÷íî è áåñêîíå÷íîìåðíûìè íîðìàëüíûìè âåê-

òîðàìè. Òàêèå îñîáåííîñòè U-ñòàòèñòèê ñîçäàþò íîâûå èäåè â êîí-

òåêñòå ïðåäåëüíûõ òåîðåì è òðåáóþò ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòî-

äîâ èññëåäîâàíèÿ.

Èñòîðèþ ðàçâèòèÿ îöåíîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äëÿ U-

ñòàòèñòèê â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçäå-

ëèòü íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï ñâÿçàí ñ ïîëó÷åíèåì îöåíîê, îï-

òèìàëüíûõ ïî N - îáúåìó âûáîðêè, à âòîðîé ïî çàâèñèìîñòè îò

õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñî ñòàòèñòèêîé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó âû-

ðîæäåííûõ U-ñòàòèñòèê âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ âûðîæäåííûõ U-ñòàòèñòèê âòîðîãî ïîðÿäêà ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ èññëåäîâàëàñü â 1973 ãîäó

Ãðýìñîì è Ñåðôëèíãîì 5, êîòîðûå ïîëó÷èëè îöåíêó òèïà Áåððè-

Ýññååíà O(N−1/2+ε), ε > 0. Îöåíêà óëó÷øåíà â 1974 ãîäó Áèêåëåì
6, à çàòåì â 1977 ãîäó ×àíîì è Âèåðìàíîì 7, Êàëëàåðòîì, ßíññå-

5Grams W. F., Ser�ing R. J. Convergence rates for U-statistics and related

statistics. // Ann. Statist.- 1973.- no. 1.- Pp. 153-160.
6Bickel P. Edgeworth expansions in nonparametric statistics. // Ann. Statist.-

1974.- no. 2.- Pp. 1-20.
7Chan Y.-K., Wierman J. On the Berry-Esseen theorem for U-statistics // The

Annals of Probability.- 1977.- Vol. 5, no. 1.- Pp. 136-139.
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íîì â 1978 ãîäó 8 è Õåëìåðñîì è âàí Öâåòîì 9 â 1982 ãîäó, êîòî-

ðûå ïîëó÷èëè ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè O(N−1/2). Â 1979 ãîäó îöåíêà

O(N−1+ε), ε > 0 äîêàçàíà Ãåòöå 10 ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà

ñèììåòðèçàöèè Âåéëÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ìîìåíòû è

ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåêî-

òîðîãî îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ U-ñòàòèñòèêîé, áåñêîíå÷íî

ìíîãî. Äàííûé ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íè ïî çàâèñè-

ìîñòè îò N , íè ïî çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà. Ïîçæå

àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ïîëó÷åíèåì ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîð-

òà äëÿ âûðîæäåííûõ U-ñòàòèñòèê çàíèìàëèñü Ãåòöå 11, Êîðîëþê

è Áîðîâñêèõ. Â ìîíîãðàôèè Êîðîëþê, Áîðîâñêèõ 4 îöåíêà óëó÷-

øåíà äî ïîðÿäêà o(N−1/2). Â ðàáîòå Ãåòöå è Çèòèêèñà 12 ïîëó÷åíà

àïïðîêñèìàöèÿ ñî ñëàãàåìûìè O(N−1) ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè ÿäðà è ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Â 1999 ãîäó Ãåòöå è Áåíòêóñ 13 äîêàçàëè îöåíêó òî÷íîñòè àïïðîê-

ñèìàöèè äëÿ U-ñòàòèñòèê, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî N è

ïîëó÷åíà ïðè îïòèìàëüíûõ ìîìåíòíûõ óñëîâèÿõ. Â òîé æå ðàáî-

òå ïîñòðîåíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè U-ñòàòèñòèê. Îáà

ðåçóëüòàòà ñîäåðæàò êîíñòàíòó, êîòîðàÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé

ïîðÿäîê çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîãî îïåðàòî-

ðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ U-ñòàòèñòèêîé. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü îò ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ U-ñòàòèñòèêîé

ìîæåò áûòü çàìåòíî óëó÷øåíà, ÷òî è ñäåëàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Èññëåäîâàíèÿ U-ñòàòèñòèê âåäóòñÿ è ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì:

äëÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé âûðîæäåííûõ U-ñòàòèñòèê ïðîèçâîëü-

8Callaert H., Janssen P. The Berry-Esseen theorem for U-statistics // The

Annals of Statistics.- 1978.- Vol. 6, no. 2.- Pp. 417-421.
9Helmers R., van Zwet W. The Berry-Esseen bound for U-statistics //Statistical

Decision Theory an Related Topics, III(S.S. Gupta and J.O. Berger, eds.).- 1982.-

Vol. 1.- Pp. 497-512.
10Götze F. Asymptotic expansions for bivariate von Mises functionals //Z.

Wahrsch. Verw. Gebiete.- 1979.- no. 50.- Pp. 333-355.
11Götze F. Expansions for von mises functions // Z. Wahrsch. Verw. Gebiete.0

1984.- no. 65.- Pp. 599-625.
12Götze F., Zitikis R. Edgeworth expansions and bootstrap for degenerate von

Mises statistics. // Probab. Math. Statist.- 1995.- no. 15.- Pp. 327-351.
13Bentkus V., Götze F. Optimal bounds in non-Gaussian limit theorems for U-

statistics // The Annals of Probability.- 1999.- no. 1.- Pp. 454-521.
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íîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ íàáëþäåíèé Áîðèñîâûì È.Ñ. è Âîëîäüêî

Í.Â. 14 ïîëó÷åíû ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà. Ïîìèìî ýòîãî,

Áîðèñîâ È.Ñ. è Æå÷åâ Â.À. äîêàçàëè ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ U-

ñòàòèñòèê îò çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé 15, Áîðèñîâ È.Ñ. è Âîëîäü-

êî Í.Â. äîêàçàëè ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ U-ïðîöåññîâ îò ñòàöèî-

íàðíî ñâÿçàííûõ íàáëþäåíèé 16. Äëÿ ñòàòèñòèê Ìèçåñà - ÷àñòíî-

ãî ñëó÷àÿ U-ñòàòèñòèê, Áîðèñîâ È.Ñ. è Ñàõàíåíêî Ë.À. 17 äîêàçà-

ëè öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó. Òèõîìèðîâûì À.Í., Ãåòöå è

Þð÷åíêî 18 ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Öåëü ðàáîòû:
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå îöåíîê òî÷íîñòè

àïïðîêñèìàöèè è óòî÷íåíèå îöåíîê ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè äëÿ âû-

ðîæäåííûõ U-ñòàòèñòèê âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ:
Äëÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îáîáùåííîé U-

ñòàòèñòèêè èñïîëüçîâàíà ëåììà ñèììåòðèçàöèè, à òàêæå òåõíèêà

ïåðåõîäà ê äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, êîòîðàÿ ðàíåå áû-

ëà ïðåäëîæåíà Þðèíñêèì 19. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èññëå-

14Áîðèñîâ È.Ñ., Âîëîäüêî Í.Â. Ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ðàñïðå-

äåëåíèé U- è V-ñòàòèñòèê îò çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé // Ìàòåì. òð.- 2008.- Ò. 2,

� 11.- Ñ. 3-19.
15Áîðèñîâ È.Ñ., Æå÷åâ Â.À. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êàíî-

íè÷åñêèõ U-ïðîöåññîâ îò çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé // Ñèá. ìàòåì. æóðí.- 2011.-

Ò. 52, � 4.- Ñ. 754-764.
16Áîðèñîâ È.Ñ., Âîëîäüêî Í.Â. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû è ïðåäåëüíûå òåîðåìû

äëÿ êàíîíè÷åñêèõ U- è V-ñòàòèñòèê îò ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ íàáëþäåíèé //

Ìàòåì. òð.- 2008.- Ò. 11, � 1.- Ñ. 25-48.
17Áîðèñîâ È.Ñ., Ñàõàíåíêî Ë.À. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îáîá-

ùåííûõ ñòàòèñòèê Ìèçåñà ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè // Ìàòåì. òð.- 2001.- Ò. 4,

� 1.- Ñ. 3-17.
18Götze F., Tikhomirov A., Yurchenko V. Asymptotic expansion in the central

limit theorem for quadratic forms // Çàï. íàó÷í. ñåì. ÏÎÌÈ.- 2007.- Vol. 341.-

Pp. 81-114.
19Yurinskii V. On the accuracy of normal approximation of the probability of

hitting a ball // Theory Probability Applications.- 1982.- no. 27.- Pp. 280-289.
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äóåìîé ñòàòèñòèêè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó õàðàêòåðåñòè÷åñêîé ôóíê-

öèåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äàííàÿ òåõíèêà òàêæå èñ-

ïîëüçîâàëàñü â ðàáîòå Áåíòêóñà è Ãåòöå 13. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè

àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îöåíêè äëÿ ðàçíîñòåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ôóíêöèé U-ñòàòèñòèêè è ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åíû ñ

èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ òèïà Áåðãñòð¼ìà, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü

â ðàáîòàõ Áåíòêóñà è Ãåòöå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñî-

ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûðîæäåííîé U-ñòàòèñòèêè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ïðè îïòèìàëüíûõ ìîìåíòíûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷åíà îöåí-

êà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè êîðîòêèì àñèìïòîòè÷åñêèì ðàç-

ëîæåíèåì, êîòîðàÿ èìååò ñòåïåííîé ïîðÿäîê çàâèñèìîñòè îò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ÿäðîì

U-ñòàòèñòèêè.

2. Äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè âûðîæäåííîé U-ñòàòèñòèêè âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíà îöåíêà, êîòîðàÿ èìååò ñòåïåííîé ïî-

ðÿäîê çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà, àññî-

öèèðîâàííîãî ñ ÿäðîì U-ñòàòèñòèêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü:
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è îäíî-

âðåìåííî äîïóñêàþò ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê òî÷íîñòè àïïðîê-

ñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû:
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ (2009, 2010, 2011 ãã.), X
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Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòå-

ìàòèêå (îñåííÿÿ îòêðûòàÿ ñåññèÿ) (Ñî÷è - Äàãîìûñ, 1 - 8 îêòÿáðÿ

2009), XVIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñ-

ïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ-2011"(11-15 àïðåëÿ 2011),

çàñåäàíèè êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ã. Ìîñêâà, 14 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.

Ïóáëèêàöèè:
Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ,

èç íèõ 2 ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü

ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè:
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäå-

ëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 44 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 83 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäåíèå
Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòà-

öèè è èñòîðè÷åñêèé îáçîð, ñâÿçàííûé ñ òåìîé ðàáîòû. Êðîìå ýòîãî,

â íåì òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ è îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ðàáîòû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â ãëàâàõ 1-3,

ïîýòîìó çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ îñíîâíûìè îïðåäåëåíèÿìè è îáî-

çíà÷åíèÿìè.

Ïóñòü X, X̄,X1, ..., XN - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì

èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X,B). Ïóñòü ϕ1: X→ R è ϕ: X2 → R - èç-

ìåðèìûå ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ñèììåòðè÷íà, ò.å. ϕ(x, y)

= ϕ(y, x), äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X. Ðàññìîòðèì U-ñòàòèñòèêó:

T =
1

N

∑
1≤i<j≤N

ϕ(Xi, Xj) +
1√
N

∑
1≤i≤N

ϕ1(Xi), (1.1)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

Eϕ1(X) = 0,Eϕ(x,X) = 0, äëÿ âñåõ x ∈ X,
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Eϕ2(x,X) <∞,Eϕ2
1(X) <∞.

Îäíîé èç çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìà-

öèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê, èìåþùèõ ñëîæíûé âèä,

íåêîòîðîé áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ U-

ñòàòèñòèêè T , êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç F (x). Äëÿ F (x) ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå, òàê íàçûâàåìûì, êîðîòêèì ðàçëîæå-

íèåì. Ýòî ðàçëîæåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

F0(x), òàê è ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ F1(x) ïî-

ðÿäêà O(1/
√
N). Â ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû

∆N = sup
x
|F (x)− F0(x)− F1(x)|,

ãäå F1(x) - ïîïðàâêà Ýäæâîðòà, îïðåäåëåííàÿ â ãëàâå 3. Çàìåòèì,

÷òî F1 = 0 åñëè ϕ1 = 0 èëè äëÿ âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

Eϕ3
1(X) = Eϕ2

1(X)ϕ(X,x) = Eϕ1(X)ϕ2(X,x) = Eϕ3(X,x) = 0.

(1.2)

Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (X,B,µ) ñ ìåðîé µ = L(X)

- ðàñïðåäåëåíèåì X. Ïóñòü L2 = L2(X,B,µ) - Ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé. Îïå-

ðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Q: L2 → L2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì

Qf(x) =

∫
X

ϕ(x, y)f(y)µ(dy) = Eϕ(x,X)f(X). (1.3)

Ïóñòü {ej : j ≥ 1} - ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ñî-

ñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Q, ñîîòâåñòâóþùèõ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì q1, q2 . . . òàêèì, ÷òî |q1| ≥ |q2| ≥ . . . . Òîãäà

σ2 = Eϕ2(X̄,X) =
∑
j≥1

q2j , ϕ(x, y) =
∑
j≥1

qjej(x)ej(y). (1.4)

Òàê êàê Q îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ÿäðî ϕ âûðîæäåíî

ðÿä (1.4) ñõîäèòñÿ â L2(X,B, µ × µ). Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî

L2(ϕ,ϕ1) ⊂ L2, îáðàçîâàííîå ϕ1 è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ej ,
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ñîîòâåòñòâóþùèì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì qj . Äîáàâëÿÿ

ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ e0, Qe0 = 0 ,ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ôóíêöèè e0, e1, . . . îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L
2 (ϕ,ϕ1).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

ϕ1(X) =
∑
j≥0

ajej(x) â L2, β = Eϕ2
1(X) =

∑
j≥0

a2j , (1.5)

ãäå aj = Eϕ1(X)ej(X). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Eej(X) = 0, äëÿ ëþáîãî

j. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (ej(X))j≥0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî `2 ⊂ R∞ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

x = (x1, x2 . . .) ∈ R∞ òàêèõ, ÷òî

| x |2=def 〈x, x〉, | x |<∞, 〈x, y〉 =
∑
j≥0

xjyj .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð

X =def (e0(X), e1(X), e2(X), . . .),

ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â R∞. Ïîñêîëüêó (ej(X))j≥0 ñèñòåìà

íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñè-

ÿìè, ñëó÷àéíûé âåêòîð X èìååò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó êîâàðèàöèé è

íóëåâîå ñðåäíåå. Â ñèëó (1.4) è (1.5) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ϕ(X, X̄) = 〈QX, X̄〉, ϕ1(X) = 〈a,X〉, (1.6)

ãäå Qx = (0, q1x1, q2x2, . . .), äëÿ x ∈ R∞ è a = (aj)j≥0 ∈ R∞. Ðàâåí-
ñòâà â (1.6) ïîçâîëÿþò âçÿòü íàì â êà÷åñòâå èçìåðèìîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X ïðîñòàíñòâî R∞. Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ X - ñëó÷àéíûé âåê-

òîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â R∞ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé êîâàðèàöèé è òàêîé, ÷òî

ϕ(X, X̄) = 〈QX, X̄〉, ϕ1(X) = 〈a,X〉.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(x, y) è ϕ1(x) - ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãó-

ìåíòîâ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âûêëàäêè.
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Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå.

×åðåç e(x) ìû îáîçíà÷èì exp{ix}, ò.å. e(x) = exp{ix}. Áóäåì ïèñàòü

A � B èëè A �s B, åñëè A ≤ cB èëè A ≤ csB ñîîòâåòñòâåííî.

A � B èëè A �s B îçíà÷àåò, ÷òî A � B � A èëè A �s B �s A

ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ìàòðèöû A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ s (èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà) ÷åðåç |A| = sup|x|=1 |Ax| ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

íîðìó îïåðàòîðà. Êðîìå ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå

íîðìû:

|A|22 =
∑

1≤i,j≤s

a2ij , |A|∞ = max
1≤i,j≤s

|aij |.

Ìàòðèöà I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (èëè åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Ââåäåì
ôóíêöèþ M(t;N) = 1/

√
|t|N +

√
|t| äëÿ |t| > 0. Åñëè ñëó÷àéíûé

âåêòîð X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòàíñòâå, òîãäà X̄ -

åãî íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ, à X̃ = X−X̄ - ñèììåòðèçàöèÿX. Äëÿ óñëîâ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ:

E{f(X,Y )|Y } = EXf(X,Y ) = EY f(X,Y ).

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé äëÿ ìîìåíòîâ:

βs = E|ϕ1(X)|s, γs = E|ϕ(X, X̄)|s,

σ2 = γ2, γs,r = E(E{|ϕ(X, X̄)|s|X})r,

òàêæå ïðåïîëîæèì, ÷òî

β2 <∞, 0 < σ2 <∞.

Òîãäà äèñïåðñèþ T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ET 2 = β2 +
N − 1

2N
σ2.

Ñòàòèñòèêà T ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé èç-çà óñëîâèÿ σ2 > 0, â ñèëó

êîòîðîãî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ñòàòèñòèêè íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè ïðåíåáðåæèìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè
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T íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì. Áîëåå òî÷íî, àñèìï-

òîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå T çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

T0 =
1

2

∑
j≥1

qj(η
2
j − 1) +

∑
j≥0

ajηj ,

ãäå ηj ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, a0, a1, . . . ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå âåñîâ è |q1| ≥ |q2| ≥ . . . ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Q, àññîöèèðîâàí-
íîãî ñ ÿäðîì ϕ. Îïåðàòîð Q îïðåäåëåí â (1.3). Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü

σ2 = 1.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó T∗:

T∗ =
∑

1≤i<k≤N

ϕ(Xj , Xk) + f1(X1, . . . , XM ) + f2(XM+1, . . . , XN ),

(1.7)

ãäå 1 ≤ M ≤ N/2. f1 = f1(X1, . . . , XM ) - ïðîèçâîëüíàÿ ñòàòèñòèêà,

çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò X1, . . . , XM , f2 = f2(XM+1, . . . , XN ) òàêæå

ïðîèçâîëüíàÿ ñòàòèñòèêà íå çàâèñÿùàÿ îò X1, . . . , XM . Çàìåòèì,

÷òî êëàññ ñòàòèñòèê T∗ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì êëàññ ñòàòèñòèê

T .

Äëÿ ñòàòèñòèêè T∗ îïðåäåëèì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè:

Q(T∗;λ) = sup
x

P{x ≤ T∗ ≤ x+ λ}, λ ≥ 0.

Ãëàâà 1

Â ãëàâå 1 ïîëó÷åíû âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, â ÷èñëî êîòî-

ðûõ âõîäèò îöåíêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñòàòèñòèêè T∗ è

ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåíñòâî äëÿ U-ñòàòèñòèê. Àíàëîãè÷íûå ðå-

çóëüòàòû èìåþòñÿ â ðàáîòå Áåíòêóñà è Ãåòöå 13, îäíàêî, ïðàâûå ÷à-

ñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ íå ñîäåðæàò çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ

íàì äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíîê. Ïîëó÷èòü òàêóþ çàâèñèìîñòü óäàëîñü
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áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåííûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñëîâèÿì íåâûðîæ-

äåííîñòè è çàìåíå ëåììû 6.6 èç ðàáîòû Áåíòêóñà è Ãåòöå íà ìîäè-

ôèöèðîâàííóþ ëåììó 2.5 èç ðàáîòû Óëüÿíîâà è Ãåòöå 20.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s×s,
X ∈ Rs- ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé C. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cs òàêàÿ, ÷òî

P{|X| ≤ cs} = 1, |A| ≤ cs, |C−1| ≤ cs.

Ïóñòü U è V íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ

ñóììàìè n íåçàâèñèìûõ êîïèé X. Òîãäà

|Ee{t〈AU, V 〉}| ≤ c(s)|detA|−1M2s(t;N) äëÿ |t| > 0,

Îöåíêà â ïîñëåäíåé ëåììå çàâèñèò îò äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû A.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, èñïîëüçîâàííûå â ðàáî-

òå Áåíòêóñà è Ãåòöå 13. Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè ñ÷èòàþòñÿ âû-

ïîëíåííûìè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z, ÿäðà ϕ, ïà-

ðàìåòðîâ 0 < p < 1, δ ≥ 0 è s ∈ N, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P {|A(Z)− I|∞ ≤ δ} = P
{

max
1≤i,j≤s

|ϕ(Zi, Z̄j)− δij | ≤ δ
}
≥ p,

ãäå A - ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = A(Z) = (aij)1≤i,j≤s,

ãäå aij = ϕ(Zi, Z̄j), Zi, Z̄j − íåçàâèñèìûå êîïèè Z.

Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ íàøà ðàáî-

òà, íàëîæåíû íå íà âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðà îò

åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà, à íà äåòåðìèíàíò ñàìîé ìàòðèöû A. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè

N (δ, p), åñëè:

P{W (Z̄) > δ} ≥ p,
20Ulyanov V., Götze F. Uniform approximations in the CLT for balls in euclidian

spaces // University of Bielefeld.- 2000.- no. SFB 343.
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P{|ϕ(Zi, Z̄j)| ≤ c} ≥ c1, 1 ≤ i, j ≤ s,

ãäå W (Z̄) = (detA)2,A = {aij}si,j=1, aij = ϕ(Zi, Z̄j),

Zi, Z̄j − íåçàâèñèìûå êîïèè âåêòîðà Z.

Ïðè ýòîì ïàðàìåòð p ìàë, à ïàðàìåòð c1 áëèçîê ê åäèíèöå.

Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ W (Z̄) > δ = q21 . . . q
2
9 íàì óäàëîñü â ÿâíîì

âèäå âûïèñàòü çàâèñèìîñòü îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îöåíêå õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè T∗. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò

ãëàâû 1, â êîòîðîì ïîëó÷åíà îöåíêà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

ñòàòèñòèêè T∗.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü m ∈ N è Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . . + X̃m)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , p).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòàòèñòèêè T∗, îïðåäåëåííîé â (1.7), ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî:

|Ee{tT∗}| �s
1

|q9|9
M2s(tm; pM/m). (1.8)

Íåðàâåíñòâî (1.8), ïîëó÷åííîå â äàííîé òåîðåìå, ñîäåðæèò çà-

âèñèìîñòü îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé qj , j = 1, 9 îïåðàòîðà Q. Àíàëî-
ãè÷íîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ðàáîòå Áåíòêóñà è Ãåòöå 13, îäíàêî,

â íåì íå óêàçàíà ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-

ðàòîðà Q. Ïîìèìî ýòîãî, òåîðåìà 1.1 èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâ 2 è 3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1

èñïîëüçîâàëàñü òåõíèêà ïåðåõîäà ê äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì âåêòî-

ðàì, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòåÞðèíñêîãî 19. Ñóòü äàííîãî ìåòîäà ñî-

ñòîèò â îöåíêå ñâåðõó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íåêîòîðîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû õàðàêòåðåñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äèñêðåòíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû.

Âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðà-

öèè è îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè èãðàåò ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå â ëåììå 1.2. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ψ(t) = |E exp (itTϑ)|, ãäå Tϑ - íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñòàòè-

ñòèêà, èñïîëüçóåìàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ðÿäà ðåçóëüòàòîâ.
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Ëåììà 1.2. Ïóñòü d ≥ 0 è s ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà

Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . .+ X̃m) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâû-

ðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , p). Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû

c1(s, d) è c2(s, d) òàêèå, ÷òî ñîáûòèå

D = {ψ(t− γ)ψ(t+ γ) ≤ c1(s, d)
1

|q9|9
Ms(γm; pM/m)},

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P{D} ≥ 1− c2(s, d)(pM/m)−d.

Äîêàçàòåëüñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî íåðàâåíñòâà â äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7.1 â ðàáîòå Áåíò-

êóñà è Ãåòöå 13, íî ðåçóëüòàò, îïÿòü æå, îòëè÷àåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ

íåðàâåíñòâà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà

Q.
Ãëàâà 2
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.2, â êîòîðîé

ïîëó÷åíà îöåíêà ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè U-ñòàòèñòèêè T∗.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü λ ≥ 0, òîãäà äëÿ ôóíêöèè êîíöåíòðà-

öèè ñòàòèñòèêè T∗ ïðè q9 6= 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Q(T∗;λ)� |q9|−18
max{λ;m0}

M
,

ãäå m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3), p � c.

Ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 1.2 îöåíêà ñîäåðæèò çàâèñèìîñòü îò ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Q âèäà O(|q9|−c), c > 0. Ðàíåå, îöåí-

êà ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ïîðÿäêà O(exp{−c|q9|}) áûëà äîêàçàíà

Áåíòêóñîì è Ãåòöå 13. Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

îöåíêà ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà ïî çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé îïåðàòîðà Q.
Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû

äîêàæåì, ÷òî, åñëè äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y = (2m)−1/2(X1+. . .+

Xm) âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , 2p), òîãäà

Q(T∗;λ)� |q9|−18
max{λ;m}

pM
. (1.9)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.9) èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 3 èç êíèãè Ïåòðî-

âà 21, ñîãëàñíî êîòîðîé

Q(T∗;λ) ≤ 2 max

{
λ;

1

A

}∫ A

−A

∣∣∣ ˆΨ(t)
∣∣∣ dt,

ãäå ˆΨ(t) =

∫
R
e{tx}dΨ(x),Ψ(x) = P {T∗ ≤ x} .

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.3, ïðèâå-

äåííîé íèæå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.3 ìû èñïîëüçóåì òåîðå-

ìó 1.1 îá îöåíêå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîå íåðàâåíñòâî äëÿ U-ñòàòèñòèê èç ëåììû 1.2.

Äëÿ A ≥ t0, t1 ≥ 0 îïðåäåëèì èíòåãðàëû

I0 =

∫ t1

−t1
|Ψ̂(t)|dt, I1 =

∫
t0≤|t|≤A

|Ψ̂(t)|dt
|t|
.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü m ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé

âåêòîð Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . . + X̃m) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , p) è s ≥ 9. Ââåäåì ðÿä

îáîçíà÷åíèé è óñëîâèé

k =
pM

m
, t0 =

c0(s)

m
k−1+2/s, t1 =

c1(s)

m
k−1/2,

c2(s)

m
≤ A ≤ c3(s)

m
,

ãäå cj(s), 0 ≤ j ≤ 3 - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Òîãäà

I0 �s |q9|−9(pM)−1, I1 �s |q9|−18m(pM)−1.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, íåîáõîäèìóþ äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà I1 .

21Ïåòðîâ Â. Â. Ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ì.: Íàóêà, 1972.
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Ëåììà 1.4. Ïóñòü ϕ(t), t ≥ 0 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òà-

êàÿ, ÷òî ϕ(0) = 1, 0 ≤ ϕ ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ s > 8

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

ϕ(t)ϕ(t+ τ) ≤ ΘMs(τ ;N),

äëÿ âñåõ t ≥ 0 è τ ≥ 0 è íåêîòîðîãî Θ ≥ 1, íå çàâèñÿùåãî îò

t è τ .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ A ≥ 1, 0 < B ≤ 1 è N ≥ 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî∫ A

B/
√
N

ϕ(t)
dt

t
�s

Θ2(1 + logA)

N
+ Θ2B−s/2N−s/4.

Íà âòîðîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íåîáõîäèìî ïîêà-

çàòü, ÷òî, åñëè ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì íåâûðîæäåííîñòè N (4q21 . . . q
2
9 , p), òîãäà

Q(T∗;λ)� |q9|−18
max{λ;m0}

pM
,

ãäå m0 � c|q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3).

(1.10)

Ìû èñïîëüçóåì (1.9) è ëåììó 1.5, â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî, íà÷è-

íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà m, âûïîëíåíèå íàøèõ óñëîâèé íåâûðîæ-

äåííîñòè N (4q21 . . . q
2
9 , p) äëÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà âëå÷åò çà ñîáîé

âûïîëíåíèå óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , 2p) è äëÿ ñóììû

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ Sm = m−1/2(X1 + . . .+Xm).

Ëåììà 1.5. Ïóñòü ãàóññîâñêèé âåêòîð G óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè N (4q21 . . . q
2
9 , 1− p).

Òîãäà, ïðè

m ≥ cs|q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3),

ñóììà Sm = m−1/2(X1 + . . . + Xm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , 1− 2p).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà òåîðåìû 1.2 íàì ïîòðåáóåòñÿ

(1.10), à òàêæå îöåíêà âåðîÿòíîñòè p, êîòîðàÿ áóäåò ïîëó÷åíà ñ

ïîìîùüþ ëåììû 1.6 è íåðàâåíñòâà

P {Z > 0, 5} ≥ 0, 25A−2,

ãäå Z - íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ, ÷òî EZ =

1,EZ2 ≤ A. Íèæå âûïèøåì ëåììó, â êîòîðîé ïîëó÷åíî ëîãàðèôìè-

÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå íàéäåí

ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà äåòåðìèíàíòà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A.

Ëåììà 1.6. Ïóñòü G1, . . . , Gs, G
′
1, . . . , G

′
s íåçàâèñèìûå, îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû â R∞ òàêèå,

÷òî Gi = (Gi1, Gi2, . . .) , G
′
i = (G′i1, G

′
i2, . . .), ãäå Gij , G

′
ij -

íåçàâèñèìûå, ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ýëåìåí-

òû. Ïóñòü |q1| ≥ |q2| ≥ . . . - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Q. W = (detA)2, ãäå A(G) =

{aij(G)}si,j=1, aij(G) = ϕ(Gi, G
′
j) = 〈QGi, Gj〉. Òîãäà

EW = (s!)2
∑

1≤i1<...<is<∞

(qi1 . . . qis)2,

(EW 2)1/2 ≤ c(s)EW.

Ãëàâà 3
Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíà îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ U-ñòàòèñòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñòàòèñòèêàì ôîí

Ìèçåñà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàí â âèäå

òåîðåìû 1.3, â êîòîðîé ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ U-ñòàòèñòèêè â îïòèìàëüíûõ ìîìåíòíûõ

óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 1.3. (i) Ïóñòü

m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3), p � c.
Òîãäà

∆N �
m0

N |q9|18
+

(β2
3 + γ2,2)

N |q13|13
+

(β4 + γ3)

N |q9|9
.
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(ii) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.2).

Òîãäà

∆N �
m0

N |q9|18
+

1

N |q9|9
· (β4 + β2

3 + γ3 + γ2,2).

Â ðàáîòå Áåíòêóñà è Ãåòöå 13 àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñîäåðæèò êîí-

ñòàíòó, êîòîðàÿ èìååò ïîðÿäîê O(exp (−c|qj |)), j = 9, 13, ïî çàâèñè-

ìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Q. Â äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå îöåíêà ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà ïî çàâèñèìîñòè îò |qi| è èìå-
åò ñòåïåííîé ïîðÿäîê O(|qj |−c), j = 9, 13

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ëåììó 1.7

Ëåììà 1.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , p).

(i) Ïóñòü s ≥ 13 è m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 +

γ3). Òîãäà

∆N �s
m0

pN |q9|18
+

(β2
3 + γ2,2)

N |qs|s
+

+
1

p6N |q9|9
· (β4 + β2

3 + γ3 + γ2,2).

(ii) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.2) è s ≥ 9. Òîãäà

∆N �s
m0

pN |q9|18
+

(β2
3 + γ2,2)

N |qs|s
+

+
1

p4N |q9|9
· (β4 + γ3 + γ2,2).

Êîíñòàíòà p îöåíèâàåòñÿ òàêæå, êàê è â òåîðåìå 1.2, à âåëè÷èíà

m0 ïîëó÷åíà â ëåììå 1.5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.7 îïèðàåòñÿ íà

ëåììû 1.8 è 1.9.

Îïðåäåëèì ñòàòèñòèêó T (r)

T (r) =
1

N

∑
1≤i<j≤N

ϕ(Zi, Zj) +
∑

1≤i≤N

fi(Zi),
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ãäå

Zj = Xj äëÿ 1 ≤ j ≤ r, r ∈ Z+, Zj = Gj äëÿ r < j ≤ N.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

äëÿ ñòàòèñòèêè T (r). Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé ëåììû ìû èñïîëüçî-

âàëè ðåçóëüòàòû ñ îöåíêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè â òåîðåìå

1.1 è ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåíñòâî èç ëåììû 1.2.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü m ∈ N, s ≥ 9 è t0 = m−1(pN/m)−1+2/s.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè N (q21 . . . q
2
9 , p). Òîãäà, äëÿ pN >

m è m−1 ≥ t∗ ≥ t0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (r) ñòàòèñòèêè

T (r) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

F (r)(x) =
1

2
+

i

2π
V.P.

∫ Nt∗

−Nt∗
e{−xt}F̂ (r)(t)

dt

t
+R,

ãäå |R| �s m/(pN |q9|18).

Â ëåììå 1.9 äîêàçàíà îöåíêà ïîïðàâêè Ýäæâîðòà.

Ëåììà 1.9. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ïîïðàâêè

Ýäæâîðòà F1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

|F̂1(t)| � N−1/2|t|3(β2
3 + γ2,2)1/2

∏
j≥1

(1 + 2t2q2j /25)−1/4.

Äàëåå, ïðè s ≥ 7 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:∫
|t|≥λ

|F̂1(t)|dt
|t|
� N−1/2(β2

3 +γ2,2)1/2|qs|−s/2λ3−s/2, äëÿ λ > 0,

∫
R
|F̂1(t)|dt

|t|
� N−1/2(β2

3 + γ2,2)1/2|qs|−3.

Áëàãîäàðÿ ëåììå 1.8, ìû ìîæåì îöåíèòü âåëè÷èíó ∆N ñâåðõó

ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆N ≤ J +R,
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J =def

∫ Nt∗

−Nt∗
|F̂ (t)− F̂0(t) + F̂1(t)|dt

|t|
.

R - îñòàòî÷íûé ÷ëåí, êîòîðûé îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñôîðìóëè-

ðîâàííûõ ðàíåå ëåìì 1.9 è 1.8.

Îïðåäåëèì κ = κ(t)

κ(t) = κ(t,N, ϕ,L(X)) = κ1(t) + κ2(t), l = [(N − 2)/20]

ãäå

κ1(t) = sup
L
|Ee{tN−1

∑
1≤j<k≤l

ϕ(Xj , Xk) + L(X1, . . . , Xl)}|,

κ2(t) = sup
L
|Ee{tN−1

∑
1≤j<k≤l

ϕ(Gj , Gk) + L(G1, . . . , Gl)}|,

ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ëèíåéíûì ñòàòèñòèêàì L, êîòîðûå ìî-

ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê L(x1, . . . , xl) =
∑l
j=1 fj(xj) ñ íåêîòî-

ðûìè ôóíêöèÿìè f1, . . . , fl. Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ κ(t),

ïðèìåíèâ òåîðåìó 1.1 ñ çàìåíîé N íà l.

Îöåíèì J . ×òîáû îöåíèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âûïè-

øåì ëåììó 1.10, â êîòîðîé äîêàçàíà îöåíêà äëÿ ∆̂N = |F̂ (t)−F̂0(t)+

F̂1(t)|.

Ëåììà 1.10. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∆̂N � κN−1(t4β4+t6β2
3+t2γ2+|t|3γ3+|t|5γ2γ3+t2γ2,2+t6γ2γ2,2).

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.2), òîãäà ˆF1(t) = 0 è âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

∆̂N � κN−1(t4β4 + t2γ2 + |t|3γ3 + t4γ2γ2,2).

Â ðàçäåëå 3.3 ãëàâû 3 ïîñòðîåíà îöåíêà äëÿ ñòàòèñòèê ôîí Ìè-

çåñà âèäà

M =
1

2N

∑
1<i,j<N

ϕ(Xi, Xj) +
1√
N

∑
16i6N

ϕ1(Xi).
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ßäðà ϕ è ϕ1 âûðîæäåíû. Ðåçóëüòàò äîêàçàí àíàëîãè÷íî îöåíêå òî÷-

íîñòè àïïðîêñèìàöèè U-ñòàòèñòèê.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(x) = (ϕ(x, x)− ν) /2, ãäå ν = Eϕ(X,X).

Ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî äëÿ M

M − ν

2
= T +

1

N

∑
16i6N

ψ(Xi),

ãäå T îïðåäåëåíà â (1.1). Ìû ïðèìåíèì îöåíêó äëÿ äàííûõ ñòàòè-

ñòèê, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Eψ(X) = 0 è % = Eψ2(X) < ∞. Ïóñòü F∗ -

ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (ïðè óñëîâèè q3 6= 0) ñ ïðåîáðà-

çîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

F̂∗(t) =
it√
N

Eψ(G)e{tT0} =
it√
N

Eψ0(G)e{tT0},

è òàêèì, ÷òî F∗(−∞) = 0. ÇàïèøåìH1 = F1+F∗, ïóñòüH - ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ M − ν/2. Îïðåäåëèì

δN = sup
x
|δN (x)| , δN (x) = H(x)− F0(x)−H1(x).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äëÿ ñòàòèñòèê ôîí

Ìèçåñà ÿâëÿåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå òåîðåìà 1.4.

Òåîðåìà 1.4. (i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q13 6= 0,

m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3), p � c. Òîãäà

ìû èìååì

δN 6
m0

N |q9|18
+

(β2
3 + γ2,2)

N |q13|13
+

(β4 + γ3 + %)

N |q9|9
.

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.2) âûïîëíåíî è q9 6= 0. Òîãäà ìû

èìååì

δN 6
m0

N |q9|18
+

1

N |q9|9
· (β4 + β2

3 + γ3 + γ2,2 + %).

Çàâèñèìîñòü îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé qj îïåðàòîðà Q èìååò

ñòåïåííîé ïîðÿäîê. Ðåçóëüòàòà òåîðåìû 1.4 ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò

àíàëîãè÷íóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà â ðàáîòå Áåíòêóñà è Ãåòöå
13 è èìååò ñòåïåííîé ïîðÿäîê.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âëàäèìèðà Âàñèëüåâè÷à

Óëüÿíîâà, êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è, òåðïåíèå è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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