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Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Èñòîðè÷åñêè, ïåðâûå ãëó-

áîêèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ïîÿâè-

ëèñü â äâàäöàòûå ãîäû äâàäöàòîãî âåêà. Ô.Òðèêîìè1 äëÿ ýëëèïòèêî-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåë êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñåé-

÷àñ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ Òðèêîìè. Çàòåì

Ñ.Ãåëëåðñòåäò èññëåäîâàë îáîáùåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ áîëåå îáùèõ

óðàâíåíèé ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Íîâûì ýòàïîì â ðàçâèòèè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé

ñìåøàííîãî òèïà ÿâèëèñü ðàáîòû Ì.À.Ëàâðåíòüåâà, Ô.È.Ôðàíêëÿ,

È.Í.Âåêóà, À.Â.Áèöàäçå, Ë.Â.Îâñÿííèêîâà, Ê.È.Áàáåíêî. Â ýòèõ ðà-

áîòàõ óêàçûâàëîñü íà àêòóàëüíîñòü çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòèêî-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ñâÿçè ñ òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêîé,

òåîðèåé ìàãíèòîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé, òåîðèåé áåñêîíå÷íî ìàëûõ èç-

ãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé. Ïîÿâèëèñü, òàêæå, ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèÿ â îáëà-

ñòè òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ íå òîëüêî ïî

âîïðîñàì êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷, íî è ïî âîïðîñàì

îáîáùåííîé ðàçðåøèìîñòè â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ, à

òàêæå áûëî íà÷àòî àêòèâíîå èçó÷åíèå çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè.

Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âîçíèêàþò

ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ åñòåñòâîçíà-

íèÿ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ãàçà èëè ìàëîñæèìàåìîé æèä-

êîñòè â êàíàëå, îêðóæåííîì ïîðèñòîé ñðåäîé. Â êàíàëå ãàçîäèíàìè-

÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè èëè ãàçà óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíå-

íèþ, à â ïîðèñòîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ôèëüòðàöèè, êîòî-

ðîå â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Ìàòåìàòè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé

ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç äèýëåêòðèêà è ïðîâîäÿùåé ñðåäû, ïðèâîäèò ê ñè-

ñòåìå, ñîñòîÿùåé èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Ìíî-

ãèå çàäà÷è òåïëîîáìåíà â ñðåäàõ ñ ðàçëè÷íûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè

1Tricomi F. Ulteriori richerche sull'equazione yzxx+zyy = 0. // Rend. Circolo Math. Palermo. 1028.

T. 58. P. 63-90.
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è ìàññîîáìåíà â êàïèëëÿðíî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ òàêæå ñâîäÿòñÿ ê çàäà-

÷àì äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ê òàêîãî ðîäà ïðîáëåìàì ìàòåìà-

òè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íàïèñàíî â ðàáîòàõ ß.Ñ.Óôëÿíäà, À.Ã.Øàøêîâà,

À.Ì.Íàõóøåâà, Õ.Àçèçà è Ý.Ñåòòàðè.

Â êîíöå ñåìèäåñÿòûõ � íà÷àëå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ äâàäöàòîãî âå-

êà ðàáîòû Å.È.Ìîèñååâà, Ñ.Ì.Ïîíîìàðåâà, Ò.Ø.Êàëüìåíîâà ïîëîæè-

ëè íà÷àëî ðàçâèòèþ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-

íèé ñìåøàííîãî òèïà. Â îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íåêî-

òîðûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ëåæàò çà-

äà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ýòè çàäà÷è

âîçíèêàþò è â ðÿäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ óðàâíåíèÿ îäíîãî ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî èëè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ì.Ïóàññîí2 ðàññìàòðèâàë

âîïðîñ î äâèæåíèè òåëà, ïîäâåøåííîãî ê êîíöó íåðàñòÿæèìîé íèòè.

À.Êíåçåð â 1914 ã. èçó÷àë êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïëîòíî-

ñòüþ, â íåêîòîðûõ òî÷êàõ êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíû ìàññû. À.Í.Êðûëîâ

è Ñ.Ï.Òèìîøåíêî ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ

ñòåðæíÿ, êàê îäíó èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ, ê êîòîðîé ñâî-

äèòñÿ òåîðèÿ èíäèêàòîðà ïàðîâîé ìàøèíû, èçó÷åíèå êðóòèëüíûõ êî-

ëåáàíèé âàëà ñ ìàõîâèêîì íà êîíöå è êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé øêèâà ñ

ïîäâåøåííîé íà êîíöå ìàññîé. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ñòðó-

íû èëè ìåìáðàíû, íàãðóæåííîé ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, ñâÿçàíà

ñ èçó÷åíèåì âèáðàöèé êðûëüåâ ñàìîëåòà. Àíàëîãè÷íûå ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè âîçíèêàþò â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â ñðåäàõ,

ãðàíè÷àùèõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè òåïëîåìêîñòÿìè è çàäà÷àõ îá èçó÷å-

íèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè åì-

êîñòÿìè è ñàìîèíäóêöèÿìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü À.À.Ñàìàðñêèì,

À.À.Âèòòîì è Ñ.Ï.Øóáèíûì.

Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííî-

ãî òèïà, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûìè. Áîëüøîé âêëàä

2Poisson M. Sur la maniere d'experimer les fonctions par des series de quantites periodiques, et sur

l'usage de cette transformation dans la resolution de di�erents problemes. 18eme cahier. V. XI. Paris:

l'Ecole Politechnique de Paris, 1820.
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â íàóêó áûë âíåñåí àêàäåìèêîì Â.À.Èëüèíûì3, ïîëó÷èâøèì ôóíäàìåí-

òàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Èì óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ áàçèñíîñòè ïîäñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ

ôóíêöèé ïó÷êà Ì.Â. Êåëäûøà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áàçèñíîñòè â Lp è ðàâ-

íîñõîäèìîñòè ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé

è ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì ýêñïîíåíò. Â.À.Èëüèíûì ïîëó÷åíû ðåçóëü-

òàòû, êàñàþùèåñÿ ñâÿçè ìåæäó âèäîì êðàåâûõ óñëîâèé è ñâîéñòâàìè

áàçèñíîñòè è ðàâíîñõîäèìîñòè ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì ðàçëîæå-

íèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì íåñàìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà, ïðîâåäåíî èçó÷åíèå âîïðîñà î áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè íà

çàìêíóòîì èíòåðâàëå ñèñòåì ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå À.À.Øêàëèêîâà4 ïîñòðîåíà îáùàÿ òåîðèÿ ñïåêòðàëüíûõ

çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì

â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, ãäå äîêàçàíû òåîðåìû êðàòíîé áàçèñíîñòè, ðàç-

ëîæåíèÿ è ïîëíîòû äëÿ âûäåëåííûõ êëàññîâ êðàåâûõ çàäà÷: ðåãóëÿð-

íûõ, ïî÷òè ðåãóëÿðíûõ è íîðìàëüíûõ. Â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ äîêàçàíû òåîðåìû ïîëíîòû è áàçèñíîñòè â çàâèñèìîñòè

îò ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ. À.Ì.Àõòÿìîâ â öèêëå ðàáîò, ïîñâÿùåí-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ â

äèàãíîñòèêå çàêðåïëåíèé è íàãðóæåííîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîëó-

÷èë ðÿä íîâûõ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Èì ïðåäëîæåíû

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñëîæíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïà-

ðàìåòðà â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìó-

ëû äèàãíîñòèêè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Îáùèé ïîäõîä ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ê èçó÷åíèþ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ àêàäåìèêà

3Èëüèí Â.À. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì.: Íàóêà, 1991.
4Øêàëèêîâ À.À. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðà-

ìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. // Òð. ñåì. èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. 1983. Ò. 9. Ñ. 190-229.
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Å.È.Ìîèñååâà5. Äëÿ ðÿäà îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà îí ïîëó÷èë ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ Òðèêîìè, Ôðàíêëÿ è Ãåëëåðñòåäòà, à òàêæå

îáîáùåííîé çàäà÷è Òðèêîìè â âèäå áèîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Äëÿ îáîñ-

íîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé Å.È.Ìîèñååâûì óñòàíîâëåíû òîíêèå

ðåçóëüòàòû îá óñëîâèÿõ áàçèñíîñòè ñèñòåì ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ, ó êîòî-

ðûõ èìååòñÿ íåíóëåâàÿ ôàçà è ñ÷èòûâàþùèé èíäåêñ, íå ÿâëÿþùèéñÿ,

âîîáùå ãîâîðÿ, öåëûì.

Â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â äèññåðòàöèè âîïðîñàìè îòìåòèì

ðàáîòû Æ.Áåí Àìàðà, Þ.Ì.Áåðåçàíñêîãî, Á.Ò.Áèëàëîâà, Â.Ä.Áóäàåâà,

Â.Â.Âëàñîâà, À.Ä.Âåíòöåëü, Ã.Ã.Äåâäàðèàíè, Ò.Ä.Äæóðàåâà,

Â.À.Åëååâà, Ñ.Â.Åôèìîâîé, Â.È.Æåãàëîâà, À.Í.Çàðóáèíà,

À.Ã.Êîñòþ÷åíêî, À.Ã.Êóçüìèíà, Â.Ì.Êóðáàíîâà, Â.Á.Ëèäñêîãî, Æ.-

Ë.Ëèîíñà, È.Ñ.Ëîìîâà, À.Ñ.Ìàêèíà, Ä.Á.Ìàð÷åíêîâà, Ñ.Â.Ìåëåøêî,

Â.Ï.Ìèõàéëîâà, Â.À.Íàõóøåâîé, Ç.À.Íàõóøåâîé, Þ.Â.Ïîêîðíîãî,

À.À.Ïîëîñèíà, À.Â.Ïñõó, Ñ.Ï.Ïóëüêèíà, Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé,

Î.À.Ðåïèíà, Å.Ì.Ðóñàêîâñêîãî, Ê.Á.Ñàáèòîâà, Â.À.Ñàäîâíè÷åãî,

Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâà, Ì.Ì.Ñìèðíîâà, À.Ï.Ñîëäàòîâà, ß.Ò.Ñóëòàíàåâà,

Å.À.Óòêèíîé, Ì.Ì.Õà÷åâà, Ñ.Ôóëòîíà, Ì.Ðîçî, Æ.Óîëòåðà.

Öåëè èññëåäîâàíèÿ. 1) Èçó÷åíèå âîïðîñà îá îäíîçíà÷íîé îáîá-

ùåííîé ðàçðåøèìîñòè â êëàññå L2 çàäà÷è Òðèêîìè ñ íåãëàäêèìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âîëíî-

âûì îïåðàòîðîì â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè è âûðîæäàþùèìñÿ íà ëèíèè

èçìåíåíèÿ òèïà ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì; 2) ïîëó÷åíèå ñïåêòðàëü-

íûì ìåòîäîì òî÷íîé àïðèîðíîé îöåíêè â êëàññàõ Lp è C ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Òðèêîìè äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ âîëíîâûì îïå-

ðàòîðîì â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè â ñëó÷àå, äîïóñêàþùåì ïðèìåíåíèå

ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ; 3) èçó÷åíèå ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è

áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Lp, p > 1 ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé êëàññè-

÷åñêèõ çàäà÷ ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, âîç-

íèêàþùèõ â òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, à òàêæå ôîðìóëèðîâ-

êà óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëü-

5Ìîèñååâ Å.È. Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ,

1988.
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íûõ ðàçëîæåíèé â êëàññàõ íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå; 4) ðåøåíèå ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì âîïðîñà

î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà÷è ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîä-

íîé â ãðàíè÷íîì óñëîâèè äëÿ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, âîçíèêàþ-

ùåé ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà òåïëîïåðåäà÷è ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèì

óðàâíåíèåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äîêàçàíû íîâûå

òåîðåìû êàê â òåîðèè ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òàê è â

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ñëó-

÷àå, äîïóñêàþùåì ñïåêòðàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è Òðèêîìè,

óñòàíîâëåíà òî÷íàÿ â êëàññàõ Lp è C àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ è,

òåì ñàìûì, äîêàçàíà ìàêñèìàëüíàÿ ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà÷è

ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîì óñëîâèè èç òåîðèè ïàðàáîëî-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîëó÷åíû íîâûå ðå-

çóëüòàòû ïî âîïðîñàì ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è áàçèñíîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Lp, ãäå p > 1, C,C1 ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ ñî

ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, âîçíèêàþùèõ â òåî-

ðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñïîëü-

çóåòñÿ ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ, ñãëàæèâàþùèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå ñïåê-

òðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê � àíàëèç ïðåäñòàâ-

ëÿþùåãî ðåøåíèå áèëèíåéíîãî ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà è êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Äëÿ

èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ áàçèñíîñòè â Lp, p > 1 ââîäèòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð êàê ôóíêöèÿ âûäåëåííîé ìèíèìàëüíîé ïîäñèñòåìû è ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî èçâåñòíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì

ïîñòðîåíèåì áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû è âûâîäîì àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé â êëàññàõ C,C1 óñòàíîâëåíà íà

îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèé áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿ-

æåííîé ñèñòåìû è ïîñëåäóþùèì ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåëîêàëü-
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íîãî õàðàêòåðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ïî-

ëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû è ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèÿì ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òåîðèè óðàâíåíèé ñìå-

øàííîãî òèïà, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, à

òàêæå â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Âîçìîæíî øèðîêîå ïðèìåíåíèå

ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ êîëå-

áàíèé íàãðóæåííûõ òåë, ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàçëè÷íûõ ôè-

çè÷åñêèõ ÿâëåíèé â òåîðèè òåïëîîáìåíà è ìàññîîáìåíà â êàïèëëÿðíî-

ïîðèñòûõ ñðåäàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè áûëè ñäåëà-

íû äîêëàäû íà ìíîãèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ, èç êîòîðûõ ìîæ-

íî âûäåëèòü ñëåäóþùèå: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåä-

ðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà Â.À.Èëüèíà, àêàäåìèêà Å.È.Ìîèñååâà è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ

È.À.Øèøìàðåâà, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðèìåíåíèé ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ïîä ðó-

êîâîäñòâîì àêàäåìèêà Å.È.Ìîèñååâà, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìè-

íàð êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà

À.À.Øêàëèêîâà, 3-rd and 4-th Internatinal Conference on Applied

Informatics (1997 and 1999, Eger-Noszvaj, Hungary), XXIII Seminar on

Stability Problems for Stochastic Models (2003, Pamplona, Spain), Ìåæ-

äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà"(2006,

Ìîñêâà), êîíôåðåíöèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ "Òèõîíîâñêèå ÷òå-

íèÿ"(2010, Ìîñêâà), êîíôåðåíöèÿ ÌÃÓ "Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ"(2011,

Ìîñêâà), ïîñâÿùåííàÿ 300-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èç-

ëîæåíû â 21 ðàáîòå àâòîðà è 3 ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ

Å.È.Ìîèñååâûì. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4

ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 14 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 209 íà-

èìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 172 ñòðàíèöû.
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ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè,

ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ, îòìå÷àåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà è

ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, èçëàãàåòñÿ îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 1 äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðè-

êîìè äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ âîëíîâûì îïåðàòî-

ðîì â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè

uxx(x, y)− uyy(x, y) = g(x, y), y < 0,

(1)

ux(x, y)− uyy(x, y) = g(x, y), y > 0

â îáëàñòè D, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îáúåäèíåíèå òðåóãîëüíèêà D− ñ

âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(0, 0), C(1/2,−1/2), B(1, 0), êâàäðàòà D+ ñ âåð-

øèíàìè â òî÷êàõ A,M(0, 1), N(1, 1), B è èíòåðâàëà AB, ãäå ïîä ðåøå-

íèåì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, y) èç êëàññà C(D)∩C1(D)∩C1,2(D+)∩
C2(D−), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòÿõD+, D− è óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(x, y)|CA = ψ(y), u(x, y)|AM = f(y), u(x, y)|MN = ϕ(x), (2)

g(x, y) ∈ C(D+ ∪ D−), ψ(y) ∈ C[−1/2, 0], f(y) ∈ C[0, 1], ϕ(x) ∈
C[0, 1], ψ(0) = f(0), f(1) = ϕ(0), óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü àïðè-

îðíîé îöåíêè.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Òðèêîìè (1)-(2), ïðè÷åì ψ(0) = 0, g(x, y) ∈ L2(D). Òîãäà äëÿ ýòîãî

ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(x, y)∥L2(D) + ∥u(x, 0)∥L2(0,1) 6 C1

(
∥g(x, y)∥L2(D)+
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(3)

+∥ψ(y)∥L2(−1/2,0) + ∥f(y)∥L1(0,1) + ∥ϕ(x)∥L2(0,1)

)
,

â êîòîðîé ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè

u(x, y).

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 1 ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà (3) áåç óñëîâèÿ

íîðìèðîâêè ψ(0) = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà.

Òàì æå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé îáîáùåííîé L2(D)−
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Òðèêîìè

Lu(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ D, u(x, y)|AC = ψ(y),

(4)

u(x, y)|AM = f(y), u(x, y)|MN = ϕ(x),

ãäå

g(x, y) ∈ L2(D), ψ(y) ∈ L2(−1/2, 0),

(5)

f(y) ∈ L1(0, 1), ϕ(x) ∈ L2(0, 1),

à äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ñîîòâåòñòâóåò ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(1):

Lu(x, y) ≡


ux(x, y)− uyy(x, y), y > 0,

uxx(x, y)− uyy(x, y), y < 0.

10



Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ÷èñëî U , êîòîðîå ïîëàãàåòñÿ ðàâ-

íûì ïðåäåëó ôóíêöèè ψ â òî÷êå y = 0 ñëåâà, åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùå-

ñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Íàçîâåì îáîáùåííûì L2(D)− ðåøåíèåì çàäà-

÷è Òðèêîìè (4)-(5) ñî çíà÷åíèåì èç L2(0, 1) íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà

ïàðó ôóíêöèé [u(x, y), τ(x)], u(x, y) ∈ L2(D), τ(x) ∈ L2(0, 1), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ òîæäåñòâó∫∫
D

[g(x, y)v(x, y)− u(x, y)L∗v(x, y)]dxdy = Uv(0, 0)−

−
∫

AM

f(y)v(x, y)dy + 2

∫
AC

ψ(y)dv(x, y) +

∫
MN

ϕ(x)vy(x, y)dx−

−
∫
AB

τ(x, 0)[v+y (x, 0)− v−y (x, 0)]dx

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, y) ∈ W 1,2
2 (D+) ∩ W 2

2 (D
−), v+(x, 0) =

v−(x, 0), x ∈ (0, 1), v(x, y)|CB∪BN∪MN = 0; v+(x, 0), v+y (x, 0)− ñëåäû ñî

ñòîðîíû îáëàñòè D+, v−(x, 0), v−y (x, 0)− ñëåäû ñî ñòîðîíû îáëàñòè

D−,

L∗v(x, y) ≡


− vx(x, y)− vyy(x, y), y > 0,

vxx(x, y)− vyy(x, y), y < 0.

Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü g(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàñ-

ñà L2(D), à ôóíêöèè ψ(y), f(y), ϕ(x) � ëþáûå ýëåìåíòû èç ïðî-

ñòðàíñòâ L2(−1/2, 0), L1(0, 1), L2(0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùå-
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ñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå L2(D) � ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè

(4)-(5) ñî çíà÷åíèåì èç L2(0, 1) íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà.

Â ðàáîòàõ Â.Ì.Ãîâîðîâà è Ì.Áàðíîâñêîé èçó÷åí âîïðîñ îá îäíîçíà÷-

íîé îáîáùåííîé ðàçðåøèìîñòè â êëàññå L2 ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèé ñ íåãëàäêèìè ãðà-

íè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èññëåäîâàíà òî÷íîñòü àïðèîðíûõ

îöåíîê ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ.

Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 1 íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òðèêîìè (1)-(2) â âèäå áèëèíåéíîãî ðÿäà äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f(y) ∈ Cα[0, 1], α ∈ (0, 1], f(0) = f(1),

g(x, y) = 0, (x, y) ∈ D+ ∪ D−, ψ(y) = 0, y ∈ [−1/2, 0], ϕ(x) =

0, x ∈ [0, 1], ε � ëþáîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 2]. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè (1)-(2) è äëÿ ýòîãî ðå-

øåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(x, y)∥L3−ε(D+) + ∥u(x, y)∥C(D−) 6 C7∥f(y)∥L1(0,1), (6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C7 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u(x, y).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî îöåíêà (6) ïðè ε = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà.

Îöåíêà (6) ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé p > 1, ò.å. èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

∥u(x, y)∥L3p−ε(D+) + ∥u(x, y)∥C(D−) 6 C7∥f(y)∥Lp(0,1)

äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 3p− 1].

Â ïàðàãðàôå 5 ãëàâû 1 ðàññìîòðåíà â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè â âèäå áèëèíåéíîãî ðÿäà ñïåê-

òðàëüíàÿ çàäà÷à

u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (0, 1), (7)
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u(0) = 0, u′(1) = dλu(1), (8)

ãäå d � ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ýòà çàäà÷à èìååò

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

un(x) =
√
2 sin

√
λnx, (9)

−π/2 < arg
√
λn 6 π/2, ãäå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λn, n = 1, 2, 3, . . . ÿâëÿ-

þòñÿ çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí

êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ctg
√
λ = d

√
λ.

Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè d /∈ {ctg z/z}, ãäå {z} � ìíîæåñòâî (êîì-

ïëåêñíûõ) êîðíåé óðàâíåíèÿ 1 +
sin z cos z

z
= 0, òî ñèñòåìà {un(x)},

n = 1, 2, . . . ,m − 1,m + 1, . . . ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (7)-(8)

áåç ëþáîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

Lp(0, 1), p > 1 (áàçèñîì Ðèññà ïðè p = 2). Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿ-

æåííàÿ ñèñòåìà {Ψn(x)} ê ýòîé ñèñòåìå ñîñòîèò èç ôóíêöèé Ψn(x),

ãäå

Ψn(x) =
1

1 + d sin2
√
λn

(√
2 sin

√
λnx−

sin
√
λn

sin
√
λm

√
2 sin

√
λmx

)
,

n = 1, 2, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . .

Åñëè d = ctg z/z, ãäå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z � ëþáîé êîðåíü óðàâíåíèÿ

1 +
sin z cos z

z
= 0, òî âñÿ ñèñòåìà (9) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è

(7)-(8) îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1 (áàçèñ Ðèññà

ïðè p = 2). Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {Ψn(x)} ê ýòîé

ñèñòåìå ñîñòîèò èç ôóíêöèé Ψn(x), ãäå λl = z2,

Ψl(x) =
√
2 sin

√
λlx−

x

d
√
λl

√
2 cos

√
λlx,

Ψn(x) =
1

1 + d sin2
√
λn

(√
2 sin

√
λnx−

sin
√
λn

sin
√
λl

√
2 sin

√
λlx

)
,
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n = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . .

Äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ul(x) ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèÿ

vl(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

v′′l (x) + λvl(x) = ul(x), x ∈ (0, 1),

vl(0) = 0, −v
′
l(1)

d
+ λlvl(1) = ul(1).

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä

vl(x) = α
√
2 sin

√
λlx−

x

2
√
λl

√
2 cos

√
λlx,

ãäå α � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè d = ctg z/z, ãäå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z � ëþáîé

êîðåíü óðàâíåíèÿ 1+
sin z cos z

z
= 0, òî ñèñòåìà {un(x)}, ñîñòîÿùàÿ èç

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (9) çàäà÷è (7)-(8) , n = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,

è ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèè ul(x) = vl(x), λl = z2 (âìåñòî ñîáñòâåí-

íîé ôóíêöèè âûáðàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðèñîåäèíåííàÿ) ïðè α ̸=
d

6(d+ 1)
îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1 (áàçèñ Ðèññà

ïðè p = 2). Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {Ψn(x)} ê ýòîé

ñèñòåìå ñîñòîèò èç ôóíêöèé Ψn(x), ãäå

Ψl(x) =
1

α− d

6(d+ 1)

(√
2 sin

√
λlx−

x

d
√
λl

√
2 cos

√
λlx

)
,

Ψn(x) =
1

1 + d sin2
√
λn

[√
2 sin

√
λnx−

sin
√
λn

sin
√
λl

√
2 sin

√
λlx−

−d
2 sin

√
λn sin

√
λl

2
[
α− d

6(d+ 1)

] (√
2 sin

√
λlx−

x

d
√
λl

√
2 cos

√
λlx

)]
,

n = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . .
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Â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 1.4 ñêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {un(x)}
ïðè α =

d

6(d+ 1)
íå ïîëíà è íå ìèíèìàëüíà. Ôóíêöèÿ

√
2 sin

√
λlx−

x

d
√
λl

√
2 cos

√
λlx

îðòîãîíàëüíà êî âñåì ýëåìåíòàì ýòîé ñèñòåìû è ñïðàâåäëèâî ðàçëîæå-

íèå
d

6(d+ 1)

√
2 sin

√
λlx−

x

2
√
λl

√
2 cos

√
λlx =

=
∞∑
k=1
k ̸=l

1

1 + d sin2
√
λk

[ 1∫
0

(√
2 sin

√
λkt−

sin
√
λk

sin
√
λl

√
2 sin

√
λlt

)
×

×
(
− t

2
√
λl

)√
2 cos

√
λltdt

]
√
2 sin

√
λkx.

Â ðàáîòàõ Ç.Ñ.Àëèåâà, Í.Á.Êåðèìîâà è Â.Ñ.Ìèðçîåâà ðàññìîòðå-

íû âîïðîñû áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1 ñèñòåì ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñî ñïåêòðàëüíûì

ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Èçó÷åíû îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà

ðåøåíèé ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ è ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è êîðíåâûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 2 äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðè-

êîìè äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèÿ ñ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ëèíèåé èçìåíåíèÿ òèïà è âûðîæäåííîé íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòüþ

−yuxx(x, y)− uyy(x, y) = g(x, y), y < 0,

(10)
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ux(x, y)− uyy(x, y) = g(x, y), y > 0

â îáëàñòè D, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îáúåäèíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî òðåóãîëüíèêà D− óðàâíåíèÿ (10) ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(0, 0),

C(1/2,−l), B(1, 0), l = (3/4)(2/3), êâàäðàòà D+ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

A,M(0, 1), N(1, 1), B è èíòåðâàëà AB, ãäå ïîä ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ

ôóíêöèÿ u(x, y) èç êëàññà C(D) ∩ C1(D) ∩ C1,2(D+) ∩ C2(D−), ÿâëÿþ-

ùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10) â îáëàñòÿõ D+, D− è óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(x, y)|CA = ψ(y), u(x, y)|AM = f(y), u(x, y)|MN = ϕ(x), (11)

g(x, y) ∈ C(D+ ∪ D−), ψ(y) ∈ C[−l, 0], f(y) ∈ C[0, 1], ϕ(x) ∈
C[0, 1], ψ(0) = f(0), f(1) = ϕ(0), óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü àïðè-

îðíîé îöåíêè

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Òðèêîìè (10)-(11), ïðè÷åì g(x, y) ∈ L2(D). Òîãäà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(x, y)∥L2(D) 6 C1

(
∥g(x, y)∥L2(D)+

(12)

+∥ψ(y)∥G(−l,0) + ∥f(y)∥L1(0,1) + ∥ϕ(x)∥L2(0,1)

)
,

â êîòîðîé ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè

u(x, y).

Ïðåäâàðèòåëüíî â ïàðàãðàôå 1 ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèî-

íàëüíîå ïðîñòðàíñòâî G(−l, 0) èçìåðèìûõ íà èíòåðâàëå (−l, 0) ôóíê-
öèé ψ(y), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîíèìàåìûå â ñìûñëå Ëåáåãà èíòå-

ãðàëû
0∫

−l

(−y)ψ2(y)dy,

0∫
−l

(−y)−1/2|ψ(y)|dy,
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à íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∥ψ(y)∥G(−l,0) =
( 0∫
−l

(−y)ψ2(y)dy
)1/2

+

0∫
−l

(−y)−1/2|ψ(y)|dy.

Òàì æå ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äâà óòâåðæäåíèÿ, îïèñûâàþùèõ

ñâîéñòâà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Àïðèîðíàÿ îöåíêà (12) ñïðàâåäëèâà áåç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè äëÿ

ðåøåíèÿ â òî÷êå (0,0), â îòëè÷èå îò îöåíêè (3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

àïðèîðíûõ îöåíîê (3) è (12) ðåøåíèé çàäà÷ (1)-(2) è (10)-(11) ïðåäëî-

æåí ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè çàäà÷è

Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì,

äàþùèé âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè

ðåøåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà. Ó÷åò ãåîìåòðèè îáëàñòè ïðè ïðè-

ìåíåíèè ìåòîäà ñãëàæèâàþùèõ ôóíêöèé áûë ïðîâåäåí, íàïðèìåð, â

ðàáîòàõ Â.Ï.Äèäåíêî, Þ.Â.Äåâèíãòàëÿ è Ê.Ìîðàâåö.

Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 2 îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé îáîá-

ùåííîé L2(D)− ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Òðèêîìè. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ â

ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò

ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10):

Lu(x, y) ≡


ux(x, y)− uyy(x, y), y > 0,

− yuxx(x, y)− uyy(x, y), y < 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàçîâåì îáîáùåííûì L2(D)− ðåøåíèåì çàäà÷è

Òðèêîìè

Lu(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ D, u(x, y)|AC = ψ(y),

(13)

u(x, y)|AM = f(y), u(x, y)|MN = ϕ(x),
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ãäå

g(x, y) ∈ L2(D),
√

(−y)ψ(y) ∈ L2(−l, 0),

(−y)(−1/2)ψ(y) ∈ L1(−l, 0), (14)

f(y) ∈ L1(0, 1), ϕ(x) ∈ L2(0, 1),

ôóíêöèþ u(x, y) ∈ L2(D), óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó∫∫
D

[g(x, y)v(x, y)− u(x, y)L∗v(x, y)]dxdy =

= −
∫

AM

f(y)v(x, y)dy +

∫
MN

ϕ(x)vy(x, y)dx+ (15)

+

∫
AC

ψ(y)(
√

(−y)dv(x, y) + d(
√
(−y)v(x, y))

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, y) ∈ W 1,2
2 (D+)∩W 2

2 (D
−)∩W 1

2 (D), ïîä÷èíåííîé

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì v(x, y)|CB∪BN∪MN = 0. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

L∗ ê îïåðàòîðó L îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

L∗v(x, y) ≡


− vx(x, y)− vyy(x, y), y > 0,

− yvxx(x, y)− vyy(x, y), y < 0.

Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü g(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà

L2(D) , à ôóíêöèè ψ(y), f(y), ϕ(x) � ëþáûå ýëåìåíòû èç ïðîñòðàíñòâ

G(−l, 0), L1(0, 1), L2(0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå L2(D) � ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè (13)-(15).
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Â ïàðàãðàôàõ 1 è 2 ãëàâû 3 èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñ

êâàäðàòîì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â ãðàíè÷íîì óñëîâèè

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, (16)

X(1) = 0, X ′(0) = −dλ2X(0), (17)

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Xn(x) = sin
√
λn(1− x), n = 1, 2, 3, . . . ,

îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ

ctg
√
λ = d(

√
λ)3. (18)

Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè íà ïðÿìîóãîëüíèêå ñìåøàííîé çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òàêæå

çàïèñàííûì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, òîëüêî âðåìÿ è

ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ â êîòîðîì ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè.

Óðàâíåíèå (18) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé è, â

ñëó÷àå d > 0, îäèí îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, à â ñëó÷àå d < 0 äâà êîì-

ïëåêñíûõ êîðíÿ, ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1 è λ2 �

ëþáûå äâà êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, à îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè

ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Â ïàðàãðàôå 1 ïîñòðîåíà áèîð-

òîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ê èñõîäíîé ñèñòåìå áåç äâóõ ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 3.1. Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {Ym(x)},m =

3, 4, 5, . . . ê ñèñòåìå {Xm(x)},m = 3, 4, 5, . . . áóäåò ñîñòîÿòü èç ôóíê-

öèé âèäà

Ym(x) =
2

1 + 3dλm sin2
√
λm

[
Xm(x)−

−(λm − λ2)Xm(0)

(λ1 − λ2)X1(0)
X1(x)−

(λm − λ1)Xm(0)

(λ2 − λ1)X2(0)
X2(x)

]
.
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Â ôîðìóëàõ äëÿ ôóíêöèé áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ñëåäóåò ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èõ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Â ïàðàãðàôå 2 ðå÷ü èäåò î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (16)-(17).

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f(x) ∈ C[0, 1]. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ðàçëîæè-

ìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [0, 1] ïî ñèñòåìå

{Xk(x)}, k = 3, 4, 5, . . . â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ

F (x) = f(x) +
(1− x)

d(λ1 − λ2) sin
√
λ1 sin

√
λ2

×

×
1∫

0

[sin
√
λ2 sin

√
λ1(1− t)− sin

√
λ1 sin

√
λ2(1− t)]f(t)dt

ðàçëîæèìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [0, 1] ðÿä Ôóðüå ïî

ñèñòåìå {
√
2 sin π(k − 2)x}, k = 3, 4, 5, . . ..

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x) ∈ Cα[0, 1], ãäå Cα � êëàññ Ãåëüäåðà ïîëî-

æèòåëüíîãî ïîðÿäêà, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: f(1) = 0 è

f(0) +
1

d(λ1 − λ2) sin
√
λ1 sin

√
λ2

×

×
1∫

0

[sin
√
λ2 sin

√
λ1(1− t)− sin

√
λ1 sin

√
λ2(1− t)]f(t)dt = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ðàçëîæèìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå

íà îòðåçêå [0, 1] ïî ñèñòåìå {Xk(x)}, k = 3, 4, 5, . . ..

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f(x) ∈ Cα[0, 1], α > 0, f(1) = 0. Òîãäà ôóíê-

öèÿ f(x) ðàçëîæèìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
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f(x) =
∞∑
k=2

1

1 + 3dλk sin
2
√
λk

[
d
√
2 sin

√
λk(λk − λ1)f(0)+

+

1∫
0

(√
2 sin

√
λk(1− t)− sin

√
λk

sin
√
λ1

√
2 sin

√
λ1(1− t)

)
f(t)dt

]
×

×
√
2 sin

√
λk(1− x) (19)

íà îòðåçêå [0, 1] ïî ñèñòåìå {Xk(x)}, k = 2, 3, 4, . . ..

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäå-

ðà C1+α[0, 1], α > 0 è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ f(1) = 0.

Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ðàçëîæèìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå

[0, 1] ðÿä (19) ïî ñèñòåìå {Xk(x)}, k = 2, 3, 4, . . ., ïðè÷åì ýòîò ðÿä

ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, è ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèç-

âîäíûõ, áóäåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1] ê ïðîèçâîäíîé

f ′(x).

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (0, 1), (20)

u′(0) + aλu(0) = 0, u′(1)− bλu(1) = 0 (21)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â îáîèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ; a è b � çà-

äàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è
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(20)-(21) ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé u1(x) = −
√
2/a, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåð-

âîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = 0, è ôóíêöèé âèäà

uk(x) =
√
2
(
sin

√
λkx−

cos
√
λkx

a
√
λk

)
, k = 2, 3, 4, . . . , (22)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ctg
√
λ =

abλ− 1√
λ(a+ b)

.

Ê ýòîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å ìîæíî ñâåñòè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ âîëíîâûì

îïåðàòîðîì è îïåðàòîðîì òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ äâóõ ëè-

íèé èçìåíåíèÿ òèïà.

Óñòàíîâëåíû äâà óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 3.5. Â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b âûáåðåì ëþ-

áûå äâà íîìåðà m è n, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà a è b âûáåðåì ëþáûå äâà íî-

ìåðà m è n ðàçíîé ÷åòíîñòè. Îáîçíà÷èì r1(x) = um(x), r2(x) = un(x),

à èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ íàøåé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

(22) ñîñòàâèì íîâóþ ñèñòåìó {uk(x)} â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë λk áåç íîìåðîâ n è m. Òîãäà ýòà ïîäñèñòåìà áóäåò

îáðàçîâûâàòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1 (ïðè p=2 áàçèñ

Ðèññà), à áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {wk(x)} ê íîâîé ñè-

ñòåìå {uk(x)} áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

wk(x) =
1

∥uk∥2L2(0,1)
+ au2k(0) + bu2k(1)

×

×
[
uk(x)−

uk(0)r2(1)− uk(1)r2(0)

r1(0)r2(1)− r1(1)r2(0)
r1(x) +

uk(0)r1(1)− uk(1)r1(0)

r1(0)r2(1)− r1(1)r2(0)
r2(x)

]
.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü a = b, m è n � ëþáûå äâà íîìåðà îäèíàêîâîé

÷åòíîñòè. Óäàëèì èç íàøåé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (22) äâå
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ôóíêöèè ñ íîìåðàìè m è n, à èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ñîñòàâèì

íîâóþ ñèñòåìó {uk(x)} â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk

áåç íîìåðîâ n è m. Òîãäà ïîñòðîåííàÿ ïîäñèñòåìà {uk(x)} èñõîäíîé

ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (20)-(21) áóäåò íå ïîëíà è íå

ìèíèìàëüíà â L2(0, 1) .

Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 4 èçó÷àåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñëåäóþùåãî

âèäà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè íåïðåðûâíóþ íà çàìûêàíèè D îáëàñòè

D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T} ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T, (23)

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = f(x), 0 6 x 6 1 (24)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(1, t) = 0, aux(0, t) + uxt(0, t) = but(0, t), (25)

0 < t < T, a, b = const > 0.

Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò â òåîðèè ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâåíñòâîì ïîòîêîâ íà ãðàíèöå

ðàçäåëà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé. Â ñâÿ-

çè ñ èçó÷åíèåì çàäà÷è (23)-(25) ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì â ïàðàãðàôå

1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à

Y ′′(x) + λY (x) = 0, 0 < x < 1, (26)

Y ′(1) = 0, (a− λ)Y (0) = bY ′(0), (27)

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû a è b � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è èìåþò âèä

Yn(x) =
√
2 cos

√
λn(1− x), n = 0, 1, 2, . . .
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ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λn èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

tg
√
λ =

(a− λ)

b
√
λ

.

Íóëåâîé èíäåêñ ïðèñâàèâàåòñÿ ëþáîé íàïåðåä âûáðàííîé ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè, à âñå îñòàëüíûå íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë. Ôóíêöèè áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû {Ψn(x)} ê

ñèñòåìå {Yn(x)}, n = 1, 2, 3, . . . îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Ψn(x) =
√
2
(
cos

√
λn(1− x)− cos

√
λn cos

√
λ0(1− x)

cos
√
λ0

)
×

×
(
1 +

cos2
√
λn

b
+
a cos2

√
λn

bλn

)−1

.

Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü g(x) ∈ C[0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä

∞∑
n=1

1∫
0

Ψn(t)g(t)dtYn(x) (28)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1] ê ôóíêöèè g(x) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè

g(x) +
b

cos
√
λ0

1∫
0

cos
√
λ0(1 − s)g(s)ds ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

{
√
2 cos

(π
2
+ π(n− 1)

)
(1− x)}, n = 1, 2, 3, . . ..

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà Cα[0, 1] ñ

ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì α è âûïîëíåíî óñëîâèå g(0) +
b

cos
√
λ0

1∫
0

cos
√
λ0(1 − s)g(s)ds = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) ðàçëîæèìà â

ðÿä (28), ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [0, 1].
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà

Cα[0, 1] ñ ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì α. Òîãäà åå ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [0, 1] ðÿä

g(x) = 2
∞∑
n=0

g(0) cos
√
λn

b
+

1∫
0

cos
√
λn(1− t)g(t)dt

1 +
cos2

√
λn

b
+
a cos2

√
λn

bλn

cos
√
λn(1− x).

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (26)-(27) íåîáõîäèìà ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé, îòâå÷àþùèõ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å, âîçíèêà-

þùåé ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ çàäà÷è (23)-(25),

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1,

X(1) = 0, (a− λ)X ′(0) + λbX(0) = 0,

êîòîðàÿ èìååò òîëüêî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xn(x) =
√
2 sin

√
λn(1− x), n = 0, 1, 2, . . .

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè èç òîãî æå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ tg
√
λ = (a−λ)/(b

√
λ), ÷òî è ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, ðàñ-

ñìîòðåííàÿ â ïåðâîì ïàðàãðàôå. Íóëåâîé èíäåêñ ïðèñâàèâàåòñÿ ëþáîé

íàïåðåä âûáðàííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, à âñå îñòàëüíûå íóìåðóþò-

ñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ôóíêöèè áèîðòîãîíàëüíî

ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû {ϕk(x)} ê ñèñòåìå {Xk(x)}, k = 1, 2, 3, . . . îïðå-

äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ϕk(x) =
√
2

(
sin

√
λk(1− x)−

√
λ0 cos

√
λk sin

√
λ0(1− x)√

λk cos
√
λ0

)
/

/

(
1 +

cos2
√
λk

b
+
a cos2

√
λk

bλk

)
.
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà íà [0,1] è f(1) =

0, òî îíà ðàçëîæèìà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà [0,1] ðÿä

f(x) =
∞∑
k=1

1∫
0

ϕk(t)f(t)dtXk(x)

ïî ñèñòåìå {Xk(x)}, k = 1, 2, 3, . . .. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è (23)-(25)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ake
−λktXk(x), Ak =

1∫
0

f(z)ϕk(z)dz. (29)

Íàëè÷èå ôîðìóëû (29) äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (23)-

(25); òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è íå èìååò ìå-

ñòà. Ïîòðåáîâàâ äîïîëíèòåëüíî íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ

çàäà÷è (23)-(25) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â òî÷êå (0,0), ìû ìî-

æåì ãàðàíòèðîâàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà. Îòìåòèì, ÷òî îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ãäå ïðèìåíÿëñÿ ïðèíöèï

ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, áûëà ðàáîòà Ñ.Àãìîíà,

Ë.Íèðåíáåðãà è Ì.Ïðîòòåðà.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x), ïðè-

íàäëåæàùóþ êëàññó Ãåëüäåðà Cα[0, 1] ñ ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêà-

çàòåëåì α è f(1) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t)

çàäà÷è (23)-(25) ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ux(x, t) â òî÷êå (0,0), êî-

òîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà

u(x, t) = 2
∞∑
n=0

−f
′(0) cos

√
λn

b
√
λn

+
f(0) cos

√
λn√

λn
+

1∫
0

sin
√
λn(1− s)f(s)ds

1 +
cos2

√
λn

b
+
a cos2

√
λn

bλn

×

× sin
√
λn(1− x)e−λnt.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêàì Âëàäèìèðó

Àëåêñàíäðîâè÷ó Èëüèíó è Åâãåíèþ Èâàíîâè÷ó Ìîèñååâó çà ïîñòîÿííîå

âíèìàíèå ê åãî íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè è ïîääåðæêó.
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