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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîáëåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîñòðî-

åíèÿ è ïîäñ÷åòà ÷èñëà ýëåìåíòîâ çàäàííîãî ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèõ íåêî-

òîðûìè ñâîéñòâàìè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòå-

ìàòèêè. Ê ïðîáëåìàì òåîðèè ïåðå÷èñëåíèÿ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è î

÷èñëå n-âåðøèííûõ íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè,

÷èñëå ðåøåíèé çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè î

÷èñëå èçîìåðîâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Â äèññåðòàöèè ðåøàþòñÿ íåêîòî-

ðûå ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïîäìíîæåñòâî A

êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàþòñÿ (k, l)-ñâîáîäíûì îò ñóìì ((k, l)-ÌÑÑ), åñëè

óðàâíåíèå

x1 + . . .+ xk = y1 + . . .+ yl

íå èìååò ðåøåíèé â A. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ îöåíêà ÷èñëà (k, l)-

ÌÑÑ â öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ, íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè (k, l)-

ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ è îöåíêà ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâèìûõ

â âèäå ñóììû è ðàçíîñòè çàäàííîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â öèêëè÷åñêèõ

ãðóïïàõ.

Îñíîâûì ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â äèññåðòàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çà-

äà÷, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä êîíòåéíåðîâ. Ðàíåå ìåòîä èñïîëü-

çîâàëñÿ À.À. Ñàïîæåíêî1, 2, Á. Ãðèíîì è È. Ðóæåé3, 4, Â. Ëüâîì, Ò. Ëó-

÷àêîì è Ò. Øîíîì5 ïðè ðåøåíèè ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, ïðèâåäåííûõ

âûøå. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ñåìåé-

ñòâà ñòðîèòñÿ ñèñòåìà êîíòåéíåðîâ, òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà

ñîäåðæèòñÿ ïîëíîñòüþ èëè ¾ïî÷òè ïîëíîñòüþ¿ â íåêîòîðîì êîíòåéíåðå èç

ïîñòðîåííîé ñèñòåìû. ×èñëî êîíòåéíåðîâ â ñèëó èõ ñïåöèàëüíîãî ïîñòðî-

åíèÿ ïðîùå îöåíèâàòü, ÷åì ÷èñëî èñõîäíûõ ìíîæåñòâ. Â ñëó÷àå, êîãäà
1Ñàïîæåíêî À.À. Î ÷èñëå ìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì, â àáåëåâûõ ãðóïïàõ // Âåñòíèê Ìîñ-

êîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ñåð. 1. Ìàòåìàòèêà, Ìåõàíèêà. 2002. � 4. C. 14�17.
2Ñàïîæåíêî À.À. Ðåøåíèå ïðîáëåìû Êàìåðîíà-Ýðä�åøà äëÿ ãðóïï ïðîñòîãî ïîðÿäêà // Âû÷èñëè-

òåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2009. Ò. 49. � 8. C. 1�7.
3Green B., Ruzsa I. Counting sum-sets and sum-free sets modulo a prime // Studia Sci. Math.

Hungarica. 2004. 41. P. 285�293.
4Green B., Ruzsa I. Sum-free sets in abelian groups // Israel J. Math. 2005. 147. P. 157�188.
5Lev V.F., Luczak T., Schoen T. Sum-free sets in abelian groups // Israel J. Math. 2001. 125. P. 347�367.
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ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ÷èñëà îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè, äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé îöåíêè ëîãàðèôìà ýòî-

ãî ÷èñëà ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñíèçó ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî

ïî ìîùíîñòè îáúåêòà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè. Â äèñ-

ñåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíòåéíåðîâ ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè,

à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûå ðåçóëüòàòû. Äî

ïîñëåäíåãî âðåìåíè äàííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ òîëüêî ê çàäà÷å îöåíêè

÷èñëà (2, 1)-ÌÑÑ. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä êîíòåéíåðîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ

áîëåå øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìíîæåñòâî, (2, 1)-ñâîáîäíîå

îò ñóìì, íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ìíîæåñòâîì, ñâîáîäíûì îò ñóìì (ÌÑÑ).

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé â îáëàñòè îöåíêè ÷èñëà ÌÑÑ áûëî ïîëîæåíî â

ðàáîòå Ï. Êàìåðîíà6. Â íåé èññëåäîâàëàñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ õàóñäîð-

ôîâîé ðàçìåðíîñòè ñåìåéñòâà âñåõ ÌÑÑ â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Í. Êàëêèí, Í. Àëîí, Ï. Ýðä�åø è À. Ãðàíâèëü

ïîêàçàëè, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ ÌÑÑ ðàâíà 1/2.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áûëè èíèöèèðîâàíû ñîâìåñòíîé ðàáîòîé7 Ï.

Ýðä�åøà è Ï. Êàìåðîíà, â êîòîðîé íàéäåíà àñèìïòîòèêà ÷èñëà ÌÑÑ â

îòðåçêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò n/3 äî n è âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî

÷èñëî ÌÑÑ âî âñåì îòðåçêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [1, n] åñòü O(2n/2). Ãèïî-

òåçà áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî À.À. Ñàïîæåíêî8 è Á. Ãðèíîì9.

Åñëè ñëó÷àé ÌÑÑ èçó÷àëñÿ âåñüìà èíòåíñèâíî, òî ðàáîò, èçó÷àþùèõ

(k, l)-ÌÑÑ â êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ, ïðàêòè÷åñêè íåò. Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ÷èñëå (k, l)-ÌÑÑ â ãðóïïàõ ïðî-

ñòîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû òåîðèè ñëîæåíèÿ

ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, òåîðåìû Êîøè-Äàâåíïîðòà, Ïîëëàðäà). Ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå àñèìïòîòèêè ëîãàðèôìà ÷èñëà (k, l)-ÌÑÑ âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü îöåíêè ÷èñëà íàáîðîâ (x1, . . . , xk+l) ∈ Ak+l, òàêèõ, ÷òî x1+. . .+xk =

= xk+1 + . . .+ xk+l. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà, ñâÿ-

6Cameron P.J. Cyclic automorphisms of a countable graph and random sum-free sets // Graphs Combin.

1985. 1. P. 129�135.
7Cameron P.J., Erd�os P. On the number of sets of integers with various properties // Journal of Number

Theory(Bna�,AB,1988). Berlin: de Gruyter, 1990. P.61�79.
8Ñàïîæåíêî À.À. Ãèïîòåçà Êàìåðîíà-Ýðä�åøà // Äîêë. ÐÀÍ. 2003. Ò. 393. � 6. C. 749�752.
9Green B. The Cameron-Erd�os conjecture // Bull. London Math. Soc. 2004. 36(6). P. 769�778.
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çàííàÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå.

Çàäà÷è î ÷èñëå (k, l)-ÌÑÑ è îá èõ ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè â ïîñëåä-

íèå òðè äåñÿòèëåòèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ êàê çà ðó-

áåæîì, òàê è â Ðîññèè. Îñíîâíîé âêëàä â äàííóþ îáëàñòü èññëåäîâàíèé

âíåñëè Ï. Êàìåðîí, Ï. Ýðä�åø, Í. Àëîí, Â. Ëåâ, À.À. Ñàïîæåíêî, Á. Ãðèí,

Ò. Ëó÷àê, Ò. Øîí, È. Ðóæà è äðóãèå.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Îñíîâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê ÷èñëà (k, l)-

ÌÑÑ â öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ, íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè (k, l)-

ÌÑÑ â êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ è ïîëó÷åíèå îöåíîê ÷èñëà ïîäìíî-

æåñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû è ðàçíîñòè çàäàííîãî ÷èñëà ïîäìíî-

æåñòâ â öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâ, êîìáèíàòî-

ðèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä êîí-

òåéíåðîâ è òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà (k, l)-ÌÑÑ â ãðóïïàõ ïðî-

ñòîãî ïîðÿäêà.

2. Ïîëó÷åíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ÷èñëà (k, l)-ñóìì â ãðóïïàõ

ïðîñòîãî ïîðÿäêà.

3. Íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè (k, l)-ÌÑÑ â öèê-

ëè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

4. Óëó÷øåíà íèæíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè (k, l)-ÌÑÑ â àáå-

ëåâûõ ãðóïïàõ.

5. Íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè (k, l)-ÌÑÑ â àáå-

ëåâûõ ãðóïïàõ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ ýêñïîíåíòó.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîä êîíòåéíåðîâ áûë ðàñïðî-

ñòðàí¼í íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè

−1 è 1.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà

ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

�íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòè-

êà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Á. Àëåêñååâà, À.À. Ñàïîæåíêî è Ñ.À. Ëîæêèíà

(êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÂÌèÊ ÌÃÓ) â 2012 ã.;

�íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì À.À. Ñàïîæåí-

êî, Ò.Â. Àíäðååâîé è À.Á. Äàéíÿêà (êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòè-

êè ÂÌèÊ ÌÃÓ) â 2009�2012 ãã.;

�íà åæåãîäíûõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñ-

ïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ , ¾Ëîìîíîñîâ-2012¿ (Ìîñêâà,

2011�2012 ãã.);

�íà XI ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è å¼ ïðèëî-

æåíèÿ¿ (Ìîñêâà, 18�23 èþíÿ 2012 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 6 ðàáîòàõ [1-6], ñïèñîê

êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîð-

ñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Òåêñò

äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 53 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 48

íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ ïîñòàíîâêà ðåøàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷,

ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå öåëè ðàáîòû è êðàòêî îïèñûâàåòñÿ å¼ ñîäåðæà-

íèå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó àñèìïòîòèêè ëîãàðèôìà ÷èñ-

ëà (k, l)-ÌÑÑ â ãðóïïàõ ïðîñòîãî ïîðÿäêà10. Ãðóïïó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

n îáîçíà÷èì ÷åðåç Zn, à ÷åðåç SFk,l(Zn) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ (k, l)-

ÌÑÑ â Zn. Îñíîâíûé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû îáîáùàåò íà ñëó÷àé ïðîèç-

âîëüíûõ k è l ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1 (Â. Ëåâ, Ò. Øîí) 11 Ïóñòü p � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðî-

ñòîå ÷èñëî. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

2b(p−2)/3c(p− 1)(1 +O(2−ε1p)) ≤ |SF2,1(Zp)| ≤ 2p/2−ε2p,

ãäå ε1 è ε2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 2 (Á. Ãðèí, È. Ðóæà) 12 Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|SF2,1(Zp)| ≤ 2p/3+κ(p),

ãäå κ(p)/p→ 0 ïðè p→∞, ïðè÷åì κ(p)� p(log log p)2/3(log p)−1/9.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3 Ïóñòü p � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, k ≥ 0 è

l ≥ 0 � öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k+ l ≥ 3 è k 6= l (modp).

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

p2b(p−2)/(k+l)c(1 + o(1)) ≤ |SFk,l(Zp)| ≤ 2p/(k+l)+o(p).

10Ñàðãñÿí Â.Ã. Àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà ìíîæåñòâ, (k, l)-ñâîáîäíûõ îò ñóìì, â ãðóïïàõ

ïðîñòîãî ïîðÿäêà // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ñåð. 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è

êèáåðíåòèêà. 2012. � 2. C. 101�108.
11Lev V.F., Schoen T. Cameron-Erd�os modulo a prime // Finite Fields Appl. 2002. 8(1). P. 108�119.
12Green B., Ruzsa I. Counting sum-sets and sum-free sets modulo a prime // Studia Sci. Math.

Hungarica. 2004. 41. P. 285�293.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò àñèìï-

òîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà |SFk,l(Zp)|.
Ìíîæåñòâî d?A = {d ·a | a ∈ A} íàçûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì ìíîæåñòâà

A. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè A ∈ SFk,l(Zp), òî äëÿ ëþáîãî d ∈ Zp \ {0} è
âñÿêîãî B ⊆ A ðàñòÿæåíèå d ? B ∈ SFk,l(Zp).

Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè îñíîâàíî íà òîì, ÷òî âñÿêîå ðàñòÿæå-

íèå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç SFk,l(Zp) òàêæå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó
SFk,l(Zp), è îöåíêå êîëè÷åñòâà ðàñòÿæåíèé ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî ìíî-

æåñòâà:

Òåîðåìà 4 (Â. Ëåâ, Ò. Øîí) 13 Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, I � ïîä-

ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Zp è |I| < p/3 + 1.

Òîãäà ÷èñëî âñåõ ðàñòÿæåíèé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I åñòü

2|I|(1− 2−|I\(−I)|−1)(p− 1) +O(p225|I|/6).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ èç ðàáî-

òû Ãðèíà è Ðóæè, èäåÿ êîòîðîé ñîñòîèò â ïîêðûòèè ñåìåéñòâà (k, l)-ÌÑÑ

ñåìåéñòâîì êîíòåéíåðîâ, òàêèì, ÷òî êàæäîå (k, l)-ÌÑÑ ïî÷òè ñîäåðæèò-

ñÿ â íåêîòîðîì êîíòåéíåðå è êàæäûé êîíòåéíåð ïîðîæäàåò íå áîëåå ÷åì

o(pk+l−1) ìóëüòèïëèêàòèâíûõ íàáîðîâ, òî åñòü íàáîðîâ (x1, . . . , xk+l), òà-

êèõ, ÷òî x1+ . . .+xk = xk+1+ . . .+xk+l. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ìóëüòèïëèêà-

òèâíûõ íàáîðîâ èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå

íèæå.

Ïóñòü A1, . . . , Am � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû Zp. Óñëîâèìñÿ ÷å-
ðåç χA1

(x), . . . , χAm
(x) îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîîòâåò-

ñòâåííî ìíîæåñòâ A1, . . . , Am. Îïðåäåëèì (χA1
∗ . . . ∗χAm

)(x) êàê êîëè÷å-

ñòâî íàáîðîâ (x1, . . . , xm) ∈ A1 × . . . × Am, òàêèõ, ÷òî x = x1 + . . . + xm.

Ïîëîæèì

Sh,m(A1, . . . , Am) = {x ∈ Zp | (χA1
∗ . . . ∗ χAm

)(x) ≥ h}.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì Êîøè-Äàâåíïîðòà è Ïîëëàðäà èç òåîðèè ñëî-

æåíèÿ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì íèæíóþ îöåíêó âåëè÷èíû |Sh,m(A1, . . . , Am)|.
13Lev V. F., Schoen T. Cameron-Erd�os modulo a prime // Finite Fields Appl. 2002. 8(1). P. 108�119.
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Ëåììà 1 Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, A1, . . . , Am � íåïóñòûå ïîäìíî-

æåñòâà ãðóïïû Zp, è h > 0, òàêîå, ÷òî (hp)1/2 ≤ min (|A1|, . . . , |Am|).
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Sh,m(A1, . . . , Am)| ≥ min(p, |A1|+ . . .+ |Am| −m+ 2)− 2(hp)1/2.

Ïóñòü L � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî y ∈ Zp îïðåäåëèì ðàçáè-

åíèå Ry,L ãðóïïû Zp íà èíòåðâàëû âèäà

Jyi = [iL+ 1 + y, (i+ 1)L+ y], 0 ≤ i ≤ bp/Lc − 1.

Âñå èíòåðâàëû Jyi èç Ry,L èìåþò äëèíó L, a ìíîæåñòâî Jy = Zp \
⋃
i J

y
i

èìååò ìîùíîñòü p − Lbp/Lc < L. Ìíîæåñòâî A ⊆ Zp íàçûâàåòñÿ L-

ãðàíóëèðîâàííûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ Zp è íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ

Ry,L ðàñòÿæåíèå d ?A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêûõ èíòåðâàëîâ Jyi
ðàçáèåíèÿRy,L (îòëè÷íûõ îò Jy). ×åðåçGL(Zp) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ

L-ãðàíóëèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïïû Zp.

Ëåììà 2 Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|GL(Zp)| ≤ p2p/L.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ

îöåíêè ÷èñëà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ íàáîðîâ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåò-

ñÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ i è

j îáîçíà÷èì iA− jA = {x1+ . . .+xi−xi+1− . . .−xi+j | x1, . . . , xi+j ∈ A}.

Ëåììà 3 Ïóñòü A ⊆ Zp, |A| = αp, è ε1, ε2, ε3 � ïîëîæèòåëüíûå äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, L � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k è l � íåîòðèöàòåëüíûå

öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k + l ≥ 2, à p � ïðîñòîå ÷èñëî,

òàêîå, ÷òî

p >
(√

8(k + l)L
)42(k+l)α2(k+l−1)ε

−2(k+l)
1 ε

−2(k+l−1)
2 ε−13

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A′ ⊆ Zp ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) A′ ÿâëÿåòñÿ L-ãðàíóëèðîâàííûì;

(ii) |A \ A′| ≤ ε1p;
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(iii) ìíîæåñòâî kA − lA ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû x ∈ Zp, òàêèå, ÷òî
(χA′ ∗ . . . ∗ χA′︸ ︷︷ ︸

k

∗χ−A′ ∗ . . . ∗ χ−A′︸ ︷︷ ︸
l

)(x) ≥ (ε2p)
k+l−1, çà èñêëþ÷åíèåì íå

áîëåå ε3p ýëåìåíòîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â

âèäå ñóììû è ðàçíîñòè çàäàííîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ãðóïïàõ ïðîñòîãî

ïîðÿäêà14, 15.

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, k ≥ 0 è l ≥ 0, k + l ≥ 2. Ïîäìíîæåñòâî

B ⊆ G íàçûâàåòñÿ (k, l)-ñóììîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A ⊆ G,

òàêîå, ÷òî

B = kA− lA = {x1 + . . .+ xk − xk+1 − . . .− xk+l | x1, . . . , xk+l ∈ A}.

×åðåç SSk,l(G) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ (k, l)-ñóìì â G. Îñíîâíûé ðå-

çóëüòàò âòîðîé ãëàâû îáîáùàåò íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ k è l ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 5 (Á. Ãðèí, È. Ðóæà) 16 Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

p22p/3 � |SS2,0(Zp)| ≤ 2p/3+κ(p)

ãäå κ(p)/p→ 0 ïðè p→∞, ïðè÷åì κ(p)� p(log log p)2/3(log p)−1/9.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6 Ïóñòü p � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, k ≥ 0 è

l ≥ 0 � öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k + l ≥ 2. Òîãäà âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Ck,l2
p/(2(k+l)−1) ≤ |SSk,l(Zp)| ≤ 2p/(k+l+1)+o(p),

ãäå Ck,l � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

14Sargsyan V. Counting (k, l)-sumsets in groups of a prime order // Acta Universitatis Sapientiae,

Informatica. 2012. 4(1). P.33�47.
15Ñàðãñÿí Â.Ã. Î ÷èñëå k-ñóìì â ãðóïïàõ ïðîñòîãî ïîðÿäêà // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2012. Ò.

24. Âûï. 3. C. 25�38.
16Green B., Ruzsa I. Counting sum-sets and sum-free sets modulo a prime // Studia Sci. Math.

Hungarica. 2004. 41. P. 285�293.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p è k+l = 2 èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò

àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà |SSk,l(Zp)|.
Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ áîëüøî-

ãî ÷èñëà (k, l)-ñóìì. Ïîëîæèì L = bp/2(2(k + l) − 1)c − 1. Ïîñòðîåííûå

ìíîæåñòâà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

B(A) = k(A ∪ {−2L, 2L})− l(A ∪ {−2L, 2L}),

ãäå A ⊆ [−L,L].
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå A ⊆ [−L,L] ïîðîæäàþò ðàçëè÷-

íûå ìíîæåñòâà B(A).

Äîêàçûâàåòñÿ ëåììà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ÷èñëî (k, l)-ñóìì, ñîäåð-

æàùèõ çàäàííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ äëèíû (k + l)(L− 1) + 1,

íå ìåíüøå ck,l2
2L, ãäå ck,l � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæèì Nk,l = dlog (8(k + l)2)/ log (4/3)e è

X = [0, Nk,l] ∪
k+l−1⋃
i=1

[b(i+ 1)L/(k + l)c −Nk,l, d(i+ 1)L/(k + l)e].

Ìíîæåñòâî A ⊆ [−L,L] îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = A(C) = C ∪ X ∪ −X ,

ãäå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C âûáðàíû èç [−L,L] \ {−X ∪ X} ñëó÷àéíî ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1/2, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìå-

ðå 22L−2|X |+1 ïîäìíîæåñòâ A ⊆ [−L,L], òàêèõ, ÷òî kA − lA ñîäåðæèò

àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ [k − lL, kL− l].
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, èäåÿ

êîòîðîé ñîñòîèò â ïîêðûòèè ñåìåéñòâà (k, l)-ñóìì ñåìåéñòâîì êîíòåéíå-

ðîâ. Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè îñíîâàíî íà ëåììå 3.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü (k, l)-ÌÑÑ â

êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

×åðåç λk,l(G) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü (k, l)-ÌÑÑ â àáå-

ëåâîé ãðóïïå G. Ïîëîæèì δk,l(n) =ÍÎÄ(n, k − l), è µk,l(n) � íàèìåíü-

øåå öåëîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [1, δk,l(n)], äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ÷èñëî
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h ∈ Zn \ {0}, òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1 + l

⌊
n− 1− µk,l(n)

k + l

⌋
≤ (k − l)h ≤ n− 1− k

⌊
n− 1− µk,l(n)

k + l

⌋
.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå µk,l(n) êîððåêòíî, ïîòîìó ÷òî ïðè µk,l(n) =

δk,l(n) ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà h âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà(
n− 1− k

⌊
n− 1− δk,l(n)

k + l

⌋)
−
(
1 + l

⌊
n− 1− δk,l(n)

k + l

⌋)
+ 1 ≥ δk,l(n)

è òîãî, ÷òî ïîäãðóïïû ãðóïïû Zn, ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåí-
òàìè k − l è δk,l(n), ñîâïàäàþò.

Â ïàðàãðàôå 3.2 íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè

(k, l)-ÌÑÑ â öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 7 Äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λk,l(Zn) = max
d|n

{(⌊
d− 1− µk,l(d)

k + l

⌋
+ 1

)
n

d

}
.

×åðåç βk,l(Zn) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè, (k, l)-ñâîáîäíîé îò ñóìì â Zn, ñîäåðæàùåéñÿ â íåêîòîðîì

ñìåæíîì êëàññå íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Zn.
Ïàðàãðàô 3.2 ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå: òåîðåìó Äæ.Å.

Îëñîíà17 î ñëîæåíèè ìíîæåñòâ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Äàííàÿ òåîðåìà, äà-

þùàÿ íèæíþþ îöåíêó ñëîæåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, íåîáõîäèìà äëÿ îöåí-

êè βk,l(Zn). Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Îëñîíà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4 Äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî

(i) åñëè k − l äåëèòñÿ íà n, òî βk,l(Zn) = 0;

(ii) åñëè 1 <ÍÎÄ(n, k − l) < n, òî

n

r1
6 βk,l(Zn) 6 max

(
n

r1
,

⌊
2n

r2(k + l + 2)

⌋)
,

ãäå r1 � íàèìåíüøèé äåëèòåëü n, òàêîé, ÷òî k−l íå äåëèòñÿ íà r1,
à r2 � íàèìåíüøèé äåëèòåëü n, òàêîé, ÷òî k − l äåëèòñÿ íà r2;

17Olson J.E. On the sum of two sets in a group // Journal of Number Theory. 1984. 18(18). P. 110�120.
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(iii) åñëè ÍÎÄ(n, k − l) = 1, òî

βk,l(Zn) =
n

p
,

ãäå p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü n.

×åðåç γk,l(Zn) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè, (k, l)-ñâîáîäíîé îò ñóìì â Zn, íå ñîäåðæàùåéñÿ íè â îäíîì èç

ñìåæíûõ êëàññîâ íèêàêîé íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Zn. Ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 âîçíèêëà çàäà÷à îöåíêè γk,l(Zn). Äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5 Äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî

γk,l(Zn) =

{
0, åñëè n ≤ k + l + µk,l(n);⌊
n−1−µk,l(n)

k+l

⌋
+ 1, åñëè n ≥ k + l + µk,l(n) + 1.

×åðåç αk,l(Zn) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè, (k, l)-ñâîáîäíîé îò ñóìì â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Zn.
Â ñèëó ëåìì 4 è 5 ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû αk,l(Zn).

Òåîðåìà 8 Äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

αk,l(Zn) = max

(
n

r
,

⌊
n− 1− µk,l(n)

k + l

⌋
+ 1

)
,

ãäå r � íàèìåíüøèé äåëèòåëü n, òàêîé, ÷òî k − l íå äåëèòñÿ íà r.

Â ïàðàãðàôå 3.3 óëó÷øåíà íèæíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè

(k, l)-ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n, à k è l � ðàçëè÷íûå

ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λk,l(G) ≥ max
d|ν

{(⌊
d− 1− µk,l(d)

k + l

⌋
+ 1

)
n

d

}
,

ãäå ν � ýêñïîíåíòà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà òåîðåìå 7 è îöåíêå ìàêñèìàëü-

íîé ìîùíîñòè (k, l)-ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ:

13



Òåîðåìà 10 (Á. Áàéíîê) 18 Ïóñòü d � äåëèòåëü ýêñïîíåíòû ν àáåëå-

âîé ãðóïïû G. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λk,l(G) ≥ λk,l(Zd)
n

d
.

Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå 3.3 íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé

ìîùíîñòè (k, l)-ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ

íà èõ ýêñïîíåíòó.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n, à k è l � ðàçëè÷íûå

ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà, åñëè ýêñïîíåíòà ν ãðóïïû G èìååò

äåëèòåëü d, òàêîé, ÷òî d /∈ {1, . . . , µk,l(d)} (mod(k+ l)), òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

λk,l(G) = max
d|ν

{(⌊
d− 1− µk,l(d)

k + l

⌋
+ 1

)
n

d

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå 8 è îöåíêå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè

(k, l)-ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ:

Òåîðåìà 12 (ß.Î. Õàìèäóí, À. Ïëàíü) 19 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóï-

ïà ïîðÿäêà n, à k è l � ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max
d|ν

{
αk,l(Zd)

n

d

}
6 λk,l(G) 6 max

(
n− ε(n)
k + l

,max
d|ν

{
αk,l(Zd)

n

d

})
,

ãäå ν � ýêñïîíåíòà ãðóïïû G, à ε(n) = 1, åñëè n � íå÷åòíîå, è ε(n) = 0,

èíà÷å.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ïîëüçóåòñÿ ñëó÷àåì, ÷òîáû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü

ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Àíòîíîâè÷ó Ñàïîæåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,

ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîëåçíîå îáñóæäåíèå.

18Bajnok B. On the maximum size of a (k, l)-sum-free subset of an abelian group // Journal of Number

Theory. 2009. 5(6). P. 953-971.
19Hamidoune Y.O., Plagne A. A new critical pair theorem applied to sum-free sets in Abelian groups //

Commentarii Mathematici Helvetici. 2004. 79. P. 183�207.
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