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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çà ïîñëåäíèå 40 ëåò òîìîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ðåêîí-

ñòðóêöèè õàðàêòåðèñòèê ïîãëîùàþùèõ, èçëó÷àþùèõ è îòðàæàþùèõ îáúåêòîâ è

ñðåä ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ, âêëþ-

÷àÿ ìåäèöèíó, áèîëîãèþ, ôèçèêó ïëàçìû, ãàçîâóþ äèíàìèêó, ãåîôèçèêó, àñòðî-

íîìèþ è ðàäèîëîêàöèþ. Ñðåäè ýòèõ ìîäåëåé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿ-

þòñÿ êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, èñïîëüçóåìîå â òðàíñìèññèîííîé (â

÷àñòíîñòè, ðåíòãåíîâñêîé) òîìîãðàôèè, ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäî-

íà, èñïîëüçóåìîå äëÿ îïèñàíèÿ ýìèññèîííîãî òîìîãðàôè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà â

îäíîðîäíîé ïîãëîùàþùåé ñðåäå, ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ñ ïîãëîùåíèåì, ÿâëÿþ-

ùååñÿ îáîáùåíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà íà ñëó÷àé íåîäíî-

ðîäíîé ïîãëîùàþùåé ñðåäû, ñôåðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, èñïîëüçóåìîå

â òåîðìîàêóñòè÷åñêèõ è ôîòîàêóñòè÷åñêèõ òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, èí-

òåãðàëüíîå ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå, èñïîëüçóåìîå â ðàäèîëîêàöèè, è äèôðàêöèîííîå

ïðåîáðàçîâàíèå, èñïîëüçóåìîå â óëüòðàçâóêîâîé è îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

Â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ äàííûå âñåãäà ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ íåêîòîðîé ñëó÷àé-

íîé ïîãðåøíîñòüþ. Ýòè ïîãðåøíîñòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ïîñòðîåíèè è

àíàëèçå ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè íàáëþäàåìûõ äàííûõ. È ïîñêîëüêó çàäà÷è îáðà-

ùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíîãî

øóìà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷, íåïî-

ñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë îáðàùåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê î÷åíü áîëüøèì

îøèáêàì. Äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ òàêîãî ðîäà ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû

ðåãóëÿðèçàöèè ÷àñòî â ñî÷åòàíèè ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì. Ñèíãóëÿðíîå ðàç-

ëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà ïîïóëÿðíûé èíñòðóìåíò. Áîëåå òîãî, îêîííîå

ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå îêíà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àñèìï-

òîòè÷åñêè íàèëó÷øèå â ìèíèìàêñíîì ñìûñëå îöåíêè. Îäíàêî ñèíãóëÿðíîå ðàç-

ëîæåíèå îáëàäàåò íåêîòîðûìè íåäîñòàòêàìè, êîòîðûå íàëàãàþò îãðàíè÷åíèÿ íà

åãî èñïîëüçîâàíèå ïðè àíàëèçå è îáðàáîòêå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ôóíê-

öèé. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ çíà÷èòåëüíî âîçðîñëà ïîïóëÿðíîñòü íåëèíåéíûõ
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ìåòîäîâ ïîäàâëåíèÿ øóìà ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà âåéâëåò-àíàëèçà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî

òåì, ÷òî âåéâëåò-àíàëèç ïîçâîëÿåò ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü íåñòà-

öèîíàðíûå ñèãíàëû è èçîáðàæåíèÿ, ÷åì òðàäèöèîííûé Ôóðüå-àíàëèç. Â ÷àñòíî-

ñòè, ÷òîáû îáîéòè îãðàíè÷åíèÿ, ïðèñóùèå ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ, Ä. Äîíîõî

ïðåäëîæèë ìåòîä òàê íàçûâàåìîãî âåéâëåò-âåéãëåò ðàçëîæåíèÿ, à Ô. Àáðàìîâè÷

è Á. Ñèëüâåðìàí � àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä âåéãëåò-âåéâëåò ðàçëîæåíèÿ. Óêàçàí-

íûå ìåòîäû âåéâëåò-àíàëèçà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îáðàùåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

îïåðàòîðîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, ëåæàùåå â îñíîâå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè òîìîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ êðóãîâîé

ñèììåòðèåé. Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà

îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèìè

ïðèìåíÿòü ìåòîäû âåéâëåò-àíàëèçà äëÿ åãî îáðàùåíèÿ.

Â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè âåéâëåò-ðàçëîæåíèé äëÿ ïîäàâëåíèÿ øóìà øèðîêî

ïðèìåíÿþòñÿ íåëèíåéíûå ïðîöåäóðû ïîðîãîâîé îáðàáîòêè êîýôôèöèåíòîâ ðàç-

ëîæåíèÿ. Èõ ïðèâëåêàòåëüíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â áûñòðîòå àëãîðèòìîâ

ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, à âî-âòîðûõ, â âîçìîæíîñòè ëó÷øåé, ÷åì ëèíåéíûå ìåòîäû,

àäàïòàöèè ê ôóíêöèÿì, èìåþùèì íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ðàçëè÷íóþ ñòåïåíü ðåãó-

ëÿðíîñòè. Ïîðîãîâàÿ îáðàáîòêà êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ðàçëîæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ

íå òîëüêî â òîìîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ è

òåîðåòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå è îáðàáîòêå ðàäèîñèãíàëîâ, èçîá-

ðàæåíèé è âèäåîïîòîêîâ, àíàëèçå ñåéñìè÷åñêèõ äàííûõ, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîì-

ïüþòåðíîé ãðàôèêå, ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê â çàäà÷àõ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåñ-

ñèè, ïîñòðîåíèè îöåíîê ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ò.ä. Ïîìèìî

ïîäàâëåíèÿ øóìà ïîðîãîâàÿ îáðàáîòêà òàêæå ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ¾ñæàòèÿ¿,

ò.å. ýêîíîìíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ, ÷òî ìîæåò èãðàòü êðèòè÷åñêóþ ðîëü ïðè

ïåðåäà÷å äàííûõ ïî êàíàëàì ñ îãðàíè÷åííîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ. Îñíîâíîé

ïðîáëåìîé â ïðîöåäóðàõ ïîðîãîâîé îáðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïîðîãà.

Ïðîáëåìà âûáîðà ïîðîãà è îáîñíîâàíèÿ åãî îïòèìàëüíîñòè ïðè ðåøåíèè êîíêðåò-

íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ Ä. Äîíîõî, É. Äæîíñòîíà, Ã.
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Êåðêüÿ÷àðÿíà, Ä. Ïèêàðäà, Ì. ßíñåíà, À. Áàëòõèëà, Ã. Íýéñîíà, Í. Ëè, À. Àí-

òîíèàäèñà, Äæ. Ìàððîíà, Ð. Àâåðêàìïà, Ñ. Àéÿòà, Ò. Êàÿ, Ë. Áðàóíà è äðóãèõ.

Ïðè îáîñíîâàíèè âûáîðà ïîðîãà ãëàâíûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ðèñêà

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè, ò.å. ïîãðåøíîñòè, ê êîòîðîé ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå äàí-

íîãî ìåòîäà. Ñàì ðèñê âû÷èñëèòü íåëüçÿ, òàê êàê íåèçâåñòíû íåçàøóìëåííûå

äàííûå, îäíàêî ìîæíî èçó÷èòü åãî àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, ìîæ-

íî ïîñòðîèòü îöåíêó ðèñêà íåïîñðåäñòâåííî ïî íàáëþäàåìûì äàííûì. Èçó÷åíèå

ñâîéñòâ îöåíêè ðèñêà òàêæå ïðåäñòàâëÿåò âàæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ýòà îöåíêà

äàåò âîçìîæíîñòü êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ øóìà,

îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà íàáëþäàåìûõ äàííûõ. Îäíàêî, åñëè ñâîéñòâà òåîðåòè÷å-

ñêîãî ðèñêà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, ñâîéñòâàì åãî îöåíîê äî ñèõ ïîð óäåëÿ-

ëîñü ìàëî âíèìàíèÿ (â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Ä. Äîíîõî è É. Äæîíñòîíà äîêàçàíû

ëèøü ñâîéñòâà íåñìåùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè). Îäíîé èç çàäà÷ äèññåðòàöèè

ÿâëÿåòñÿ âîñïîëíåíèå ýòîãî ïðîáåëà è èçó÷åíèå ñâîéñòâ îöåíîê ðèñêà ïîðîãîâîé

îáðàáîòêè ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà ïîðîãà.

Ïîìèìî íàëè÷èÿ ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé ïðè îáðàùåíèè èíòåãðàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü åùå òîò ôàêò, ÷òî â ðåàëüíûõ

òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ìîæíî çàðåãèñòðèðîâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ïðîåêöèîííûõ äàííûõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óñèëèâàåò íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è îá-

ðàùåíèÿ. Èçâåñòíû ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, ïðèâîäÿùèå ê òàê íàçûâàåìîìó ïàðàäîêñó âû-

÷èñëèòåëüíîé òîìîãðàôèè: ñ îäíîé ñòîðîíû, òåîðåòè÷åñêè çàäà÷ó ðåêîíñòðóêöèè

èçîáðàæåíèé ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèé ðåøèòü íåëüçÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî-

ìîãðàôû ðåêîíñòðóèðóþò ïðèåìëåìûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé èçîáðàæåíèÿ. Â

ðàáîòàõ Ë.Á. Êëåáàíîâà, Ñ.Ò. Ðà÷åâà è Ë.À. Õàëôèíà ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîãî

ïàðàäîêñà, îñíîâàííîå íà îöåíêàõ áëèçîñòè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ìåæäó ôóíê-

öèîíàëàìè îò èçîáðàæåíèé, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñîâïàäàþùèõ èëè áëèçêèõ

ïðîåêöèé. Â äèññåðòàöèè ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê òî÷-

íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèè ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèîííûõ äàííûõ ðàäî-

5



íîâñêîãî òèïà.

Êðîìå ñëó÷àéíîñòè, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì øóìà, â òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñïå-

ðèìåíòàõ ìîæåò âîçíèêàòü ñëó÷àéíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñàìîãî îáúåê-

òà èçó÷åíèÿ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ñòðîèòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü îáúåêòà, è îñíîâ-

íîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé ôóíê-

öèè, îïèñûâàþùåé îáúåêò. Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðè-

ñòèê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïî âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì åå èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàäîíîâñêîãî òèïà âîçíèêàåò â ðÿäå çàäà÷ ìèêðîáèîëîãèè, ãàçî-

âîé äèíàìèêè è ôèçèêè ïëàçìû. Ïðè ýòîì îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàçíûì ïðîåêöèÿì (òî÷íåå, ðåàëèçàöèÿì ïðîåêöèé) ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçíûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, ò.å. îò êàæäîé îòäåëüíîé ðåàëè-

çàöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ðåãèñòðèðóåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî îäíà ïðîåêöèÿ.

Ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî (äàæå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî) ñîñòîÿíèé, êîòî-

ðûå ìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì âî âðåìÿ ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ïðîåêöèé. Ýòî

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîññòàíîâëåíèå äàæå îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè

îáû÷íûìè ìåòîäàìè îáðàùåíèÿ íåâîçìîæíî. Âïåðâûå òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ Â. Ëüþ, Í. Áîññåòà, Ì. Ðàäåìàõåðà è Äæ. Ôðýíêà. Äëÿ

êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ïåðâûå ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè

ïîëó÷åíû Â.Ã. Óøàêîâûì è Í.Ã. Óøàêîâûì. Òàêæå ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìàòðè-

âàëèñü â ðàáîòàõ Ì.Ã. Êàðèìîâà, Ê. ×àìïëè è Õ. Ïèêêàðàéíåí ñ ïðèâëå÷åíèåì

ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè î âåðîÿò-

íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ åå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà áåç

èñïîëüçîâàíèÿ êàêîé-ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðåíû âñå îñíîâíûå òèïû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóåìûå â

òîìîãðàôè÷åñêèõ è ðàäèîëîêàöèîííûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà îò ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé è êîëè÷åñòâåííûì îöåí-
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êàì òî÷íîñòè ìåòîäîâ èõ îáðàùåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû: Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê ñëó-

÷àéíûõ ôóíêöèé ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà è èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ìåòîäîâ ïîäàâëåíèÿ øóìà â ïðîåêöèîííûõ äàííûõ.

Çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ðåøàåìûå äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé

öåëè:

1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé íàáëþäà-

åìûå äàííûå (ñèãíàë), ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà ïîðîãà è ïîëó÷åíèå

îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýòèõ òåîðåìàõ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè ïðè îáðàùåíèè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ è ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ðàäîíà è ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýòèõ òåîðåìàõ.

3. Ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèè ïî êî-

íå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèîííûõ äàííûõ ðàäîíîâñêîãî òèïà ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíî-

ñòåé.

4. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåêîíñòðóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-

íûõ ôóíêöèé ïî âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ðàäîíîâñêîãî òèïà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ìåòîäû

àíàëèçà Ôóðüå è âåéâëåò-àíàëèçà, òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèÿ èíòå-

ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, òåîðèÿ èíòåãðàëüíîé

ãåîìåòðèè, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå òåîðèÿ

èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèé àëãåáðàè÷åñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëå-

íàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè

è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
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1. Äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ îöåíêè ôóíêöèè â çàäà÷å íåïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà ïîðîãà.

2. Äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â çàäà÷å îáðàùåíèÿ

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà.

3. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ îöåíîê

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà.

4. Ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèè ïî êî-

íå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèîííûõ äàííûõ ðàäîíîâñêîãî òèïà ïðè èñïîëüçîâàíèè ëè-

íåéíîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñ ôóíêöèåé îêíà.

5. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-

íûõ ôóíêöèé ïî âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ðàäîíîâñêîãî òèïà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íî-

ñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, îäíàêî îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ

ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ àíàëèçà è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé, â

÷àñòíîñòè, âû÷èñëèòåëüíîé è ñòîõàñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè è èõ ïðèëîæåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà

íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ

è èçîáðàæåíèé¿ (ôàêóëüòåò ÂÌÊÌÃÓ), ¾Òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (ôà-

êóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ), ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ¿ (Ðîñ-

ÍÎÓ), áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñ-

êèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ), 5-ì âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûø-

ëåííîé ìàòåìàòèêå (2004 ã.), ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðàõ ïî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâî-

ñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé (2003, 2004, 2005, 2007, 2011, 2012 ãã.), 2-ì ìåæäóíà-

ðîäíîì êîíãðåññå ¾Óëüòðàñîâðåìåííûå òåëåêîììóíèêàöèè è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ICUMT-2010¿ (2010 ã.), 2-é øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÈÏÈ ÐÀÍ (2011 ã.) è íàó÷íîé

êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ÂÌÊ ÌÃÓ, 2012 ã.).
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Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (11-01-00515-à è 11-01-12026-îôè-ì), à òàê-

æå ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ãîñ. êîíòðàêò � 14.740.11.0996).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî

àâòîðîì è ïðåäñòàâëåíû â 34 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ [1]�[34]: ñòàòüÿõ, òåçèñàõ äîêëà-

äîâ è òðóäàõ êîíôåðåíöèé, ïðè÷åì 23 èç íèõ � [1]�[7], [9]�[12], [14]�[19], [21]�[26]

� îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ ¾Ïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû

îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà

è êàíäèäàòà íàóê¿.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ïåðå÷íÿ

îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è ñïèñ-

êà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ 208 íàèìåíîâàíèé. Èñïîëüçóåòñÿ òðîéíàÿ

íóìåðàöèÿ ôîðìóë: ÷åðåç òî÷êó óêàçûâàåòñÿ íîìåð ãëàâû, íîìåð ïàðàãðàôà è

ïîðÿäêîâûé íîìåð â ýòîì ïàðàãðàôå. Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ

îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ëåìì, óòâåðæäåíèé, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé: ÷åðåç òî÷êó

óêàçûâàåòñÿ íîìåð ãëàâû è ïîðÿäêîâûé íîìåð â ýòîé ãëàâå. Îñíîâíîé òåêñò çà-

íèìàåò 234 ñòðàíèöû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ñòàâÿòñÿ öåëè

äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåð-

òàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷-

íîãî ðèñêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ïîðîãîâîé îáðàáîòêè â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ

ôóíêöèè ñèãíàëà ïî çàøóìëåííûì íàáëþäåíèÿì.

Â ïåðâîì è âòîðîì ïàðàãðàôàõ ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè

âåéâëåò-àíàëèçà, îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîðîãîâîé îáðàáîòêè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ñèãíàëà è îïðåäåëÿåòñÿ îöåíêà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà.

Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ñèãíàëà f , çàäàííàÿ íà îòðåçêå [0, 1], êî-

òîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 0.

9



Âåéâëåò-ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ f â âèäå ðÿäà èç ñäâèãîâ è ðàñòÿæå-

íèé äîïóñòèìîé âåéâëåò-ôóíêöèè ψ:

f =
∑
j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k,

ãäå ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx − k). Ñåìåéñòâî {ψj,k}j,k∈Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â L2(R). Â äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìàÿ âåéâëåò-ôóíêöèÿ

ψ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà M ðàç (M > γ), èìååò M íóëåâûõ ìîìåíòîâ

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà CA > 0, ÷òî
∞∫

−∞

(1 + |x|γ) |ψ(x)| dx 6 CA.

Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà A > 0, ÷òî 〈f, ψj,k〉 6 A2−j(γ+1/2).

Íà ïðàêòèêå ôóíêöèè ñèãíàëà âñåãäà çàäàíû â äèñêðåòíûõ îòñ÷åòàõ, è íà-

áëþäåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ (øóìîì). Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f çàäàíà â òî÷êàõ i/N (i = 1, . . . , N , ãäå

N = 2J äëÿ íåêîòîðîãî J): fi = f (i/N). Â äèññåðòàöèè ïðèíÿòà àääèòèâíàÿ

ìîäåëü øóìà:

Yi = fi + εi, i = 1, . . . , N,

ãäå εi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2. Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé óìíîæåíèå âåêòîðà íàáëþäåíèé íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó W ,

îïðåäåëÿåìóþ âåéâëåò-áàçèñîì {ψj,k}. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû W äëÿ

äèñêðåòíûõ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:

Xi = ai + εWi , i = 1, . . . , N,

ãäå εWi òàêæå íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñ-

ïåðñèåé σ2, à ai ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì íåïðåðûâíûì âåéâëåò-êîýôôèöèåíòàì,

óìíîæåííûì íà
√
N .

Äëÿ ïîäàâëåíèÿ øóìà ê âåéâëåò-êîýôôèöèåíòàì ïðèìåíÿåòñÿ ïîðîãîâàÿ îá-

ðàáîòêà ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé ρT (x), ñìûñë êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â óäàëåíèè
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äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ øóìîì. Ñàìûìè ðàñ-

ïðîñòðàíåííûìè âèäàìè ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ æåñòêîé ïîðî-

ãîâîé îáðàáîòêè: ρT (x) = x1(|x| > T ), è ìÿãêîé ïîðîãîâîé îáðàáîòêè ρT (x) =

sgn(x) (|x| − T )+. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â îñíîâíîì ôóíêöèÿ ìÿãêîé

ïîðîãîâîé îáðàáîòêè, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìåííî îíà èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ ïîäàâëåíèÿ øóìà.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü (èëè ðèñê) ïîðîãîâîé îáðàáîòêè îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RN(f, σ, T ) =
N∑
i=1

E (ai − ρT (Xi))
2 .

Ïîñêîëüêó â ýòîì âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ai, âû÷èñëèòü

çíà÷åíèå ðèñêà RN(f, σ, T ) íåëüçÿ. Îäíàêî åãî ìîæíî îöåíèòü íåïîñðåäñòâåííî

ïî íàáëþäàåìûì äàííûì:

R̂N(f, σ, T ) =
N∑
i=1

F [(Y W
i )2, σ, T ],

ãäå F [x, σ, T ] = (x− σ2)1(|x| 6 T 2) + (σ2 + T 2)1(|x| > T 2).

Ä. Äîíîõî è È. Äæîíñòîí ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ìÿãêîé ïîðîãîâîé îáðàáîòêå ôóíêöèÿ

R̂N(f, σ, T ) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ RN(f, σ, T ).

Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ îöåíêè ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà ïîðîãîâîé îáðàáîòêè ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ îöåíèâàíèÿ

äèñïåðñèè øóìà è ðàçíûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà ïîðîãà. Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýòèõ òåîðåìàõ.

Îäíèì èç ïåðâûõ ïîðîãîâ áûë ¾óíèâåðñàëüíûé¿ ïîðîã TU = σ
√

2 lnN , ïðåä-

ëîæåííûé Ä. Äîíîõî, È. Äæîíñòîíîì è Ã. Êåðêÿ÷àðÿíîì. Ýòîò ïîðîã çàâèñèò

îò ñèãíàëà òîëüêî ÷åðåç äèñïåðñèþ øóìà è â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíûì ñðåäè ðàçóìíûõ â òîì ñìûñëå, ÷òî îí ýôôåêòèâíî óäàëÿåò ïî÷òè âåñü

øóì, îäíàêî ïðè ýòîì ìîæåò óäàëèòü è âàæíûå êîìïîíåíòû ïîëåçíîãî ñèãíàëà.

Îïèñàíèþ ñâîéñòâ ¾óíèâåðñàëüíîãî¿ ïîðîãà ïîñâÿùåí òðåòèé ïàðàãðàô ïåðâîé

ãëàâû.
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Çà÷àñòóþ äèñïåðñèÿ σ2 íåèçâåñòíà, è åå òàêæå íåîáõîäèìî îöåíèâàòü, ïðè ýòîì

îöåíêà ðèñêà ïðèíèìàåò âèä

R̂N(f, σ̂, T ) =
N∑
i=1

F [(Y W
i )2, σ̂, T ],

à âìåñòî óíèâåðñàëüíîãî ïîðîãà TU èñïîëüçóåòñÿ ïîðîã T̂U = σ̂
√

2 lnN .

Îáû÷íî äèñïåðñèÿ σ2 (èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ) îöåíèâàåòñÿ ïî

âûáîðêå ñèãíàëà ïî ïîëîâèíå âñåõ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ äëÿ j = J − 1 (íàïîì-

íèì, ÷òî N = 2J), ïîñêîëüêó åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì óñëîâèÿì

ðåãóëÿðíîñòè, òî ýòè êîýôôèöèåíòû ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàò òîëüêî øóì. Â êà÷å-

ñòâå îöåíêè σ2 (èëè σ) â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ:

σ̂2 =
2

N

N∑
i=N/2+1

X2
i −X

2
, ãäå X =

2

N

N∑
i=N/2+1

Xi, (1.1)

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííûé âûáîðî÷íûé èíòåðêâàðòèëü-

íûé ðàçìàõ σ̂R è âûáîðî÷íîå àáñîëþòíîå ìåäèàííîå îòêëîíåíèå îò ìåäèàíû σ̂M :

σ̂R =
XN/2,3/4 −XN/2,1/4

2ξ3/4
, (1.2)

σ̂M =

med
N/2+16i6N

|Xi − med
N/2+16j6N

Xj|

ξ3/4
, (1.3)

ãäå XN/2,1/4 è XN/2,3/4 � âûáîðî÷íûå êâàíòèëè ïîðÿäêà 1/4 è 3/4, ïîñòðîåííûå

ïî âûáîðêå èç ïîëîâèíû âñåõ âåéâëåò êîýôôèöèåíòîâ íà óðîâíå J − 1 (N = 2J),

ξ3/4 � òåîðåòè÷åñêàÿ êâàíòèëü ïîðÿäêà 3/4 ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ (ξ3/4 ≈ 0.6745), à med îáîçíà÷àåò âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó. Âûáîðî÷íàÿ äèñïåð-

ñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ïîïóëÿðíîé îöåíêîé âåëè÷èíû σ2, è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âû-

áðîñîâ îíà íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà îöåíêà äèñïåðñèè

ñòðîèòñÿ ïî âûáîðêå ñèãíàëà, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âûáîðêà íå áóäåò îäíî-

ðîäíîé. Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê çàêëþ÷àåòñÿ â èõ

ðîáàñòíîñòè, ò.å. íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âûáðîñàì. Íîðìèðîâàííûé âûáîðî÷íûé

èíòåðêâàðòèëüíûé ðàçìàõ, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé q-êâàíòèëüíîãî ðàçìàõà, ÿâëÿåò-

ñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ðîáàñòíûõ îöåíîê σ. Èíòåðêâàðòèëüíûé ðàçìàõ

12



èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìåäèöèíû, ñîöèîëîãèè, ýêîíîìèêè

è äðóãèõ îáëàñòåé. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ âåéâëåò-

àíàëèçó ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé, â êà÷åñòâå ðîáàñòíîé îöåíêè σ ïðåäëàãàåòñÿ

èñïîëüçîâàòü âûáîðî÷íîå àáñîëþòíîå ìåäèàííîå îòêëîíåíèå îò ìåäèàíû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ

òåîðåìàõ äëÿ âåëè÷èíû R̂N(f, σ̂, T ), äîêàçàííûõ â ðàáîòàõ À.Â. Ìàðêèíà.

Òåîðåìà 1.3. 1 Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãóëÿð-

íîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/4 è ïóñòü îöåíêà σ2 çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

(1.1), òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C̃0 è C̃1, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, T̂U)−RN(f, σ, TU)

σ2
√

2N
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0(lnN)
3
2+ 1

4γ+2

N
1
2−

1
4γ+2

+
C̃1

N 2γ−1/2
.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãóëÿð-

íîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2 è ïóñòü îöåíêà σ2 çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

(1.2) èëè ñîîòíîøåíèåì (1.3), òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C̃0 è C̃1,

÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, T̂U)−RN(f, σ, TU)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΥ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0

Nγ−1/2
+
C̃1(ln lnN)3/4

N 1/4
,

åñëè σ̂ = σ̂R è

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, T̂U)−RN(f, σ, TU)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΥ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0

Nγ−1/2
+
C̃1(lnN)3/4

N 1/4
,

åñëè σ̂ = σ̂M . Çäåñü ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëå-

âûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé Υ2 = [2ξ3/4φ(ξ3/4)]
−2 − 1.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíêè ðèñêà â ìå-

òîäå SureShrink. Ñóòü ìåòîäà SureShrink çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè îöåíêè ðèñ-

êà (1) íà ìíîæåñòâå T ∈ [0, TU ], ò.å. ïîðîã âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R̂N(f, σ, TSURE) = min
T∈[0,TU ]

R̂N(f, σ, T ).

1Íóìåðàöèÿ òåîðåì è ëåìì ñîîòâåòñòâóåò èõ íóìåðàöèè â äèññåðòàöèè.
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Ýòîò ïîðîã èìèòèðóåò òåîðåòè÷åñêèé ¾èäåàëüíûé¿ ïîðîã TMin, ìèíèìèçèðóþùèé

ðèñê:

RN(f, σ, TMin) = min
T∈[0,TU ]

RN(f, σ, T ).

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíêè ðèñêà ïðè

âûáîðå ïîðîãà TSURE.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãóëÿð-

íîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2, òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî

ðàñïðåäåëåíèþ

P

(
R̂N(f, σ, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ Φ(x) ïðè N →∞.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãóëÿð-

íîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2, è ïóñòü îöåíêà σ2 çàäàíà ñîîòíîøåíè-

åì (1.1), (1.2) èëè (1.3). Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

P

(
R̂N(f, σ̂, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ ΦΣ(x) ïðè N →∞,

ãäå ΦΣ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñ-

ïåðñèåé Σ2 ðàâíîé åäèíèöå, åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.1), è ðàâíîé

[2ξ3/4φ(ξ3/4)]
−2 − 1, åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.2) èëè (1.3).

Òåîðåìû 1.6 è 1.8 ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû äëÿ ðèñêà ïîðîãîâîé îáðàáîòêè. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü îòêëîíå-

íèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îò äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ,

íåîáõîäèìû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó çàêîíó â ýòèõ òåîðåìàõ.

Â äèññåðòàöèè ýòè îöåíêè òàêæå ïîëó÷åíû.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.8, òîãäà ñóùåñòâóþò òà-

êèå êîíñòàíòû C̃0, C̃1, C̃2 è C̃3, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0(lnN)1+ 1
2γ+1

N
1
2−

1
2γ+1

,
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ïðè 1/2 < γ 6 3/2,

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃1(lnN)−1/2

N 1/4
,

åñëè γ > 3/2 è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.1),

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃2(ln lnN)3/4

N 1/4
,

åñëè γ > 3/2 è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.2) è

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ̂, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃3(lnN)3/4

N 1/4
,

åñëè γ > 3/2 è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.3).

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðåãó-

ëÿðíîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàí-

òû C̃0 è C̃1, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0(lnN)1+ 1
2γ+1

N
1
2−

1
2γ+1

,

åñëè 1/2 < γ 6 3/2, è

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
R̂N(f, σ, TSURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃1(lnN)−1/2

N 1/4
,

åñëè γ > 3/2.

Çàìå÷àíèå 1.1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êëàññå îöåíîê σ, ïîñòðîåííûõ íà îñíî-

âå q-êâàíòèëüíûõ ðàçìàõîâ, âåëè÷èíà σ̂R íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â ñìûñ-

ëå ïðåäåëüíîé äèñïåðñèè. Äèñïåðñèÿ ïðåäåëüíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà â òåîðå-

ìàõ 1.4 è 1.8 ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå îöåíêè σ âåëè÷èíû σ̂q = (XN/2,q −
XN/2,1−q)/[2ξq] ðàâíà Υ2 = (2q − 1)(2 − 2q)[ξqφ(ξq)]

−2 − 1. Ìèíèìóì ýòîãî âûðà-

æåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè q ≈ 0.931 (ξq ≈ 1.4821). Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå

îöåíêè σ âåëè÷èíû σ̂q îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûõ êîíñòàíò îñòàíóòñÿ òàêèìè æå, êàê â òåîðåìàõ 1.4 è 1.9.
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Òåîðåìà 1.9 è ñëåäñòâèå 1.1 äàþò âîçìîæíîñòü îöåíèòü îòêëîíåíèå îò äîâåðè-

òåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðèñêà â äîâå-

ðèòåëüíûé èíòåðâàë. Ýòîé æå öåëè ñëóæàò òåîðåìû 1.3 è 1.4 ïðè èñïîëüçîâàíèè

¾óíèâåðñàëüíîãî¿ ïîðîãà.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äèñïåðñèÿ øóìà îöåíè-

âàåòñÿ ïî íåçàâèñèìîé âûáîðêå.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðåãóëÿðíîé

ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçåòåëåì γ > 0 è ïóñòü σ̂2 � íå çàâèñÿùàÿ îò Xi îöåíêà

äèñïåðñèè σ2, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

P
(√

N(σ̂2 − σ2) < x
)
⇒ ΦΣ(x) ïðè N →∞,

ãäå ΦΣ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé Σ2. Òîãäà

P

(
R̂N(f, σ̂, T̂U)−RN(f, σ, TU)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè N →∞,

ãäå ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì

è äèñïåðñèåé

Υ2 = 1 +
Σ2

2σ4
.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü f çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðåãóëÿðíîé

ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçåòåëåì γ > 0 è ïóñòü σ̂2 � íå çàâèñÿùàÿ îò Xi îöåíêà

äèñïåðñèè σ2, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

P
(√

N(σ̂2 − σ2) < x
)
⇒ ΦΣ(x) ïðè N →∞,

ãäå ΦΣ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé Σ2. Òîãäà

P

(
R̂N(f, σ̂, T̂SURE)−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè N →∞,

ãäå ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì

è äèñïåðñèåé

Υ2 = 1 +
Σ2

2σ4
.
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Èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíêè ðèñêà

çàâèñèò îò ñïîñîáà îöåíèâàíèÿ äèñïåðñèè øóìà. Â ñåäüìîì è âîñüìîì ïàðàãðàôàõ

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà îöåíêè ðèñêà â ìåòîäå îáîáùåííîé êðîññ-âàëèäàöèè,

ðàçðàáîòàííîãî Ì. ßíñåíîì, Ì. Ìàëôýéòîì è À. Áàëòõèëîì. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà

çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ïîðîãà áåç èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè øóìà. Ñòðî-

èòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ îáîáùåííîé êðîññ-âàëèäàöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî

îò íàáëþäàåìûõ äàííûõ è ïîðîãà T :

ĜN(f, T ) =

N∑
i=1

(Xi − ρT (Xi))
2

µ2
T

, ãäå µT =
1

N

N∑
i=1

1(|Xi| 6 T ).

Çàòåì âûáèðàåòñÿ ïîðîã, ìèíèìèçèðóþùèé ĜN(f, T ) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå T ∈
[T0, TU ]:

ĜN(f, TGCV ) = min
T∈[T0,TU ]

ĜN(f, T ),

ãäå T0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íî íå çàâèñÿùåå îò N ÷èñëî.

Ïîðîã TGCV èìèòèðóåò òåîðåòè÷åñêèé ïîðîã T ∗:

EĜN(f, T ∗) = min
T∈[T0,TU ]

EĜN(f, T ).

Èçâåñòíî, ÷òî
RN(f, σ, T ∗)

RN(f, σ, TMin)
↓ 1 ïðè N →∞.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëóæèò íåêîòîðûì òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì äëÿ âûáîðà

ïîðîãà TGCV (îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà äèñïåðñèÿ øóìà íåèçâåñòíà), è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî TGCV ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî õîðîøóþ

àïïðîêñèìàöèþ îïòèìàëüíîãî ïîðîãà. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

íîðìàëüíîñòü ôóíêöèè ĜN(f, TGCV ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì òåîðåòè÷å-

ñêèì äîâîäîì äëÿ âûáîðà òàêîãî ïîðîãà. Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Òåîðåìà 1.16. Ïóñòü f ∈ L2(R) çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

ðåãóëÿðíîé ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2, òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
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ïî ðàñïðåäåëåíèþ

P

(
ĜN(f, TGCV )−Nσ2 −RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ Φ(x) ïðè N →∞.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.16 ñïðàâåäëèâî

P

(
R̂N(f, σ, TGCV )−RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
⇒ Φ(x) ïðè N →∞.

Òåîðåìà 1.17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.16, òîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå êîíñòàíòû C̃0 è C̃1, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
ĜN(f, TGCV )−Nσ2 −RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0(lnN)1+ 1
2γ+1

N
1
2−

1
2γ+1

,

åñëè 1/2 < γ 6 3/2, è

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
ĜN(f, TGCV )−Nσ2 −RN(f, σ, TMin)

σ2
√

2N
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃1(lnN)−
1
2

N 1/4
,

åñëè γ > 3/2.

Â ñëåäñòâèè 1.2 ñïðàâåäëèâû òàêèå æå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íîðìàëü-

íîìó çàêîíó ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ êîíñòàíò.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

îïåðàòîðîâ â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ øóìà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëü-

íûå îïåðàòîðû, èñïîëüçóåìûå â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ. Èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî

ðèñêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ïîðîãîâîé îáðàáîòêè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ çàäà÷ è îáîñíîâûâàåòñÿ âûáîð ìåòîäà âåéãëåò-âåéâëåò ðàçëîæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

Xi = (Kf)i + εi, i = 1, . . . , 2J ,

ãäå Xi � íàáëþäàåìûå äàííûå, K � íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, f � èñòèí-

íàÿ (íåçàøóìëåííàÿ) ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî îöåíèòü, à εi � ñëó÷àéíûå
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ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå εi íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíà-

êîâîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð K ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñ ïîêàçàòåëåì α,

ò.å.

K[f(a(x− x0))] = a−α(Kf)[a(x− x0)]

äëÿ ëþáîãî x0 è ëþáîãî a > 0. Ïðèìåðàìè îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâ-

ëÿþòñÿ îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, ëåæàùåå â îñíîâå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè òîìîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ êðóãîâîé

ñèììåòðèåé, è íåêîòîðûå âèäû îïåðàòîðîâ ñâåðòêè.

Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè ôóíêöèè f èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíûé ìåòîä âåéãëåò-

âåéâëåò ðàçëîæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûé Ô. Àáðàìîâè÷åì è Á. Ñèëüâåðìàíîì. Â ýòîì

ìåòîäå Kf ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî âåéâëåò-áàçèñó:

Kf =
∑
j,k∈Z

〈Kf, ψj,k〉ψj,k.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà

f =
∑
j,k∈Z

βj,k〈Kf, ψj,k〉uj,k,

ãäå uj,k = K−1ψj,k/βj,k, à βj,k =
∥∥K−1ψj,k

∥∥
L2 = 2αjβ0,0. Ôóíêöèè uj,k íàçûâàþòñÿ

¾âåéãëåòàìè¿. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uj,k} íå îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-

ìó, îäíàêî åñëè âûïîëíåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà K∗ψ è K−1ψ, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uj,k} îáðàçóåò óñòîé÷èâûé áàçèñ.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû Ai > 0, ai > 0 è bi > 1,

i = 1, 2, ÷òî∣∣∣K̂−1ψ(ω)
∣∣∣ 6 A1 |ω|a1 (1 + |ω|2)−(b1+a1)/2 è

∣∣∣K̂∗ψ(ω)
∣∣∣ 6 A2 |ω|a2 (1 + |ω|2)−(b2+a2)/2

äëÿ âñåõ ω ∈ R, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uj,k} îáðàçóåò óñòîé÷èâûé áàçèñ â

L2(R).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè îöåíèâàíèÿ ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîãî ðèñêà ïðè îáðàùåíèè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ïðàêòè÷å-
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ñêîé ðåàëèçàöèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ äèñêðåòíûå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû ïî-

ëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè Kf íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó

W , îïðåäåëÿåìóþ âåéâëåò-áàçèñîì {ψj,k}. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îðòîãîíàëüíî-

ñòè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ, äèñêðåòíûå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû íàáëþäàåìûõ

äàííûõ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Yj,k, îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ìîäåëüþ:

Yj,k = µj,k + εWj,k, j = 0, . . . , J − 1, k = 0, . . . , 2j − 1,

ãäå µj,k = 2J/2〈Kf, ψj,k〉, à ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè εWj,k íåçàâèñèìû è èìåþò îäè-

íàêîâîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2.

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå äëÿ ïîäàâëåíèÿ øóìà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà ìÿã-

êîé ïîðîãîâîé îáðàáîòêè. Ê êàæäîìó çàøóìëåííîìó âåéâëåò-êîýôôèöèåíòó Yj,k

ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ρTj(x). Ðèñê ïîðîãîâîé îáðàáîòêè â ìåòîäå âåéãëåò-âåéâëåò

ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

rJ(f, σ,T) =
J−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

β2
j,kE(µj,k − ρTj(Yj,k))2.

ãäå T = (T0, . . . , TJ−1) � âåêòîð ïîðîãîâ. Â îòëè÷èå îò ïåðâîé ãëàâû, â êîòîðîé

ïîðîã âûáèðàëñÿ åäèíûì äëÿ âñåõ ìàñøòàáîâ j = 0, . . . , J − 1, çäåñü äëÿ êàæäîãî

ìàñøòàáà j âûáèðàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîé ïîðîã. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëü-

ñòâîì, ÷òî âêëàäû â ðèñê ñëàãàåìûõ íå ðàâíîïðàâíû íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ èç-çà

íàëè÷èÿ ìíîæèòåëåé β2
j,k, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà

K.

Â êà÷åñòâå îöåíêè ðèñêà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

r̂J(f, σ,T) =
J−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

β2
j,kF [Y 2

j,k, σ, Tj],

ãäå F [x, σ, Tj] = (x− σ2)1(|x| 6 T 2
j ) + (σ2 + T 2

j )1(|x| > T 2
j ).

r̂J(f, σ,T) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ rJ(f, σ,T).

Â òðåòüåì, ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ïàðàãðàôàõ äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîð-

ìàëüíîñòü îöåíêè ðèñêà ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ îöåíèâàíèÿ äèñïåðñèè øóìà è
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ðàçíûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà ïîðîãà. Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí àíàëîãó ¾óíèâåðàëüíîãî¿ ïîðîãà. Ââåäåì âåêòîð

¾óíèâåðñàëüíûõ¿ ïîðîãîâ TU = (TU,0, . . . , TU,J−1), ãäå TU,j = σ
√

2 ln 2j. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ:

B2 =
2σ4β4

0,0

24α+1 − 1
è DJ = B2(2α+1/2)J .

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèåK îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, âåéâëåò-

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿ Kf ∈ L2(R) çàäàíà

íà îòðåçêå [0, 1] è ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 0, òîãäà

P

(
r̂J(f, σ,TU)− rJ(f, σ,TU)

DJ
< x

)
⇒ Φ(x) ïðè J →∞.

Åñëè äèñïåðñèÿ øóìà íåèçâåñòíà, è åå òàêæå íåîáõîäèìî îöåíèâàòü, òî âìå-

ñòî ïîðîãîâ TU,j èñïîëüçóþòñÿ ïîðîãè T̂U,j = σ̂
√

2 ln 2j (îáîçíà÷èì âåêòîð ýòèõ

ïîðîãîâ ÷åðåç T̂U).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèåK îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, âåéâëåò-

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿKf çàäàíà íà îòðåçêå

[0, 1] è ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 0. Ïóñòü σ̂2 � íå

çàâèñÿùàÿ îò Yj,k îöåíêà äèñïåðñèè σ
2, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

P
(

2J/2(σ̂2 − σ2) < x
)
⇒ ΦΣ(x) ïðè J →∞,

ãäå ΦΣ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé Σ2. Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ
< x

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè J →∞,

ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ2 = 1 +
24α+1 − 1

2(22α+1 − 1)2

Σ2

σ4
.

Åñëè äèñïåðñèÿ îöåíèâàåòñÿ ïî âûáîðêå ñèãíàëà è ôóíêöèÿ Kf óäîâëåòâîðÿåò

òðåáóåìûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè, òî åå îöåíèâàþò ïî ïîëîâèíå âñåõ âåéâëåò-

êîýôôèöèåíòîâ íà óðîâíå j = J − 1, òàê êàê ýòè êîýôôèöèåíòû ôàêòè÷åñêè
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ñîäåðæàò òîëüêî øóì. Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òå æå âèäû îöåíêè σ2,

êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â ïåðâîé ãëàâå: âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ è íîðìèðîâàí-

íûå âûáîðî÷íûé èíòåðêâàðòèëüíûé ðàçìàõ è âûáîðî÷íîå àáñîëþòíîå ìåäèàííîå

îòêëîíåíèå îò ìåäèàíû:

σ̂2
S =

1

2J−1

2J−1−1∑
k=0

Y 2
J−1,k −

 1

2J−1

2J−1−1∑
k=0

YJ−1,k

2

, (2.1)

σ̂R =
YJ−1,(3/4) − YJ−1,(1/4)

2ξ3/4
, (2.2)

σ̂M =

med
06k62J−1−1

|YJ−1,k − med
06l62J−1−1

YJ−1,l|

ξ3/4
, (2.3)

ãäå YJ−1,(1/4) è YJ−1,(3/4) � âûáîðî÷íûå êâàíòèëè ïîðÿäêà 1/4 è 3/4, ïîñòðîåííûå

ïî íàáîðó âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ íà óðîâíå j = J − 1.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèåK îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, âåéâëåò-

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿKf çàäàíà íà îòðåçêå

[0, 1] è ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/4. Ïóñòü îöåíêà

äèñïåðñèè σ2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûáîðêå ñèãíàëà âûðàæåíèåì (2.1). Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè J →∞,

ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ =
1

24α+1
+

24α+1 − 1

24α+1 (22α+1 − 1)2 .

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèåK îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, âåéâëåò-

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿKf çàäàíà íà îòðåçêå

[0, 1] è ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > 1/2. Ïóñòü îöåíêà

äèñïåðñèè σ2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûáîðêå ñèãíàëà âûðàæåíèåì (2.2). Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ
< x

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè J →∞,
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ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ = 1 +
24α+1 − 1

4(22α+1 − 1)2ξ2
3/4(φ(ξ3/4))2

− 24α+1 − 1

22α−1(22α+1 − 1)
.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4 è îöåíêà äèñïåðñèè σ2

îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûáîðêå ñèãíàëà âûðàæåíèåì (2.3). Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ
< x

)
⇒ ΦΥ(x) ïðè J →∞,

ãäå ΦΥ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ = 1 +
24α+1 − 1

4(22α+1 − 1)2ξ2
3/4(φ(ξ3/4))2

− 24α+1 − 1

22α−1(22α+1 − 1)
.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óòâåðæäåíèå î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó çà-

êîíó.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3, òîãäà ñóùåñòâóþò òà-

êèå êîíñòàíòû C̃0, C̃1 è C̃2, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ

)
− ΦΥ1

(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃0(ln 2J)
3
2+ 4α+1

4γ+2J

2J(
1
2−

1−8αγ
4γ+2 )

+
C̃1

2J(2γ− 1
2)

+
C̃2

2
J
2

,

ãäå ΦΥ1
(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ1 =
1

24α+1
+

24α+1 − 1

24α+1 (22α+1 − 1)2 .

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû

C̃3 è C̃4, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ

)
− ΦΥ2

(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃3

2J(γ−1/2)
+
C̃4(ln ln 2J)3/4

2J/4
,

ãäå ΦΥ2
(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Υ2 = 1 +
24α+1 − 1

4(22α+1 − 1)2ξ2
3/4(φ(ξ3/4))2

− 24α+1 − 1

22α−1(22α+1 − 1)
.
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Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû

C̃5 è C̃6, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
r̂J(f, σ̂, T̂U)− rJ(f, σ,TU)

DJ

)
− ΦΥ2

(x)

∣∣∣∣∣ 6 C̃5

2J(γ−1/2)
+
C̃6(ln 2J)3/4

2J/4
.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ îöåíêè

ðèñêà ïîðîãîâîé îáðàáîòêè â ìåòîäå SureShrink, ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé îáðàùå-

íèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà ñ ïîìîùüþ âåéãëåò-âåéâëåò ðàçëîæåíèÿ.

Âåêòîð ïîðîãîâ TSURE = (T S0 , . . . , T
S
J−1) âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r̂J(f, σ,TSURE) = min
Tj∈[0,Tα],j=0,...,J−1

r̂J(f, σ,T),

ãäå Tα = σ
√

2(2α + 1) ln 2J . Ýòîò âåêòîð èìèòèðóåò òåîðåòè÷åñêèé ¾èäåàëüíûé¿

ïîðîã TMin = (TMin, . . . , TMin), îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ ìàñøòàáîâ j:

rJ(f, σ,TMin) = min
T∈[0,Tα]

J−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

β2
j,kE(µj,k − ρT (Yj,k))

2.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå K îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, è îöåí-

êà σ2 çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (2.1), (2.2) èëè (2.3). Ïóñòü âåéâëåò-ôóíêöèÿ ψ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿ Kf çàäàíà íà îòðåçêå [0, 1] è

ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > max{(8α + 2)−1, 1/4},
åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.1), è γ > 1/2, åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì (2.2) èëè (2.3). Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ̂,TSURE)− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
⇒ ΦΣ(x) ïðè J →∞,

ãäå ΦΣ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé

Σ2 =
1

24α+1
+

24α+1 − 1

24α+1 (22α+1 − 1)2 ,

åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.1), è

Σ2 = 1 +
24α+1 − 1

4(22α+1 − 1)2ξ2
3/4(φ(ξ3/4))2

− 24α+1 − 1

22α−1(22α+1 − 1)
,

åñëè σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2) èëè (2.3).
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Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.8, òîãäà ñóùåñòâóþò òà-

êèå êîíñòàíòû C̃0, C̃1, C̃2 è C̃3, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ̂,TSURE)− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃0(ln 2J)1+ 1
2γ+1

2J(
1
2−

1−4αγ
2γ+1 )

,

åñëè max{(8α + 2)−1, 1/4} < γ 6 3/(16α + 2) è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(2.1), è 1/2 < γ 6 3/(16α + 2) è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2) èëè (2.3),

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ̂,TSURE)− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃1(ln 2J)−1/2

2J/4
,

åñëè γ > 3/(16α + 2) è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.1),

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ̂,TSURE)− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃2(ln ln 2J)3/4

2J/4
,

åñëè γ > 3/(16α + 2) è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2), è

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ̂,TSURE)− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− ΦΣ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃3(ln 2J)3/4

2J/4
,

åñëè γ > 3/(16α + 2) è σ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.3).

Çàìå÷àíèå 2.1. Äèñïåðñèÿ ïðåäåëüíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà â òåîðåìàõ 2.4 è

2.8 ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå îöåíêè σ âåëè÷èíû σ̂q ðàâíà

Υ2 = 1 +
(24α+1 − 1)(2q − 1)(2− 2q)

(22α+1 − 1)2ξ2
q (φ(ξq))2

− 24α+1 − 1

22α−1(22α+1 − 1)
.

Ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè q ≈ 0.931 (ξq ≈ 1.4821, ñì. çàìå÷à-

íèå 1.1). Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå îöåíêè σ âåëè÷èíû σ̂q îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ êîíñòàíò îñòàíóòñÿ òàêè-

ìè æå, êàê â òåîðåìàõ 2.6 è 2.9.

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èí-

òåðâàëû äëÿ ðèñêà ïîðîãîâîé îáðàáîòêè è îöåíèâàòü îòêëîíåíèå âåðîÿòíîñòè ïî-

ïàäàíèÿ â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îò äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîðîã, âûáèðàåìûé íà îñíîâå ïðîöåäóðû

îáîáùåííîé êðîññ-âàëèäàöèè. Íà êàæäîì ìàñøòàáå j ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ îáîáùåí-

íîé êðîññ-âàëèäàöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò íàáëþäàåìûõ äàííûõ è ïîðîãà
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Tj:

Ĝj(Tj) =

2j−1∑
k=0

(
Yj,k − ρTj(Yj,k)

)2

µ2
Tj

, ãäå µTj =
1

2j

2j−1∑
k=0

1(|Yj,k| 6 Tj).

Âûáîð âåêòîðà ïîðîãîâ TGCV = (TG0 , . . . , T
G
J−1), îñíîâàííûõ íà ïðîöåäóðå îáîá-

ùåííîé êðîññ-âàëèäàöèè, çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Ĝj(Tj) íà íåêî-

òîðîì ìíîæåñòâå Tj ∈ [T0, Tα]:

Ĝj(T
G
j ) = min

Tj∈[T0,Tα]
Ĝj(Tj),

ãäå T0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íî íå çàâèñÿùåå îò j ÷èñëî.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå K îäíîðîäíî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, âåéâ-

ëåò-ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.1, à ôóíêöèÿ Kf çàäàíà íà

îòðåçêå [0, 1] è ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíà ïî Ëèïøèöó ñ ïîêàçàòåëåì γ > (8α+2)−1.

Òîãäà

P

(
r̂J(f, σ,TGCV )− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
⇒ Φ(x) ïðè J →∞.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.10, òîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå êîíñòàíòû C̃0 è C̃1, ÷òî

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ,TGCV )− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃0(ln 2J)1+ 1
2γ+1

2J(
1
2−

1−4αγ
2γ+1 )

,

åñëè max{(8α + 2)−1, 1/4} < γ 6 3/(16α + 2), è

sup
x∈R

∣∣∣∣P( r̂J(f, σ,TGCV )− rJ(f, σ,TMin)

DJ
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ 6 C̃1(ln 2J)−1/2

2J/4
,

åñëè γ > 3/(16α + 2).

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðà-

äîíà â ìîäåëè ñ àääèòèâíûì øóìîì. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè,

îïèñûâàþùåé ïðîåêöèîííûå äàííûå, â îðòîãîíàëüíûé ðÿä ïî Ôóðüå-âåéâëåò áà-

çèñó è äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü áàçèñà, ïî êîòîðîìó ðàñêëàäûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

èçîáðàæåíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

íîðìàëüíîñòü îöåíêè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðèñêà â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rf(ϕ, s) =

∫
Lϕ,s

f(x, y)dl =

∞∫
−∞

f(s cosϕ− t sinϕ, s sinϕ+ t cosϕ)dt,

s ∈ R, ϕ ∈ [0, 2π).

Ïðè îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä,

çàêëþ÷àþùèéñÿ â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè Rf(ϕ, s) â ðÿä Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé ϕ è

â âåéâëåò-ðÿä ïî ïåðåìåííîé s:

Rf(ϕ, s) =
∞∑
n=0

∑
j,k∈Z

〈Rfn, ψj,k〉ψj,k(s)Zn(ϕ), ãäå Rfn(s) =

2π∫
0

Rf(ϕ, s)Zn(ϕ)dϕ,

à {Zn}∞n=0 � âåùåñòâåííûé áàçèñ Ôóðüå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà

R−1, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè f , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âåéãëåò-

âåéâëåò ðàçëîæåíèÿ:

f(x, y) =
∞∑
n=0

∑
j,k∈Z

βn,j,k〈Rfn, ψj,k〉un,j,k(x, y),

ãäå

un,j,k(x, y) =
R−1[Znψj,k](x, y)

βn,j,k
, βn,j,k =

∥∥R−1[Znψj,k]
∥∥
L2 .

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû A > 0, a > 1/2 è b > 3/2,

÷òî ∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣ 6 A |ω|a (1 + |ω|2)−(b+a)/2

äëÿ âñåõ ω ∈ R, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un,j,k} îáðàçóåò óñòîé÷èâûé áàçèñ

â L2(R).

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ñïðàâåäëèâû àíàëîãè âñåõ óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåí-

íûõ äëÿ îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ, ñ α = 1/2 è çàìåíîé J íà 2J .

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå ìåòîäû îáðàùåíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû äàííûõ è ëèíåéíûå ìåòîäû

ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïîìîùüþ ãàóññîâîé ôóíêöèè îêíà. Èññëåäóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
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Ðàäîíà â âååðíîé ñõåìå ñêàíèðîâàíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäî-

íà, ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ñ ïîãëîùåíèåì, ñôåðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà,

èíòåãðàëüíîå ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå è äèôðàêöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëó÷åíû

êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèè èçîáðàæåíèÿ ïðè íà-

ëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà åå ïðîåêöèé ðàäîíîâñêîãî òèïà. Âñþäó â òðåòüåé ãëàâå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîñèòåëåì ôóíêöèè f(x, y), îïèñûâàþùåé òîìîãðàôè÷åñêîå

èçîáðàæåíèå, ÿâëÿåòñÿ êðóã

U = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1}.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ îáúåêò, íåîòðèöàòåëüíà

è íîðìèðîâàíà, ò.å. ∫∫
U

f(x, y)dxdy = 1.

Êëàññ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷åí ÷åðåç FU . ×åðåç fσ(x, y) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíê-

öèÿ èçîáðàæåíèÿ, âîññòàíîâëåííàÿ ïî ïðîåêöèîííûì äàííûì è èñïîëüçîâàíèåì

ãàóññîâîé ôóíêöèè îêíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è îáðàùåíèÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîåêöèîííûõ äàííûõ. Ïðèâå-

äåíû îöåíêè òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèé, ïîëó÷åííûå

Ë. Êëåáàíîâûì è Ë. Õàëôèíûì, à òàêæå îöåíêè òî÷íîñòè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ïî-

ãðåøíîñòåé â ïðîåêöèîííûõ äàííûõ.

Âî âòîðîì, òðåòüåì, ÷åòâåðòîì, ïÿòîì, øåñòîì è ñåäüìîì ïàðàãðàôàõ ïîëó÷å-

íû îöåíêè òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîåêöèé â ìîäåëÿõ ñ

èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà.

Â âååðíîé ñõåìå ñêàíèðîâàíèÿ èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì T , à íîñèòåëü îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî

ôóíêöèåé f(x, y), ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü β ∈ [0, 2π) � óãëî-

âàÿ êîîðäèíàòà èñòî÷íèêà ïó÷êà ëó÷åé, à α ∈ [−π
2 ,

π
2 ] îïèñûâàåò ïîëîæåíèå ëó÷à

âíóòðè ïó÷êà. Â òàêîé ñõåìå ñêàíèðîâàíèÿ ïðîåêöèîííûå äàííûå îïèñûâàþòñÿ
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ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Df(β, α) =

∞∫
−∞

f(T sinα cos(β+α)−y sin(β+α), T sinα sin(β+α)+y cos(β+α))dy.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó çà

èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ, âäîëü êîòîðûõ îíè ìîãóò

èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü

sup
(x,y)∈U\L

‖∇f(x, y)‖`2 6 C, è sup
(x,y)∈U\L

‖∇g(x, y)‖`2 6 C.

Åñëè

Df(βk, α) = Dg(βk, α), α ∈ [−αm, αm], k = 1, . . . N,

ãäå βk = 2πk/N , òîãäà

sup
(x,y)∈U

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6
√

2π

2σ3N
+

2C

σ2N

T 2 + T
√

1 + T 2

1 + T 2
.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó çà

èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ, âäîëü êîòîðûõ îíè ìîãóò

èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü

sup
(x,y)∈U\L

‖∇f(x, y)‖`2 6 C, è sup
(x,y)∈U\L

‖∇g(x, y)‖`2 6 C.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0

|Df(βk, α)−Dg(βk, α)| 6 ε, α ∈ [−αm, αm], k = 1, . . . N,

ãäå βk = 2πk/N , òîãäà

sup
U
|fσ(r, θ)− gσ(r, θ)| 6 Tε

σ2π
√
T 2 + 1

+

√
2π

2σ3N
+

2C

σ2N

T 2 + T
√

1 + T 2

1 + T 2
.

Ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà, êîòîðîå âîçíèêàåò â çàäà÷àõ îä-

íîôîòîííîé ýìèññèîííîé òîìîãðàôèè â ñèòóàöèè, êîãäà ïîãëîùàþùàÿ èçëó÷åíèå

ñðåäà îäíîðîäíà (ñ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ µ > 0), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

âèäà

Rµf(ϕ, s) =

∞∫
−∞

eµtf(s cosϕ− t sinϕ, s sinϕ+ t cosϕ)dt, s ∈ R, ϕ ∈ [0, 2π).
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Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU . Åñëè

Rµf(ϕj, s) = Rµg(ϕj, s), s ∈ R, j = 1, . . . , N,

ãäå ϕj = 2πj/N , òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 e2µ

N

(√
2π

2σ3
+ µ

e−
σ2µ2

2

σ2

)
.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííî-

ãî ε > 0

|Rµf(ϕj, s)−Rµg(ϕj, s)| 6 ε, s ∈ R, j = 1, . . . N,

ãäå ϕj = 2πj/N , òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 ε
eµ

πσ2
+
e2µ

N

(√
2π

2σ3
+ µ

e−
σ2µ2

2

σ2

)
.

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ñ ïîãëîùåíèåì. Ïóñòü a(x, y) � èçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ â äàííîé òî÷êå (x, y).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a(x, y) íåîòðèöàòåëüíà è åå íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ êðóã U

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

a(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, sup
(x,y)∈U

a(x, y) 6 µ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû

µ, à sup
(x,y)∈R2

‖∇a(x, y)‖`2 = Ga. Êëàññ âñåõ ôóíêöèé a(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì

óñëîâèÿì, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç AU . Ïîëîæèì

Da(ϕ, x, y) =

∞∫
0

a(x+ t cosϕ, y + t sinϕ)dt, ϕ ∈ [0, 2π).

Äëÿ ϕ ∈ [0, 2π) è s ∈ R ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ñ ïîãëîùåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

Raf(ϕ, s) =

∞∫
−∞

e−Da(ϕ+π/2,s cosϕ−t sinϕ,s sinϕ+t cosϕ)f(s cosϕ−t sinϕ, s sinϕ+t cosϕ)dt.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü a(x, y) ∈ AU , f(x, y), g(x, y) ∈ FU . Åñëè

Raf(ϕj, s) = Rag(ϕj, s), s ∈ R, j = 1, . . . , N,
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ãäå ϕj = 2πj/N , òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 2e3µ

Nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√

2

)
+

+
2e3µ

Nσ

(
3
√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√

2σ2

)(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü a(x, y) ∈ AU , f(x, y), g(x, y) ∈ FU . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî ε > 0

|Raf(ϕj, s)−Rag(ϕj, s)| 6 ε, s ∈ R, j = 1, . . . , N,

ãäå ϕj = 2πj/N , òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 2e3µ

Nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√

2

)
+

+
2e3µ

Nσ

(
3
√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√

2σ2

)(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
+

+
2εe3µ

σ
√

2π

(
5Ga +

3µ

2σ2
+

√
2

σ
√
π

+
2

N

(
Ga +

µ

2σ2

)(
πGa +

√
π

σ
√

2

))
.

Ñôåðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà íà ïëîñêîñòè, èñïîëüçóåìîå â ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëÿõ òåðìîàêóñòè÷åêîé è ôîòîàêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sf(ϕ, r) =
1

2π

2π∫
0

f(cosϕ+ r cos θ, sinϕ+ r sin θ)dθ, ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ (0,∞).

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû,

sup
(x,y)∈R2

‖∇f(x, y)‖`2 6 C è sup
(x,y)∈R2

‖∇g(x, y)‖`2 6 C.

Ïóñòü ϕj = 2πj/N è

Sf(ϕj, r) = Sg(ϕj, r), r ∈ R, j = 1, . . . , N,

òîãäà

sup
(x,y)∈U

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6
(

4
√

3 +
2π

3

)
4C

Nσ2
.
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Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) ∈ FU áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû,

sup
(x,y)∈R2

‖∇f(x, y)‖`2 6 C è sup
(x,y)∈R2

‖∇g(x, y)‖`2 6 C.

Ïóñòü ϕj = 2πj/N è

sup
r∈R
|Sf(ϕj, r)− Sg(ϕj, r)| 6 ε, j = 1, . . . , N,

òîãäà

sup
(x,y)∈U

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6
(

4
√

3 +
2π

3

)(
2ε

πσ2
+

4C

Nσ2

)
.

Èíòåãðàëüíîå ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè èçîáðàæå-

íèé èç ñèãíàëîâ, ïîëó÷àåìûõ ðàäèîëîêàöèîííûìè ñòàíöèÿìè ñ ñèíòåçèðîâàííîé

àïåðòóðîé. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ FU ÷åòíà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Îïðåäåëèì

èíòåãðàëüíîå ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå ôóíêöèè f(x, y), êàê èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå (t, 0):

Mf(t, r) =

2π∫
0

f(t+ r cos θ, r sin θ)rdθ.

Òåîðåìà 3.12. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà N è n âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî ïðè

n→∞ âûïîëíåíî N/n→∞ è N/n2 → 0. Îáîçíà÷èì

ti =
i

n
, i = −N, . . . , N.

Åñëè f(x, y), g(x, y) ∈ FU � ÷åòíûå ïî âòîðîé ïåðåìåííîé èMf(ti, r) ≡Mg(ti, r)

äëÿ âñåõ ti, i = −N, . . . , N , òîãäà

sup
(x,y)∈U

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 2
√

2

π3/2σ3

(
N

n2
+

1

n

)
+

2

π2σ2
arcctg

2N

n
.

Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü ti, i = −N, . . . , N , òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå,

f(x, y), g(x, y) ∈ FU � ÷åòíûå ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, è

sup
r∈R
|Mf(ti, r)−Mg(ti, r)| 6 ε

äëÿ âñåõ ti, i = −N, . . . , N , òîãäà

sup
(x,y)∈U

|fσ(x, y)− gσ(x, y)| 6 ε

πσ2
+

2
√

2

π3/2σ3

(
N

n2
+

1

n

)
+

2

π2σ2
arcctg

2N

n
.
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Â äèôðàêöèîííîé òîìîãðàôèè àïïðîêñèìàöèÿ Ðûòîâà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

èíòåãðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, íàçâàííîìó äèôðàêöèîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

Gf(ϕ, s) =
ik

4π
e−ikr

∞∫
−∞

eisω
eira(ω)

a(ω)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−i(r
′(a(ω)−k)+s′ω) ×

×f(r′ cosϕ− s′ sinϕ, r′ sinϕ+ s′ cosϕ)dr′ds′dω.

Çäåñü k � ÷àñòîòà âîëíû, îáëó÷àþùåé îáúåêò, r � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé

ðàñïîëîæåíû ïðèåìíèêè, a(ω) =
√
k2 − ω2. Ïóñòü hj(ω) = f̂(ω cosϕj, ω sinϕj),

ω ∈ R, j = 1, ..., N . Ðàçëîæèì hj(ω) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êàõ k è −k äî ÷ëåíà

ïîðÿäêà m− 1:

hj(ω) = P±j,m(ω) +
h

(m)
j (ξ±)(ω ∓ k)m

m!
, |ω| > k,

ãäå ξ+ ∈ (k, ω), ξ− ∈ (ω,−k) è

P±j,m(ω) =
m−1∑
l=0

h
(l)
j (k)

(ω ∓ k)l

l!
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψj,m(ω) = ψj,m(ω) = hj(ω)1(|ω| 6 k) + P+
j,m(ω)1(ω > k) +

P−j,m(ω)1(ω < −k). Ïóñòü ψN,m(ϕ, ω) = ψj,m(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ R è âñåõ ϕ ∈
[ϕj − π/N, ϕj + π/N ], j = 1, ..., N . Çàïèøåì ψN,m(ϕ, ω) â äåêàðòîâûõ êîîðäè-

íàòàõ: ψN,m(ω1, ω2). Ôóíêöèÿ ψN,m(ω1, ω2) ïðèáëèæàåò f̂(ω1, ω2) â êðóãå ðàäèóñà

k. Íà ýòàïå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âîñïîëüçóåìñÿ ãàóññîâûì ðåãóëÿ-

ðèçóðóþùèì îêíîì Wσ(ω1, ω2) = e−σ
2(ω2

1+ω2
2)/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fσ(x, y) îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðîèçâåäåíèÿ f̂(ω1, ω2)Wσ(ω1, ω2). Â êà÷åñòâå àïïðîêñè-

ìàöèè äëÿ fσ(x, y) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäóëü îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

îò ïðîèçâåäåíèÿ ψN,m(ω1, ω2)Wσ(ω1, ω2), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç |fN,m,σ(x, y)|.

Òåîðåìà 3.14. Ïóñòü f(x, y) ∈ FU è ïóñòü ôóíêöèÿ |fN,m,σ(x, y)| ïîëó÷åíà ïî

îïèñàííîìó âûøå ìåòîäó. Òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|fσ(x, y)− |fN,m,σ(x, y)|| 6

6

√
2π

4σ3N
+
e−σ

2k2

2
√
π

(
1

2m/2σm+2Γ
(
m+1

2

) +
k

2(m+1)/2σm+1Γ
(
m+2

2

)) .
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìà, òîãäà

sup
(x,y)∈R2

|f(x, y)− |fN,m,σ(x, y)|| 6 Cf
√
πσ√
2

+

√
2π

4σ3N
+

+
e−σ

2k2

2
√
π

(
1

2m/2σm+2Γ
(
m+1

2

) +
k

2(m+1)/2σm+1Γ
(
m+2

2

)) ,
ãäå Cf = sup

(x,y)∈R2

|∇f(x, y)|.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, çàêëþ-

÷àþùàÿñÿ â ðåêîíñòðóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé

ïî âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì ïðîåêöèé ðàäîíîâñêîãî òèïà. Îïèñûâàþòñÿ

îñîáåííîñòè ýòîé çàäà÷è, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû îòñóòñòâèÿ åäèíñòâåííîñòè åå ðå-

øåíèÿ. Äëÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà, ðàññìîòðåííûõ â òðåòüåé

ãëàâå â êëàññå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ðåêîí-

ñòðóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïî ðàñïðåäåëåíèÿì

ïðîåêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåííûõ ìåòî-

äîâ.

Ôîðìàëüíî ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Èìååòñÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíê-

öèÿ ξ(x, y), ðåàëèçàöèè êîòîðîé ïðåäïîëàãàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èíòåãðèðóå-

ìûìè. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîñèòåëåì ξ(x, y) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé êðóã:

U = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå âñþäó çà èñêëþ÷åíè-

åì ìíîæåñòâ íóëåâîé Ëåáåãîâîé ìåðû, áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ

ïðîåêöèîííûõ äàííûõ (âñåõ èëè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà). Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæ-

äåíèè îïðåäåëåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x, y).

Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðè-

âåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè, ïîñòðîåííûå â ðàáîòàõ Â.Ã. Óøà-

êîâà, Í.Ã. Óøàêîâà è ðàáîòàõ àâòîðà.

Îïðåäåëèì òàêæå áîëåå óçêèé êëàññ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé â äàëüíåé-

øåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè. Ýòîò êëàññ, ñ îäíîé ñòî-
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ðîíû, äîñòàòî÷åí äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, � ïîçâîëÿåò åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíîâèòü âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòîõàñòè÷åñêèõ

îáúåêòîâ ïî õàðàêòåðèñòèêàì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà.

Ïóñòü Q � ìíîæåñòâî âñåõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξ(x, y) âèäà

ξ(x, y) = fν(x, y),

ãäå f1(x, y), f2(x, y), . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ (íåýêâèâàëåíòíûõ) èí-

òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â åäèíè÷íîì êðóãå U , à ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f1(x, y), f2(x, y), . . . ïðèíàäëåæàò êëàññó

FU .

Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè èç êëàññà Q åñòü íè ÷òî èíîå, êàê äèñêðåòíûå ñëó÷àé-

íûå ýëåìåíòû â ïðîñòðàíñòâå L1(U), è èõ âåðîÿòíîñòíàÿ ñòðóêòóðà ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì

(f1(x, y), f2(x, y), . . . ; p1, p2, . . .),

ãäå pi = P(ξ(x, y) = fi(x, y)), i = 1, 2, . . . ,
∞∑
i=1

pi = 1. Ðàñïðåäåëåíèå ξ(x, y) ∈ Q

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pξ.

Òåîðåìà î âçàèìîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé

ôóíêöèè èç êëàññà Q è ðàñïðåäåëåíèÿìè åå ïðîåêöèé, äîêàçàííàÿ Â.Ã. Óøàêîâûì

è Í.Ã. Óøàêîâûì, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q, è PRξϕ = PRηϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Λ ⊆
[0, 2π), ãäå Λ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ðàçðàáîòàí àâòîðîì

è îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå ñîãëàñîâàííîñòè ïðîåêöèîííûõ äàííûõ:
∞∫

−∞

Rf(ϕ, s)smds = pm(ϕ),

ãäå pm(ϕ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.
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Â äèññåðòàöèè äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 4.1,

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ðàäîíîâñêîãî òèïà, ââåäåííûõ â òðåòüåé ãëàâå, è ðàçðàáîòàíû

ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïî ðàñïðåäåëåíèÿì

ïðîåêöèîííûõ äàííûõ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q, è PDξβ = PDηβ äëÿ âñåõ β ∈ Λ ⊆
[0, 2π), ãäå Λ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ âååðíîé ñõåìû

ñêàíèðîâàíèÿ îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

H(β, ϕ) =

π
2∫

−π2

Df(β, α)

|sin(β + α) cosϕ− cos(β + α) sinϕ|
dα.

àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q, è PRµξϕ = PRµηϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Λ ⊆
[0, 2π), ãäå Λ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

J (m)(ϕ) =

∞∫
−∞

Rµf(ϕ, s)smds.

òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q, ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé

ξ(x, y) è η(x, y) íåïðåðûâíû è PRaξϕ = PRaηϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Λ, ãäå Λ � ïîäìíîæå-

ñòâî [0, 2π), èìåþùåå ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà. Òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ðàäîíà ñ ïîãëîùåíèåì îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ìíîæèòåëÿ e−Da(ϕ+π/2,x,y) â

îïðåäåëåíèè ôóíêöèè

J (m)(ϕ) =

∞∫
−∞

Raf(ϕ, s)smds =

∫∫
U

(x cosϕ+ y sinϕ)me−Da(ϕ+π/2,x,y)f(x, y)dxdy.
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òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ôóíêöèè J (m)(ϕ).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q, ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé

ξ(x, y) è η(x, y) íåïðåðûâíû è PSξϕ = PSηϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Λ, ãäå Λ � ïîäìíîæåñòâî

[0, 2π), èìåþùåå ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà, òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ ñôåðè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå ñîãëàñîâàííîñòè ïðîåê-

öèîííûõ äàííûõ:

J (k)(ϕ) =

∞∫
0

r2kSf(ϕ, r)rdr = pk(ϕ),

ãäå pk(ϕ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû è

÷åòíû ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü PMξt = PMηt äëÿ âñåõ t ∈ Λ, ãäå Λ � ïîä-

ìíîæåñòâî R ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà, òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ èíòåãðàëüíîãî

ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå ñîãëàñîâàííîñòè ïðîåêöè-

îííûõ äàííûõ:

J (k)(t) =

∞∫
0

r2kMf(t, r)dr = p2k(t),

ãäå p2k(t) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2k.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ξ(x, y) ∈ Q, η(x, y) ∈ Q è PGξϕ = PGηϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Λ ⊆
[0, 2π), ãäå Λ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òîãäà Pξ = Pη.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ äèôðàêöèîí-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâàí íà ñëåäñòâèè èç äèôðàêöèîííîé òåîðåìû, êîòîðàÿ

óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Ĝf(ϕ, ω) =
(π

2

)1/2

ik
eir(a(ω)−k)

a(ω)
×

×f̂ ((a(ω)− k) cosϕ− ω sinϕ, (a(ω)− k) sinϕ+ ω cosϕ) .
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Îáîçíà÷èì

J (m)(ϕ) = Ĝf
(m)

ω (ϕ, ω)|ω=0.

Èç äèôðàêöèîííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî J (m)(ϕ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.

Â Çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ

Þ.Â. Ïðîõîðîâó è ïðîôåññîðàì Â.Ã. Óøàêîâó è Â.Þ. Êîðîëåâó çà ðàçíîñòîðîí-

íþþ ïîìîùü, îêàçàííóþ âî âðåìÿ èññëåäîâàíèé è ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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