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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ ïëîòíûõ ìàòðèö. Èçó÷àþòñÿ àëãîðèòìû êàê äëÿ ìàòðèö
íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè è îáëàñòÿìè îáùåãî âèäà, òàê è äëÿ ìàò-
ðèö íàä îáëàñòÿìè öåëûõ ÷èñåë è ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ìàòðèö âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ â òðóäàõ

Ëàïëàñà, ßêîáè è Ëåâåðüå. Çà ïðîøåäøèå ïîëòîðà ñòîëåòèÿ îíè íàøëè
ïðèëîæåíèÿ â ñàìûõ ðàçíûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ � â
òåîðèè ìàòðèö, â òåðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, â ìåõàíèêå, â àñòðîíîìèè,
â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, âî ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ, â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ.

Îäèí èç ïåðâûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
ìàòðèö â êîììóòàòèâíîì êîëüöå ïðåäëîæèë â 1881 ã. Ëåâåðüå1.
Âèäîèçìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîå â 1943 ã. Ôàääååâûì Ä.Ê.2,
ïîçâîëèëî âû÷èñëÿòü îäíîâðåìåííî åùå è ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó. Àë-
ãîðèòì Ëåâåðüå (ñ óëó÷øåíèåì Âèíîãðàäà3) òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ∼ 4n3.5

êîëüöåâûõ îïåðàöèé, àëãîðèòì Ôàääååâà � ∼ 2n4 êîëüöåâûõ îïåðàöèé
ïðè âû÷èñëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû ðàçìåðà n×n.
Â îñíîâå àëãîðèòìîâ ëåæèò âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ýòî ïîç-
âîëÿåò äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàòü ïàðàë-
ëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö.

Îòìåòèì íåäàâíî ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû äëÿ êîììóòàòèâíûõ

îáëàñòåé . Àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà4 (2002) òðåáóåò êîëüöåâûõ îïåðàöèé
∼ 1/2n4. Àëãîðèòì Ìàëàøîíêà5 (1999) è íîâûé àëãîðèòì 6 (2008) òðå-
áóþò, ñîîòâåòñòâåííî, ∼ 8/3n3 è ∼ 7/3n3 êîëüöåâûõ îïåðàöèé.

1Le Verrier U.J.J. Sur les variations s�eculaires des �el�ements elliptiques des sept
plan�etes principales: Mercure, Venus, La Terre, Mars, Jupiter, Saturne et Uranus
// Journal de Math�ematiques Pures et Appliquees. 1840. N4. 220-254.

2Ôàääååâ Ä.Ê., Ôàääååâà Â.Í. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ëèíåéíîé àë-
ãåáðû. Ì., Ë.: Ãîñ. èçä. ôèç. ìàò. ëèòåðàòóðû, 1963.

3Êíóò Ä. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ÝÂÌ. Ò.2. Ì.: Ìèð, 1977
(ñ.656).

4Ñåéôóëëèí Ò.Ð. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ, ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà áåç äåëåíèÿ // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíà-
ëèç. 2002. N.5. Ñ.18-42.

5Ìàëàøîíîê Ã.È. A computation of the characteristic polynomial of an
endomorphism of a free module // Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ. 1999.
Ò. 258. Ñ. 101-114.

6Ïåðåñëàâöåâà Î.Í. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
ìàòðèöû // Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Åñòåñòâåííûå è òåõíè-
÷åñêèå íàóêè. 2008. Ò. 13. Âûï.1. Ñ.131-133.
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Â ðàáîòå Èêðàìîâà Õ.Ä.7 êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá òî÷íî-
ãî âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèö íàä êîíå÷íû-

ìè ïîëÿìè ðåêîìåíäóåòñÿ ìåòîä Äàíèëåâñêîãî8 (1937), êîòîðûé òðå-
áóåò âûïîëíåíèÿ ∼ 2n3 îïåðàöèé. Àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øèìè ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè àëãîðèòìàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà â êîíå÷íîì ïîëå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòì Êåëëåð-Ãåõðèãà9 (1985) è âå-
ðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì Ïåðíåòà-Ñòîðüîõàííà10 (2007), êîòîðûå òðåáóþò
âûïîëíåíèÿ Θ(nω log2 n) è Θ(nω) îïåðàöèé ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü Θ(nω)
îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Ïîñëå ïóáëèêàöèè [2, 16, 17, 18] â ðîññèéñêèõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ ðà-
áîò àâòîðà, â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû è ìåòîäû ðàñ-
ñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ, ïîÿâèëñÿ ðÿä ñòàòåé ïî ýòîé æå òåìå äðóãèõ àâòîðîâ. Òàê ÿïîíñêèå
ìàòåìàòèêè K. Kumura è H. Anai11 ïðåäëàãàþò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè. Îíè ïðèâîäÿò
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà 2-õ ïðîöåññîðíîì êîìïüþòåðå è äåìîíñòðè-
ðóþò óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìàìè Maple 13 è Mathematica 6.

Ôðàíöóçñêèå ìàòåìàòèêè Ô. Îáðè è À. Âàëèáóç12 ïðåäëîæèëè ïà-
ðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåçîëüâåíòû Ëàãðàíæà äëÿ ïîëèíîìà
îäíîé ïåðåìåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ìîäóëÿðíûõ âû÷èñëåíèé.
Îíè ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ ðåçîëüâåíò, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ñ äâóìÿ óðîâíÿìè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.
Â ðàáîòå äðóãèõ ôðàíöóçñêèõ àâòîðîâ J.-G. Dumas, Th. Gautier è J.-L.
Roch13 îïèñûâàåòñÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèö ñ ïðèìåíåíèåì
ìîäóëÿðíûõ âû÷èñëåíèé.

7Èêðàìîâ Õ.Ä. Î êîíå÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ ïðîöåäóðàõ â ëèíåéíîé àëãåá-
ðå // Ïðîãðàììèðîâàíèå. 1994. � 1. Ñ. 56-69

8Äàíèëåâñêèé À.Ì. Î ÷èñëåííîì ðåøåíèè âåêîâîãî óðàâíåíèÿ // Ìàòåì.
ñá. 1937. Ò.2(44). N1. 169-172.

9Keller-Gehrig W. Fast algorithms for the characteristic
polynomial//Theoretical computer science. 1985. V. 36. P. 309�317.

10Pernet C., Storjohann A. Faster algorithms for the characteristic polynomial
// ISSAC. 2007. P. 307�314.

11Kumura K., Anai H. Parallel computation of determinants of matrices with
polynomial entries for robust control design // PASCO 2010 : Parallel Symbolic
Computation'10. P 173-174. 21-23 July, Grenoble, France.

12Philippe Aubry, Annick Valibouze Parallel computation of Lagrange
resolvents by multi-resolvents // Tambov University Reports. Series: Natural and
Technical Sciences. V. 15. Issue 4, 2010. P. 1328-1341.

13J.-G. Dumas, Th. Gautier, J.-L. Roch Generic design of Chinese
remaindering schemes // PASCO 2010 : Parallel Symbolic Computation'10. P. 26-
34. 21-23 July, Grenoble, France.
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Öåëü ðàáîòû.
Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëè-
íîìîâ ïëîòíûõ ìàòðèö íàä öåëûìè ÷èñëàìè è íàä ïîëèíîìàìè ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷è ðàáîòû.

• Äëÿ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëè-
íîìîâ ìàòðèö òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü óòî÷íåííûå âûðàæåíèÿ, õàðàê-
òåðèçóþùèå ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ.

• Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòàòèâíûõ îáëàñòÿõ.

• Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ öåëî÷èñëåííûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ
ìàòðèö.

• Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö è ìàòðèö íàä
ïîëèíîìàìè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

• Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíî-
ñòè ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñëîæíîñòü

àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîì-
ìóòàòèâíîé îáëàñòè è â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîëè÷åñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé â ìàøèííûõ ñëîâàõ ïîç-
âîëÿþò âûáðàòü ëó÷øèé àëãîðèòì.

Ðàçðàáîòàí íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòàòèâíûõ îáëàñòÿõ. Àëãîðèòì
èìååò íàèìåíüøåå ÷èñëî àääèòèâíûõ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé
ñðåäè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè.

Ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû íîâûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû è ïðî-
ãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîëü-
öå öåëûõ ÷èñåë è â êîëüöå ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.
Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïà-

êåòàõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì è ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Ðàçðà-
áîòàííûå àëãîðèòìû âõîäÿò â ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, èçäàííûå äëÿ ñòóäåí-
òîâ Òàìáîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ã.Ð.Äåðæàâèíà, è
èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíûõ êóðñàõ ïî êîìïüþòåðíîé àëãåáðå, ïàðàëëåëüíî-
ìó ïðîãðàììèðîâàíèþ è ïî ïàðàëëåëüíîé êîìïüþòåðíîé àëãåáðå.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ Parallel Computer Algebra (ParCA'2010) (Òàìáîâ, 29
èþíÿ - 3 èþëÿ 2010), Polynomial Computer Algebra (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
4-7 àïðåëÿ 2008, 8-12 àïðåëÿ 2009, 2-7 àïðåëÿ 2010, 17-22 àïðåëÿ
2011, 23-28 àïðåëÿ 2012), ÏàÂÒ`2009 (Íèæíèé Íîâãîðîä, 30 ìàð-
òà - 3 àïðåëÿ 2009), Mathematical Modeling and Computational Physics
(MMCP'2009) (Dubna, July 7-11, 2009), Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ. Îá-
ùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ (ÎÏÓ-2009) (Òàìáîâ 5-9
îêòÿáðÿ 2009), "Ñîâðåìåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå è ïðîáëåìû
èñòîðèè è ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòèêè" (Òàìáîâ, 2006, 2008), Äåðæàâèí-
ñêèå ÷òåíèÿ (Òàìáîâ, 2005�2012), íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Êîìïüþòåðíàÿ
àëãåáðà¿ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ è ÂÖ ÐÀÍ, íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â Òàì-
áîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêî-
âàíû â 20 íàó÷íûõ ðàáîòàõ àâòîðà (âñå ðàáîòû áåç ñîàâòîðîâ, èç íèõ 10
ðàáîò îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, êîòîðûå âõîäÿò â ñïèñîê æóðíàëîâ, ðå-
êîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ) è äâóõ ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, â êîòîðûõ àâòîðîì
íàïèñàíû îòäåëüíûå ãëàâû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, áèáëèîãðàôèè è òðåõ ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáú-
åì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 117 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 23 ðèñóíêà, 7 òàáëèö.
Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 56 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-
ìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è, àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâà-
íèé, ïîêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îïè-
ñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â 1-é ãëàâå èññëåäóþòñÿ èçâåñòíûå òî÷íûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòàòèâíîé îáëàñòè :
ìåòîäû Ëåâåðüå, Ëåâåðüå-Âèíîãðàäà, ìåòîä Ëåâåðüå-Ôàääååâà, àëãîðèòì
×èñòîâà, àëãîðèòì Áåðêîâè÷à, àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà, àëãîðèòì Ìàëà-
øîíêà. Âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî êîëüöåâûõ îïåðàöèé â êàæäîì àëãîðèò-
ìå. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòàòèâíîé îáëàñòè, êîòîðûé èìååò íàèìåíü-
øåå ÷èñëî êîëüöåâûõ îïåðàöèé ñðåäè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ.

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ðàçëîæåíèå äàííîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà
n× n â ïðîèçâåäåíèå êâàçèòðåóãîëüíîé B è äèàãîíàëüíîé D−1 ìàòðèö:
A = BD−1. Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äàííîé ìàòðèöû
âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: det(xD −B)/detD.

Îáîçíà÷èì B[1] = A, (B[t])ij � ýëåìåíò ìàòðèöû B[t], ñòîÿùèé íà
ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.
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Âû÷èñëåíèå êâàçèòðåóãîëüíîé ìàòðèöû B âûïîëíÿåòñÿ çà n−2 øàãà.
Íà øàãå t (t = 1, . . . , n− 2) âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé îáíóëÿþòñÿ
ýëåìåíòû t-ãî ñòîëáöà ïîä "âòîðîé" äèàãîíàëüþ:

B[t+1] = L̃tB
[t]Lt,

ãäå

L̃t =

 Et 0 0
0 1 0
0 −vt αtEn−t−1

 , Lt =

 Et 0 0
0 αt 0
0 vt En−t−1

 ,

αt = (B[t])t+1
t äëÿ t = 1, 2 è αt = (B[t])t+1

t /(B[t])t−1
t−2 äëÿ t = 3, . . . , n− 2;

vt = (B[t])t+2,n
t äëÿ t = 1, 2 è vt = (B[t])t+2,n

t /(B[t])t−1
t−2 äëÿ t = 3, . . . , n−2.

Ïîñëåäíåé âû÷èñëÿåòñÿ êâàçèòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà B = B[n−1].
Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D = diag(1, α1, α1α2, . . . , α1α2 · · ·αn−2, α1α2 · · ·αn−2).
Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ â àëãîðèò-

ìå ïðîèñõîäÿò â èñõîäíîé îáëàñòè êîýôôèöèåíòîâ, è âñå äåëåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷íûìè.

Â êîíöå ãëàâû ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âñåõ 8 àëãîðèòìîâ
ïî êîëè÷åñòâó êîëüöåâûõ îïåðàöèé. Ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáëèöó. Â
ýòîé òàáëèöå n îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ìàòðèöû è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â
àëãîðèòìàõ èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå óìíîæåíèå ìàòðèö.

Àëãîðèòì Ëåâåðüå Ëåâåðüå- ×èñòîâà Áåðêîâè÷à
Ôàääååâà

Êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé ∼ 2n4 ∼ 2n4 ∼ 2/3n4 ∼ 1/2n4

Àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà Ëåâåðüå- Ìàëàøîíêà íîâûé
Âèíîãðàäà

Êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé ∼ 1/2n4 ∼ 2n3.5 ∼ 8/3n3 ∼ 7/3n3

Òàáëèöà 1. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà êîëüöåâûõ îïåðàöèé, êîòî-

ðûå òðåáóþò àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â

êîììóòàòèâíûõ îáëàñòÿõ .

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, èç ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ íîâûé àëãî-
ðèòì òðåáóåò âûïîëíåíèÿ íàèìåíüøåãî êîëè÷åñòâà êîëüöåâûõ îïåðàöèé.

2-ÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë è â êîëüöå ïîëèíîìîâ. Â ýòîé
ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ äâà êëàññà àëãîðèòìîâ � ïðÿìûå àëãîðèòìû è
àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå ïðÿìûõ àëãîðèòìîâ äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìàò-
ðèö àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øèìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Ëåâåðüå, Ëåâåðüå-Âèíî-
ãðàäà è Ëåâåðüå-Ôàääååâà, åñëè â íèõ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Øòðàññå-
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íà14 äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Äëÿ ìàòðèö, ïîðÿäîê êîòîðûõ ìåíåå 4700,
ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïîêàçàëî, ÷òî àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, êîòîðûé â êîíå÷íîì ïîëå
èñïîëüçóåò àëãîðèòì Äàíèëåâñêîãî, áûñòðåå îñòàëüíûõ ñåìè ðàññìàòðè-
âàåìûõ àëãîðèòìîâ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë è â êîëüöå ïîëèíîìîâ.

Â 1-ì ïàðàãðàôå äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë âû÷èñëÿþòñÿ âûðàæå-
íèÿ äëÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ â ÷èñëå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé
íàä ìàøèííûìè ñëîâàìè. Äëÿ ìåòîäà Ëåâåðüå, ìåòîäà Ëåâåðüå-Âèíîãðàäà,
ìåòîäà Ëåâåðüå-Ôàääååâà, àëãîðèòìà ×èñòîâà, àëãîðèòìà Áåðêîâè÷à è
àëãîðèòìà Ñåéôóëëèíà âûðàæåíèÿ äëÿ ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíîé ôóíêöèåé, à äëÿ àëãîðèòìà Ìàëàøîíêà è íîâîãî àëãîðèòìà �
ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé. Ýòè âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèâàòü ïî-
ëó÷åííûå ïðÿìûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü n � ïîðÿäîê ìàòðèöû, ýëåìåíòû ìàòðèöû ñîäåðæàò b ñëîâ è
äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Øòðàññåíà. Îáîçíà÷èì
ϕn = dlogw ne � êîëè÷åñòâî ìàøèííûõ ñëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïèñè
÷èñëà n, ãäå w = 2d, d � ÷èñëî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ â ìàøèííîì ñëîâå.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà àëãîðèòìîâ ïî êîëè÷åñòâó ìà-
øèííûõ îïåðàöèé ñâåäåíû â òàáëèöó 2.

Ìåòîä ×èñëî ìàøèííûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ

Ìåòîä Ëåâåðüå ∼ b
2
(b+ ϕn)n4.81

Ìåòîä Ëåâåðüå-Âèíîãðàäà ∼ b
2
(b+ ϕn)n4.81

Ìåòîä Ëåâåðüå-Ôàääååâà ∼ b
2
(b+ ϕn)n4.81

Àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà ∼ b
10

(b+ ϕn)n5

Àëãîðèòì Áåðêîâè÷à ∼ 1
120

(13b2 + 14bϕn + ϕ2
n)n5

Àëãîðèòì ×èñòîâà ∼ b
96

(19b+ 3ϕn)n5

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ñî ñòàíäàðòíîé àðèô-

ìåòèêîé äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö .

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 2, ñðåäè ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ àñèìïòî-
òè÷åñêè ëó÷øèìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Ëåâåðüå, Ëåâåðüå-Âèíîãðàäà è Ëåâåðüå-
Ôàääååâà. Áëèæàéøèé ê íèì ïî âðåìåíè àëãîðèòì � àëãîðèòì Ñåé-
ôóëëèíà. Ìåòîäû Ëåâåðüå áóäóò áûñòðåå àëãîðèòìà Ñåéôóëëèíà, åñëè
b
2
(b+ϕn)n4.81 < b

10
(b+ϕn)n5. Ïîýòîìó äëÿ ìàòðèö íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ

ëó÷øèì ñðåäè ïðÿìûõ àëãîðèòìîâ áóäåò àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà, à ïðè
n > 4700 ëó÷øèìè áóäóò àëãîðèòìû Ëåâåðüå, åñëè â íèõ èñïîëüçîâàòü
óìíîæåíèå ïî àëãîðèòìó Øòðàññåíà.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðÿìûìè àëãîðèòìàìè õî-
ðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ âûâîäàìè, ñäåëàííûìè íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ îöå-
íîê èç òàáëèöû 2.

14Strassen V. Gaussian elimination is not optimal // Numerische Mathematik,
1969, V.13, p. 354-356.
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Âî 2-ì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ àëãîðèòì Äàíèëåâñêîãî. Â ýòîì àëãî-

ðèòìå òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü 2n3 − 5n2 + 6n− 3 îïåðàöèé â ïîëå K.
Àëãîðèòì Äàíèëåâñêîãî ñîñòîèò èç n øàãîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ

âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ äàííîé, â ôîðìå Ôðîáåíèóñà. Ýëåìåí-
òû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Â 3-ì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö , â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ïðÿìûìè ìåòîäàìè.
Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.

Ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî ëó÷øåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïîêàçû-
âàåò ìåòîä ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Äàíè-
ëåâñêîãî äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé. Îäíàêî äëÿ ìàòðèö íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ
(íå áîëåå, ÷åì 35× 35) ïðÿìîé ìåòîä Ñåéôóëëèíà ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì (ñì.
ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ãðàíè÷íàÿ ëèíèÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè S

è D. Â îáëàñòè S âûèãðûâàåò àëãîðèòì Ñåéôóëëèíà, à â îáëàñòè D âû-

èãðûâàåò ìåòîä ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, b � ðàçðÿäíîñòü êîýôôèöèåíòîâ

ìàòðèöû, n � ïîðÿäîê ìàòðèöû.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãîìî-
ìîðôíûõ îáðàçîâ, â êîòîðîì â êîíå÷íîì ïîëå èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Äà-
íèëåâñêîãî, âû÷èñëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñóùåñòâåííî áûñò-
ðåå, ÷åì Maple 9.5 è Mathematica 7.0. Íàïðèìåð, äëÿ b = 7 è n = 50
Mathematica ïðîèãðûâàåò â 5, 9 ðàçà, à Maple ïðîèãðûâàåò â 11, 5 ðàçà.
Äëÿ n = 100 àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ,
áûñòðåå, ÷åì Mathematica â 13, 1 ðàç è áûñòðåå, ÷åì Maple â 13, 8 ðàç, à
äëÿ n = 200 � â 26 è 16 ðàç ñîîòâåòñòâåííî.

Â 4-ì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îá-
ðàçîâ, â êîëüöå ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè .
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Ñîñòàâíîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå âåðõíåé îöåíêè
íàèáîëüøåãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëîâîãî êîýôôèöèåíòà õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêîé îöåíêè áûëà äîêàçàíà
òåîðåìà.

Îáîçíà÷èì äëÿ ïîëèíîìà g ÷åðåç ||g|| � íàèáîëüøèé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò è s(g) � êîëè÷åñòâî ìîíîìîâ â ïîëè-
íîìå g.

Ïóñòü A = (aij(x)), 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n � èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïîëèíî-
ìîâ, d = max{deg aij(x)}, a = max{||aij ||} äëÿ 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n;
c = max{s(aij(x))} � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîíîìîâ ó ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü F (x, y) = yn + f1(x)yn−1 + . . .+ fn(x) � õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû A(x) ∈ Zn×n[x]. Òîãäà
max{deg f1(x), . . . , deg fn(x)} 6 n · d + 1 è äëÿ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ

÷èñëîâîãî êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà F (x, y) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

log2 ||F (x, y)|| 6 n(log2 n+ log2 a+ log2 c)− log2 c.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö ïîêàçàëî, ÷òî àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, â êîòîðîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà â êîíå÷íîì ïîëå èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì
Äàíèëåâñêîãî, âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ.
Êðîìå òîãî, îí áûñòðåå àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî â ñèñòåìå êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðû Mathematica. Íàïðèìåð, åñëè ïîðÿäîê ìàòðèöû n = 20
è ñòåïåíü âõîäíûõ ïîëèíîìîâ d = 15, îí âû÷èñëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì áûñòðåå â 23 ðàçà, ÷åì àëãîðèòì, êîòîðûé ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå
Mathematica 7.0.

Â 3-é ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö. Â îñíîâå ñõåìû ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ ëåæèò ìåòîä ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, ïðèìåíÿåìûé êàê ê êîëüöàì
ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, òàê è ê êîëüöó öåëûõ ÷èñåë. Â ýòîé ãëà-
âå ðàññìàòðèâàåòñÿ 2 òèïà çàäà÷ � âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà äëÿ ÷èñëîâîé ìàòðèöû è âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû. Èññëåäóþòñÿ äâà ïàðàëëåëüíûõ
àëãîðèòìà, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ. Îíè îòëè÷à-
þòñÿ ãðàôîì ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
áèíàðíîå äåðåâî, à âî âòîðîì � äåðåâî, êîòîðîå ñîñòîèò òîëüêî èç êîð-
íåâîé âåðøèíû è ëèñòîâûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿçàíà ðåáðîì
ñ êîðíåâîé âåðøèíîé.

Â 1-ì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë . Ðàç-
äà÷à ïðîñòûõ ìîäóëåé ïðîèñõîäèò ïî áèíàðíîìó äåðåâó. Äëÿ ýòîãî ïðè
ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé óðîâåíü äåðåâà ïðîöåññîð äåëèò îòðåçîê íîìå-
ðîâ ÷èñëîâûõ ìîäóëåé [i1; i2] íà äâà îòðåçêà [i1; j] è [j + 1; i2], ãäå j =
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(i1+i2)/2. Îäèí îòðåçîê îí îñòàâëÿåò ñåáå, à âòîðîé ïåðåäàåò ñâîáîäíîìó
ïðîöåññîðó. Ïðîöåññ áèíàðíîãî äåëåíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà èñ÷åðïû-
âàþòñÿ èëè ïðîöåññîðû èëè ìîäóëè. Íà ëèñòîâûõ âåðøèíàõ âû÷èñëÿþò-
ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ïî ïðîñòûì ìîäóëÿì. Âîññòàíîâëåíèå
ïîëèíîìà ïðîèñõîäèò ïðè ïîäúåìå îò ëèñòîâûõ âåðøèí ê êîðíåâîé âåð-
øèíå íà êàæäîì óçëå áèíàðíîãî äåðåâà.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ îò êîëè÷åñòâà ïðîöåññî-
ðîâ íîñÿò ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð. Ñêà÷êîîáðàçíîå óìåíüøåíèå âðåìåíè
âû÷èñëåíèÿ íàáëþäàåòñÿ, êîãäà êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ êðàòíî 2p, ãäå
p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàèëó÷øåå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè êîëè÷å-
ñòâî ïðîöåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2.

Âî 2-ì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö, ãðàô êîòîðîãî ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé áèíàðíîå äåðåâî. Ýòîò àëãîðèòì àíàëîãè÷åí àëãî-
ðèòìó, ðàññìîòðåííîìó â 1-ì ïàðàãðàôå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
çäåñü âìåñòî ñïèñêà íîìåðîâ ÷èñëîâûõ ìîäóëåé [i1; i2] ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñïèñîê, âêëþ÷àþùèé êàê ÷èñëîâûå, òàê è ïîëèíîìèàëüíûå ìîäóëè. Îäèí
îòðåçîê çàäàåò íîìåðà ìîäóëåé îäíîé ïåðåìåííîé èëè íîìåðà ÷èñëîâûõ
ìîäóëåé.

Âíà÷àëå âû÷èñëåíèé ñîçäàåòñÿ ñïèñîê îòðåçêîâ
intervals = {[1,m1], . . . , [1,mt], [1, h]} ïîëèíîìèàëüíûõ è ÷èñëîâûõ ìîäó-
ëåé. Íà÷èíàÿ ñ îòðåçêà íîìåðîâ ÷èñëîâûõ ìîäóëåé [1, h] è ñïóñêàÿñü ïî
áèíàðíîìó äåðåâó, ïåðåìåùàåìñÿ âëåâî ïî ñïèñêó îòðåçêîâ intervals è
äåëèì ýòè îòðåçêè äî òåõ ïîð, ïîêà â íèõ îñòàíåòñÿ îäèí íîìåð ìîäóëÿ
èëè íå îñòàíåòñÿ ñâîáîäíûõ ïðîöåññîðîâ.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.
Ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàõîäèòñÿ â ïðåäå-

ëàõ îò 30% äî 95%. Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ óñêîðå-
íèå âû÷èñëåíèé óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàñïàðàëëåëèâàíèå
ñòàíîâèòñÿ íå âûãîäíûì è âû÷èñëåíèÿ íà ëèñòîâûõ âåðøèíàõ òðåáóþò
ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì îäèí øàã ïîäúåìà ïî äåðåâó àëãîðèòìà. Âðåìÿ
íà øàã ïîäúåìà ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿòü íà
ëèñòîâûõ âåðøèíàõ, à ïðè ïîäúåìå òîëüêî ïåðåäàâàòü äàííûå. Òàêîé
àëãîðèòì ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Â 3-ì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë è

êîëüöà ïîëèíîìîâ ñ âîññòàíîâëåíèåì íà ëèñòîâûõ âåðøèíàõ .
Çà êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíîé çàêðåïëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî ïðîñòûõ
ìîäóëåé, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëè-
íîìîâ. Êðîìå ýòîãî çà êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíîé çàêðåïëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, êîòîðîå áóäåò âîñ-
ñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîé âåðøèíå. Ïåðåä âîññòàíîâëåíèåì ïðîèñõîäèò îá-
ìåí äàííûìè ìåæäó ëèñòîâûìè âåðøèíàìè. Âîññòàíîâëåííûå êîýôôè-
öèåíòû ïåðåäàþòñÿ ñðàçó ñ ëèñòîâûõ âåðøèí â êîðíåâóþ âåðøèíó.

Ïóñòü k � êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ êëàñòåðà ñ íîìåðàìè 0, 1, 2, . . . , (k−
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1) è íà íóëåâîì ïðîöåññîðå èìååòñÿ èñõîäíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëèíîìàìè
èç êîëüöà Z[x1, . . . , xt]. Ïóñòü ìíîæåñòâî M , êîòîðîå ñîäåðæèò íåîáõî-
äèìûé ñïèñîê ïðîñòûõ ÷èñåë, èìååòñÿ íà êàæäîì ïðîöåññîðå.

Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ìàòðèöû.

Ýòàï 1. Âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâà ìîäóëåé.

Êàæäûé ïðîöåññîð âû÷èñëÿåò íåîáõîäèìûå äëÿ äàííîé çàäà÷è ìî-
äóëè. Êîëè÷åñòâî ìîäóëåé îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé 2.1.

Ýòàï 2. Ðåøåíèå çàäà÷è â ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ â êîíå÷íîì ïîëå.

Êàæäûé ïðîöåññîð âû÷èñëÿåò îáùåå ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ íåîá-
õîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó â ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ â êîíå÷íîì ïîëå. Çàòåì
äåëèò ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ è ïî ñâîåìó íîìå-
ðó îïðåäåëÿåò ñâîè òî÷êè. Â ïîëó÷åííûõ òî÷êàõ âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû â êîíå÷íîì ïîëå.

Ýòàï 3. Âîññòàíîâëåíèå ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

ìàòðèöû â èñõîäíîì êîëüöå.

Íóëåâîé ïðîöåññîð ðàçáèâàåò îäèí èç ïîëèíîìîâ íà k ÷àñòåé, ïîñû-
ëàåò ïîëó÷åííûé øàáëîí ðàçáèåíèÿ ïîëèíîìà íà âñå ïðîöåññîðû.

Êàæäûé ïðîöåññîð ðàçáèâàåò êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ ïîëèíîìîâ íà
k ÷àñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ øàáëîíîì ðàçáèåíèÿ.

i-é ïðîöåññîð, i = 0, 1, . . . , k − 1, ïîñûëàåò j-å ÷àñòè âñåõ ñâîèõ ïîëè-
íîìîâ j-ìó ïðîöåññîðó, j = 0, . . . , k− 1, j 6= i. Òàêèì îáðàçîì íà êàæäîì
ïðîöåññîðå áóäóò ïîëó÷åíû îñòàòêè ïî âñåì ìîäóëÿì äëÿ âñåõ êîýôôè-
öèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Êàæäûé ïðîöåññîð âîññòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Ýòàï 4. Ñáîð ðåçóëüòàòà íà íóëåâîì ïðîöåññîðå.

Êàæäûé ïðîöåññîð ïîñûëàåò ñâîé ðåçóëüòàò íóëåâîìó ïðîöåññîðó,
êîòîðûé îáúåäèíÿåò ïîëó÷åííûå äàííûå â èñêîìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì ìàòðèöû.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì äà¼ò ðàâíîìåðíóþ íàãðóçêó íà óçëû êëà-
ñòåðà è îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü.

Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î âðåìåííîé ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíîãî àëãî-
ðèòìà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü A ∈ Zn×n[x1, . . . , xt] � ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàò-

ðèöà, ó ýëåìåíòîâ êîòîðîé a � íàèáîëüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò, s � íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíîìîâ, degi �

íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé xi , i = 1, . . . , t. Ïóñòü k � êîëè÷å-

ñòâî ïðîöåññîðîâ.

Òîãäà âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-

ëèíîìà ìàòðèöû A ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ñ âîñ-

ñòàíîâëåíèåì íà ëèñòüÿõ, áåç ó÷åòà âðåìåíè ïåðåñûëêè äàííûõ ìåæäó

ïðîöåññîðàìè ðàâíî Tn,k = Θ( 1
k
nt+4(log2 n+ log2 a+ log2 s)

∏t
i=1 degi).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü A ∈ Zn×n[x1, . . . , xt] � ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàò-

ðèöà, ó ýëåìåíòîâ êîòîðîé a � íàèáîëüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

12



÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò, s � íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíîìîâ, degi �

íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé xi, i = 1, . . . , t. Ïóñòü k � êîëè÷å-

ñòâî ïðîöåññîðîâ.

Òîãäà âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåñûëêè äàííûõ ìåæäó ïðîöåññî-

ðàìè ïðè âû÷èñëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ñ âîññòàíîâëåíèåì íà ëèñòüÿõ, ðàâíî TSn,k =
Θ( 1

k
nt+2(log2 n+ log2 a+ log2 s)

∏t
i=1 degi).

Ñ ïîìîùüþ Òåîðåì 3.1 è 3.2 ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü âðåìÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ äàííîé èñõîäíîé ìàòðèöû è
êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, â ðàáîòå
ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðîãíîçèðóåìîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ÷èñëîâûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö îò
ðàçìåðà ìàòðèö. Íà ãðàôèêàõ îòìå÷åíû òî÷êè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî.

Ðèñ. 2. Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ÷èñ-
ëîâîé ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ 7-ìè ðàçðÿäíûå äâîè÷íûå
÷èñëà, èñïîëüçóÿ k ïðîöåññîðîâ.
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Ðèñ. 3. Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ïîëè-
íîìèàëüíîé ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïîëèíî-
ìû îäíîé ïåðåìåííîé ñ 7-ìè ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè,
èñïîëüçóÿ k ïðîöåññîðîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû:

• Ïðîâåäåíî óòî÷íåííîå èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè èçâåñòíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ ïëîòíûõ ìàòðèö â êîììóòàòèâíîì êîëüöå. Íàéäåíû âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà êîëüöåâûõ îïåðàöèé. Äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë
ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè â êîëè÷åñòâå îïåðàöèé íàä ìàøèí-
íûìè ñëîâàìè. Èññëåäîâàííûå àëãîðèòìû ïðîãðàììíî ðåàëèçîâà-
íû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè
òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.

• Ðàçðàáîòàíû è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ öåëî÷èñëåííûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ
ìàòðèö, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ.
Ðàçðàáîòàííûå íà èõ îñíîâå ïðîãðàììû òðåáóþò ìåíüøåãî âðåìå-
íè âû÷èñëåíèé, ÷åì àíàëîãè÷íûå ïðîãðàììû â ñèñòåìàõ êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðû Maple è Mathematica. Âûèãðûø âî âðåìåíè ðàñòåò
ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ ìàòðèö.

• Ðàçðàáîòàí íîâûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ ìàòðèö â îáëàñòè öåëîñòíîñòè. Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà êîëüöåâûõ îïåðàöèé ïî
ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ.

• Ðàçðàáîòàí íîâûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ öåëî÷èñëåííûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö.
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Ïîëó÷åíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà. Àë-
ãîðèòì äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ ñòåïåíü ìàñøòàáèðóåìîñòè. Ïîëó-
÷åíû âûðàæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå âðåìÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî
àëãîðèòìà.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû àëãîðèòìû, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå.
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