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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ XX âåêà ìíîãî÷èñëåííûå ïîòðåáíîñòè ïðèêëàäíûõ äèñ-

öèïëèí (òåõíèêè, ýêîíîìèêè, âîåííûõ íàóê è äð.) ñòèìóëèðîâàëè ïîñòàíîâ-

êó è ðàññìîòðåíèå îáøèðíîãî êëàññà çàäà÷, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðèâåëî

ê ðîæäåíèþ íîâîé íàóêè � îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îñíîâû òåîðèè îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûëè çàëîæåíû àêàäåìèêîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì è ãðóï-

ïîé åãî ó÷åíèêîâ [1]. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëà âñåîáùåå

ïðèçíàíèå êàê ôóíäàìåíòàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå äîñòèæåíèå è íàøëà øèðî-

êîå ïðèìåíåíèå â ïðèëîæåíèÿõ.

Èçó÷åíèå äèíàìèêè íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ � âàæíåéøèé ðàç-

äåë íîâîé òåîðèè. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà âñòðå÷àåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíî-

ãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, øèðî-

êî èçâåñòíû ìîäåëè Ðàìñåÿ, äâóõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè ñ ïðîèçâîäñòâåííîé

ôóíêöèåé Êîááà-Äóãëàñà, ãäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå ïðîïîðöèè

ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ, ìåæäó äâóìÿ âèäàìè ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâåííî è

ò. ï. Ýòè ìîäåëè èññëåäóþò íà êîíå÷íîì è áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòàõ. Èíòåðåñ-

íûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ìèêðîáèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìî-

äåëèðóþùèõ ðîñò êîëîíèè êëåòîê è óñâîåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïèòàòåëüíûõ

âåùåñòâ. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ìîãóò âîçíèêàòü ó÷àñòêè, íà êîòîðûõ óïðàâëåíèå

èìååò ñïåöèàëüíûé âèä (òàê íàçûâàåìûé ñèíãóëÿðíûé ðåæèì), ÷òî òðåáóåò

äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè. Äèññåðòàöè-

îííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òð¼õ òàêèõ ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà

êîíå÷íîì è áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòàõ âðåìåíè.

3



Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Â ïðîâîäèìîì â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèè ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå öåëè:

• Èçó÷èòü ýêîíîìè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà áåñêîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå èíòåãðàíò ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé. Èçó÷èòü çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàíò ôóíê-

öèîíàëà êà÷åñòâà â ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî

âèäà, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà â êëàññè÷åñêîé

ôîðìóëèðîâêå

• Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ðî-

ñòà êîëîíèè ìèêðîîðãàíèçìîâ. Èçó÷èòü çàäà÷ó ñêîðåéøåãî âûõîäà íà áèî-

ëîãè÷åñêè îáóñëîâëåííûé ïóòü ðîñòà (òàê íàçûâàåìûé ¾ñáàëàíñèðîâàí-

íûé ïóòü¿). Ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ôîðìå ñèíòåçà. Ñðàâ-

íèòü äâà ñïåöèàëüíûõ ðåæèìà óïðàâëåíèÿ áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ òî÷êè

çðåíèÿ ìàêñèìèçàöèè áèîìàññû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè

• Èññëåäîâàòü èçâåñòíóþ ìîäåëü âåäåíèÿ ðûáíîãî õîçÿéñòâà ïðè ñïåöè-

àëüíîì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ñ ââåäåíèåì ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé

ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Èçó÷èòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îñîáûõ ðåæèìîâ.

Ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè âûëîâà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà

ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè. Ïðîâåñòè ðàñ÷¼òû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, èíòåðåñíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå ïîäõîäû ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

4



ëåíèÿ è äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ìî-

äåëåé.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ ñî-

âðåìåííûå òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè, à òàêæå ìåòîäû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îñîáóþ ðîëü çà-

íèìàåò öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ïðèíöèï

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-

þùåì:

1. Ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå ñïåöèàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â ðàáîòå ïî-

êàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îñîáûõ ðåæèìîâ îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïà-

ðàìåòðèçàöèè ôóíêöèîíàëà íàõîäèòñÿ íàèëó÷øàÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîé ýêñòðåìàëüíîé ïàðû óñòàíàâëèâàåòñÿ äâóìÿ

ñïîñîáàìè.

2. Íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàíò ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íåäèôôåðåí-

öèðóåìîé â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ïðîâîäèòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè.
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3. Èçó÷åíà çàäà÷à ñêîðåéøåãî âûõîäà íà áèîëîãè÷åñêè îáóñëîâëåííûé ïóòü

ðîñòà äëÿ áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ðîñòà êîëîíèè

ìèêðîîðãàíèçìîâ. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ ñèíòåçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, è ïðîâåäåíî ïîë-

íîå îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò íåêîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, à èìåííî, âîç-

ìîæíî íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïîñòðîåíà ëèíèÿ ïåðåêëþ÷å-

íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè

Áåëëìàíà.

4. Èññëåäîâàíû äâà ñïåöèàëüíûõ ðåæèìà óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé áèî-

ëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèòåëüíîñòè

ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ îäèí èç ðåæèìîâ îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå âòîðîãî ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ìàêñèìèçàöèè áèîìàññû.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìîäåëè âåäåíèÿ ðûáíîãî õîçÿéñòâà, êîòîðàÿ îïè-

ñûâàåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì ïðî-

ñòîé ñòðóêòóðû. Íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ

îñîáûå ðåæèìû îòñóòñòâóþò. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå

ñòðàòåãèè âûëîâà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

6. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, èíòåðåñíûõ äëÿ ïðè-

ëîæåíèé, ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå âûâîäû òåîðå-

òè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ - 2008� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè
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Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 7-11 àïðåëÿ 2008)

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ - 2010� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 12-15 àïðåëÿ 2010)

• Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ -

XXI� (Âîðîíåæ, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 3-9 ìàÿ 2010)

• Íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ 2010� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 25-29 îêòÿáðÿ 2010)

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ - 2011� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 11-15 àïðåëÿ 2011)

• Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Ìîáèëü-

íûå ðîáîòû è ìåõàòðîííûå ñèñòåìû� (Ìîñêâà, ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ, 3-5

îêòÿáðÿ 2011)

• Íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.

Ëîìîíîñîâà, 14-23 íîÿáðÿ 2011)

• IV ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ è áèîèíôîð-

ìàòèêà� (Ïóùèíî, 14-19 îêòÿáðÿ 2012).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ

ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà ðàçäåëû. Îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 129 ñòðàíèö òåêñòà,
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âêëþ÷àÿ 14 ðèñóíêîâ. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 43 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ýêîíîìè-

÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

ẋ(t) = −x(t) + u(t), 0 6 t < +∞,

x(0) = x0,

J =

+∞∫
0

e−ρt F (x(t))dt → min
u(·)

,

0 6 u(t) 6 u+.

(1)

Çäåñü x è u � îäíîìåpíûå ôàçîâàÿ ïåpåìåííàÿ è óïpàâëåíèå ñîîòâåòñòâeííî,

ρ > 0, x0 > 0, u+ > 0 � çàäàííûå êîíñòàíòû. Êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâ-

ëåíèé ñîñòîèò èç âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0,+∞)

ôóíêöèé u(·), èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà íà ëþáîì

êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ñî çíà÷åíèÿìè èç îòðåçêà [0, u+].

Èçâåñòíàÿ ìîäåëü ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ Ðàìñåÿ [2]

ẋ = u f(x)− µ x,

x(0) = x0,
+∞∫
0

e−νt (1− u)f(x)dt → max
u(·)

,

0 6 u 6 1

(2)

ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å (1) â ñëó÷àå f(x) = Axα, A > 0 è α ∈ (0, 1).

Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò íåîêëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì [2].
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Çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = x1−α äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è (2)

ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

ẏ = (1− α)A u− (1− α)µ y,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåõîäîì ê íîâîìó âðåìåíè s = µ(1− α)t ïðåîáðà-

çóåòñÿ â

ẏ = −y + v,

ãäå v =
A

µ
u, 0 6 v 6

A

µ
= u+. Íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = y0 = (x0)1−α.

Ïåðåéä¼ì ê ôóíêöèîíàëó. Âûðàçèâ óïðàâëåíèå â âèäå u =
ẋ+ µ x

Axα
, èìååì

+∞∫
0

e−νt (1− u)Axα dt =

+∞∫
0

e−νt [Axα − (µ+ ν) x] dt+ x0.

Îòáðîñèâ êîíñòàíòó x0, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðè ìàêñèìèçàöèè,

ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ t è x íà s è y ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
+∞∫
0

e−ρs W (y(s))ds → min
u(·)

,

ãäå W (y) =
1

µ(1− α)

[
(µ+ ν) y1/(1−α) − A yα/(1−α)

]
è ρ =

ν

µ(1− α)
. Òàêèì îá-

ðàçîì, çàäà÷à (2) ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1).

Ìîäåëü îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêè [3], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè

Ðàìñåÿ, è ìîäåëü äâóõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè â ìîäèôèöèðîâàííîì âèäå [4]

ìîãóò áûòü òàêæå ïðåîáðàçîâàíû ê çàäà÷å (1) ïðè îïðåäåë¼ííîì ñîîòíîøåíèè

ïàðàìåòðîâ.

Â ðàçäåëå 1.1 îïèñàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âR, ãäåR ≡ (−∞,+∞).
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Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òî÷êà a > 0 òàêàÿ, ÷òî F
′
(x) < 0 ïðè x < a, F

′
(a) = 0,

F
′
(x) > 0 ïðè x > a. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F

′′
(x) > 0 ∀x ∈ R.

Â ðàçäåëå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ äîïóñòèìûõ

òðàåêòîðèé çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1 Äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû (u(t), x(t)) çàäà÷è (1) ïðè âñåõ t > 0

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

0 < x−(t) 6 x(t) 6 x+(t) 6 max{u+, x0},

ãäå x−(t) = x0e
−t � òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ óïðàâëåíèþ u ≡ 0;

x+(t) = (x0 − u+)e−t + u+ � òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ óïðàâëåíèþ u ≡ u+.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1) çàâèñèò îò òîãî, ìîæåò ëè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ïîääåð-

æèâàòü ðåæèì (u = a, x = a). Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé 0 < a 6 u+. Â

ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí îñîáûé ðåæèì (u(t) ≡ a, x(t) ≡ a). Çíà÷åíèå óïðàâëå-

íèÿ íà îñîáîì ó÷àñòêå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè óïðàâëåíèÿ [0, u+].

Òåîðåìà 1 Ïóñòü a ∈ (0, u+]. Òîãäà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (u∗(t), x∗(t)) çà-

äà÷è (1) èìååò âèä:

1. Â ñëó÷àå 0 < x0 < a < u+

u∗(t) =

 u+, 0 6 t < τ,

a, τ 6 t < +∞,

x∗(t) =

 x+(t), 0 6 t < τ,

a, τ 6 t < +∞,

ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x+(τ) = a: τ = ln

(
u+ − x0

u+ − a

)
> 0.
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2. Â ñëó÷àå 0 < x0 < a = u+

u∗(t) ≡ u+, x∗(t) ≡ x+(t) ∀t > 0.

3. Â ñëó÷àå x0 = a

u∗(t) ≡ a, x∗(t) ≡ a ∀t > 0.

4. Â ñëó÷àå x0 > a

u∗(t) =

 0, 0 6 t < τ,

a, τ 6 t < +∞,

x∗(t) =

 x−(t), 0 6 t < τ,

a, τ 6 t < +∞,

ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x−(τ) = a: τ = ln
(x0

a

)
> 0.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé îöåíêîé

ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà. Òåîðåìà 1 èìååò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðè

0 < a 6 u+ îñîáûé ðåæèì (u(t) ≡ a, x(t) ≡ a) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âûãîä-

íûì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîïàñòü íà ïðÿìóþ x = a êàê ìîæíî áûñòðåå è

äàëåå îñòàâàòüñÿ íà íåé.

Ìîäåëü Ðàìñåÿ èçó÷àëàñü â êíèãå [2] ïðè óñëîâèè, ÷òî a ∈ (0, u+]. Â äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòå äîïîëíèòåëüíî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé a > u+, êîòîðûé îêàçàë-

ñÿ èíòåðåñíûì ñ ìàòåìàòè÷åñêîé è ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

îñîáûé ðåæèì îòñóòñòâóåò. Ðàçäåëû 1.3 è 1.4 ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ çàäà-

÷è (1) â ñëó÷àÿõ a > u+, x0 6 a è x0 > a > u+ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü a > u+ è x0 ∈ (0, a]. Òîãäà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
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(u∗(t), x∗(t)) çàäà÷è (1) èìååò âèä

u∗(t) ≡ u+, x∗(t) ≡ x+(t) ∀t > 0.

Òåîðåìû 1 è 2 âåðíû è ïðè áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêöèþ F (x),

à èìåííî, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè â R, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèÿ

òî÷êè a > 0 òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞, a] è âîçðàñòàåò

ïðè x ∈ [a,+∞).

Ñëó÷àé x0 > a > u+ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ. Â ýòîì ñëó÷àå îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå íå óäà¼òñÿ íàéòè àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ïîýòîìó

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1) ïðèâëåêàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

è òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [1].

Ââåä¼ì ôóíêöèþ

G(x) =

x∫
u+

F
′
(y)(y − u+)ρdy.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

G(x) = 0 (3)

ïðè x ∈ (u+,+∞). Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü

x∗ óðàâíåíèÿ (3), ïðè÷¼ì x∗ > a > u+, G(x) < 0 ïðè x ∈ (u+, x∗) è G(x) > 0

ïðè x ∈ (x∗,+∞).

Â ðàçäåëå 1.5 ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñî-

ïðÿæ¼ííîé ïåðåìåííîé è òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ôóíê-

öèîíàë ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî

ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïîëó÷åííîé ôóíêöèè íà ìèíèìóì, íàõîäèòñÿ íàèëó÷øàÿ

òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ, è ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà � ïðåòåíäåíò íà ðîëü

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü x0 > a > u+. Òîãäà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (u∗(t), x∗(t)),

t > 0, çàäà÷è (1) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1. Åñëè x0 ∈ (a, x∗], òî

u∗(t) ≡ u+, x∗(t) ≡ x+(t) ∀t > 0.

2. Åñëè x0 > x∗, òî

u∗(t) =

 0, 0 6 t < τ∗,

u+, τ∗ 6 t < +∞,

x∗(t) =

 x−(t), 0 6 t < τ∗,

x̂(t), τ∗ 6 t < +∞,

ãäå x̂(t) = (x0 − u+eτ∗)e−t + u+, τ∗ = ln
(x0

x∗

)
> 0 è x̂(τ∗) = x−(τ∗) = x∗.

u+

a

x0

x∗

0

x∗(t) ≡ x+(t)

t

x
6

-

u+

a

x0

x∗

0

x∗(t) ≡ x+(t)

t

x
6

-

à) x0 ∈ (a, x∗]

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

u+

a

x∗

x0

τ∗0
t

x

x−(t)

x̂(t)

x∗(t)

6

-

á) x0 > x∗

Ðèñ. 1: âèä îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè x∗(t).

Òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 1. Îíà äîêàçûâàåòñÿ äâó-

ìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá � ïðÿìàÿ îöåíêà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà íà îñíîâàíèè

13



ìåòîäèêè, ïðèìåíÿåìîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ

îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå êîíñòðóêöèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [5].

Ïðè ýòîì â ðàçäåëàõ 1.6 è 1.7 íàõîäèòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöè-

ïà ìàêñèìóìà ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðè x0 > x∗ è x0 ∈ (a, x∗] ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 (ïåðâûé ñïîñîá) ïðåäñòàâëåíî â ðàçäåëå 1.8.

Ðàçäåë 1.9 ïîñâÿù¼í âòîðîìó ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [6]. Âòîðîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâ è ïðè

áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, êîãäà êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò

èç âñåõ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) íà [0,+∞) ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè èç îòðåç-

êà [0, u+], ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå î âûïóêëîñòè ôóíêöèè F (x) îêàçûâàåòñÿ

èçëèøíèì.

Òåõíèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïåðâîãî ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà, ïðèìåíèìà è

â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â

êëàññè÷åñêîì âèäå íåâîçìîæíî. Â ðàçäåëå 1.10 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð, â

êîòîðîì ôóíêöèÿ F (x) íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé, íåñìîòðÿ íà

ýòî, óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå è äîêàçàòü åãî îïòèìàëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì F (x) = |x− a|, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà

â âèäå 

ẋ = −x+ u, 0 6 t < +∞,

x(0) = x0,

J =

+∞∫
0

e−ρt |x− a|dt → min
u(·)

,

0 6 u(t) 6 u+.

(4)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (4) òåîðåìû 1 è 2 îñòàþòñÿ âåðíû, ïîýòîìó ðàññìàò-
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ðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé x0 > a > u+. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

x∗ =
ρ+1
√

2(a− u+) + u+ > a.

Òåîðåìà 4

1. Â ñëó÷àå u+ < a < x0 6 x∗ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

u∗(t) ≡ u+, x∗(t) = x+(t) ∀t > 0.

2. Â ñëó÷àå x0 > x∗, a > u+ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä:

u∗(t) =

 0, 0 6 t < τ∗,

u+, τ∗ 6 t < +∞,

x∗(t) =

 x0e
−t, 0 6 t < τ∗,

u+ + (x0 − u+eτ∗)e−t, τ∗ 6 t < +∞,

ãäå

τ∗ = ln
(x0

x∗

)
> 0.
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Ãëàâà 2 Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îïè-

ñûâàþùåé ïðîöåññ ðîñòà êîëîíèè ìèêðîîðãàíèçìîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà:

ẋ1 = ω1yϕ(x),

ẋ2 = ω2(1− y)ϕ(x),

ẏ = (u− y)
ϕ̇(x)

ϕ(x)
,

ϕ(x) ≡ min{x1, x2},

x1(0) = x10 > 0,

x2(0) = x20 > 0,

y(0) = y0 ∈ (0, 1),

(5)

ãäå ω1, ω2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ω1+ω2 = 1,

è x = (x1, x2)T � âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ Φ(t) = ϕ(x(t)) õàðàê-

òåðèçóåò îáú¼ì ñòðóêòóðíîé áèîìàññû â ìîìåíò âðåìåíè t, y(·) ðåãóëèðóåò

ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ ìåæäó äâóìÿ òèïàìè ìåõàíèçìîâ óñâîå-

íèÿ ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ, à ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(·), 0 6 u 6 1, îòâå÷àåò

çà ðàñïðåäåëåíèå âíîâü ñèíòåçèðîâàííûõ ðåñóðñîâ (¾ñòðîèòåëüíûõ áëîêîâ¿).

Öåëü ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ � ìàêñèìèçèðîâàòü Φ(t) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðå-

ìåíè.

Â åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êëåòêà ìèêðîáà ñòàðàåòñÿ ìàêñèìè-

çèðîâàòü ñâîþ ñðåäíþþ ñêîðîñòü ðîñòà, íåòðóäíî ïîêàçàòü [7], ÷òî â ñëó÷àå,

êîãäà x10 = x20 è y0 = ω2, ôóíêöèÿ u(t) ≡ ω2 ∀t > 0 ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì

ðåæèìîì óïðàâëåíèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì çàêîíå óïðàâëåíèÿ

x1(t) = x2(t), y(t) ≡ ω2 äëÿ âñåõ t > 0. Ñèòóàöèÿ, êîãäà dx2/dx1 = 1, èçâåñò-

íà â ìèêðîáèîëîãèè êàê ¾ñáàëàíñèðîâàííûé ðîñò¿. Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷íî

ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âûõîäà íà ¾ñáàëàíñèðîâàííûé ïóòü¿ ðîñòà â êðàò÷àéøåå
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âðåìÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: â îá-

ùåì ñëó÷àå, êîãäà ëèáî x10 6= x20, ëèáî y0 6= ω2, êàê ìîæíî áûñòðåå äîáèòüñÿ

âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
x1(T ) = x2(T ),

y(T ) = ω2,

T −→ min
u(·)

,

(6)

ãäå T > 0 � íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëå ìîìåíòà T îïòèìàëüíîå óïðàâ-

ëåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì.

Â ðàçäåëå 2.1 îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, è íàõîäèòñÿ å¼ îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå.

Â ðàçäåëå 2.2 çàìåíîé ïåðåìåííûõ k = x2/x1 çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ (5),

(6) ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîé çàäà÷å

ẏ = (u− y)S1(y, k),

k̇ = S2(y, k),

y(0) = y0 ∈ (0, 1), k(0) = k0 > 0,

y(T ) = ω2, k(T ) = 1,

0 6 u 6 1,

T → min
u(·)

,

(7)

ãäå k0 =
x20

x10
è

S1(y, k) =

 ω2(1− y), 0 < k < 1,

ω1y, 1 < k < +∞,

17



S2(y, k) =

 k(ω2(1− y)− kω1y), 0 < k < 1,

ω2(1− y)− kω1y, 1 < k < +∞.

Çàäà÷à (7) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîëîñå Ï = {0 < y < 1, 0 < k < +∞}.

Äëÿ çàäà÷è (7) ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç, è ïðîâåäåíî ïîëíîå îáîñíî-

âàíèå îïòèìàëüíîñòè. Â òîì ÷èñëå, ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íå

ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, è ïîñòðîåíà ëèíèÿ ïåðåêëþ-

÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

K(y) =


k1(y) =

(
1 +

(y − ω2)2

2ω1ω2(1− y)

)−1

, 0 < y < ω2,

k2(y) = 1 +
(y − ω2)2

2ω1ω2y
, ω2 6 y < 1,

I = {(y, k) ∈ Ï : k > K(y)} è II = {(y, k) ∈ Ï : k < K(y)}.
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Ðèñ. 2: ôàçîâûé ïîðòðåò îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé çàäà÷è (7).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2.
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Òåîðåìà 5 Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ôîðìå ñèíòåçà äëÿ çàäà÷è (7) èìååò

âèä:

u∗(y, k) =

 1, (y, k) ∈ I,

0, (y, k) ∈ II,

ïðè k 6= K(y), è

u∗(y,K(y)) =

 0, ω2 < y < 1,

1, 0 < y < ω2.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â ÿâíîì

âèäå íåâîçìîæíî, îäíàêî îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîñòè óäà¼òñÿ ïðîâåñòè íåïî-

ñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì âðåìåíè ïåðåõîäà â êîíå÷íóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ïðåäñòàâëåíî â ðàçäåëàõ 2.3, 2.4 è 2.5 äëÿ ñëó-

÷àåâ (y0, k0) ∈ I, k0 > 1; k0 = k2(y0) è (y0, k0) ∈ I, 0 < k0 < 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Â ðàçäåëå 2.6 ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî âðåìåíè

ïåðåõîäà íà ¾ñáàëàíñèðîâàííûé ïóòü¿ èç ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé íà÷àëü-

íîé òî÷êè.

Òåîðåìà 6 Îïòèìàëüíîå âðåìÿ T∗(y0, k0) â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ (7) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Äëÿ (y0, k0) ∈ {(y, k) : (k > 1, 0 < y < ω2)
⋃

(k > k2(y), ω2 6 y < 1)} (ïðè

ýòîì (y0, k0) ∈ I)

T∗(y0, k0) =
ξ + ln γ0

ω1
+

1− e−ξ

ω2
, γ0 =

ω2(1− y0)

ω1y0
,

ãäå ξ � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè

FI(ξ) = ω1(ch(ξ)− 1) + ω2(eξ − 1− ξ)− ω2

(
1

γ0
+ ln γ0 − 1

)
− ω1(k0 − 1)

1− y0
.
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2. Äëÿ (y0, k0) ∈ {(y, k) : k1(y) < k < 1, 0 < y < ω2} (ïðè ýòîì (y0, k0) ∈ I)

T∗(y0, k0) = τI + T∗(yI , 1), (yI , 1) ∈ I, k > 1,

ãäå

τI = τ̂ −

√
τ̂ 2 − 2

1− k0

k0ω1ω2(1− y0)
, τ̂ =

ω2 − y0

ω1ω2(1− y0)
,

yI =
y0 + ω2(1− y0)τI
1 + ω2(1− y0)τI

.

3. Äëÿ (y0, k0) ∈ {(y, k) : (0 < k < k1(y), 0 < y 6 ω2)
⋃

(0 < k 6 1,

ω2 < y < 1)} (ïðè ýòîì (y0, k0) ∈ II)

T∗(y0, k0) =
η − ln γ0

ω2
+

1− e−η

ω1
, γ0 =

ω2(1− y0)

ω1y0
,

ãäå η � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè

FII(η) = ω2(ch(η)− 1) + ω1(eη − 1− η)− ω1 (γ0 − ln γ0 − 1)− ω2(1− k0)

k0y0
.

4. Äëÿ (y0, k0) ∈ {(y, k) : 1 < k < k2(y), ω2 < y < 1} (ïðè ýòîì (y0, k0) ∈ II)

T∗(y0, k0) = τII + T∗(yII , 1), (yII , 1) ∈ II, 0 < k 6 1,

ãäå

τII = τ̃ −

√
τ̃ 2 − 2

k0 − 1

ω1ω2y0
, τ̃ =

y0 − ω2

ω1ω2y0
,

yII =
y0

1 + ω1y0τII
.
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5. Äëÿ (y0, k0) ∈ {(y, k) : k = K(y), 0 < y < 1}

T∗(y0, k0) = T∗(y0, K(y0)) =


ω2 − y0

ω1ω2(1− y0)
, y0 6 ω2,

y0 − ω2

ω1ω2y0
, y0 > ω2.

Â ðàçäåëå 2.7 ïðåäñòàâëåíû äîïîëíèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.

Â ðàçäåëå 2.8 àíàëèçèðóþòñÿ äâà ðåæèìà óïðàâëåíèÿ ìîäåëè (5). Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî x10 = x20 = x0 è y0 ∈ (0, ω2), ñëó÷àé y0 ∈ (ω2, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî. Ïåðâûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ

ũ(t) =

 1, 0 6 t 6 s1/2,

0, s1/2 < t 6 τ∗,

ãäå

s1/2 =
ln γ0 + ξ∗(γ0)

ω1
,

τ∗ − s1/2 =
1− γ0e

−ω1s1/2

ω2
, γ0 =

ω2(1− y0)

ω1y0
> 1

è ξ = ξ∗(γ0) � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè

F (ξ) = ω1(ch (ξ)− 1) + ω2(eξ − 1− ξ)− ω2

(
1

γ0
+ ln γ0 − 1

)
,

ðåøàåò çàäà÷ó âûõîäà êëåòêè íà ¾ñáàëàíñèðîâàííûé ïóòü¿ ðîñòà â êðàò÷àé-

øåå âðåìÿ, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, êàê ìîæíî áûñò-

ðåå äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé x1(τ∗) = x2(τ∗), y(τ∗) = ω2 ïðè τ∗ > 0; è
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ũ(t) ≡ ω2 ïðè t > τ∗. Âòîðîé ðåæèì

ū(x) =

 1, x ∈ I1,

0, x ∈ I2,

ãäå

I1 = {x = (x1, x2)T ∈ R2 : 0 < x1 < x2},

I2 = {x = (x1, x2)T ∈ R2 : 0 < x2 < x1},

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îí îçíà÷àåò,

÷òî êëåòêè ìèêðîáà ñïîñîáíû ¾ïðàâèëüíî¿ ðåàãèðîâàòü íà èçìåíåíèå ïëîò-

íîñòåé âíóòðåííèõ ðåçåðâîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåõàíèçìîâ óñâîåíèÿ ïèòàòåëü-

íûõ âåùåñòâ. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü äåéñòâèå äâóõ ýòèõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ ñ

òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëà Φ.

Ïóñòü x̃(t) è x̄(t) � òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå óïðàâëåíèÿì ũ(t) è

ū(t) = ū(x(t)) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì Φ̃(t) = ϕ(x̃(t)) è Φ̄(t) = ϕ(x̄(t)). Çà-

ìåòèì, ÷òî Φ̃(t) ≡ Φ̄(t) ïðè âñåõ t ∈ [0, s1/2], äàëåå Φ̃(t) < Φ̄(t) ïðè

t ∈ (s1/2, τ1/2], ãäå τ1/2 > s1/2 � íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Âîçíèêàåò âîïðîñ:

âûïîëíåíî ëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ t > τ1/2? Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîé äëèòåëüíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ðåæèì áûñòðîäåéñòâèÿ

îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ðåæèìà ū(t) ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêñèìèçàöèè ñòðóêòóðíîé

áèîìàññû êëåòêè, à èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7 Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî T > τ1/2, ÷òî íåðàâåíñòâî

Φ̃(t) > Φ̄(t)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ t > T .
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Ãëàâà 3 Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âåäåíèÿ ðûáíîãî õîçÿé-

ñòâà. Èçó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü (èëè ìîäåëü Øåôôå-

ðà) ñ îòëîâîì (ñì., íàïðèìåð, [8], [9], [10]), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dN

ds
= rN(s)

(
1− N(s)

Nmax

)
− qU(s)N(s), N(0) = N0 > 0,

ãäå N(s) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè s, N0 � ÷èñëåííîñòü ðû-

áû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, r � óäåëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà (êîýôôèöèåíò

r õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü âèäà ïðîòèâîñòîÿòü íåáëàãîïðèÿòíûì âîçäåé-

ñòâèÿì âíåøíåé ñðåäû), Nmax � ¼ìêîñòü ñðåäû, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíàÿ âåëè÷èíà ïîïóëÿöèè â äàííîì âîäî¼ìå, q � óäåëüíûé

êîýôôèöèåíò óëîâà (îòíîøåíèå ÷èñëà âûëîâëåííûõ ðûá ê êîëè÷åñòâó ðûá,

ïîïàâøèõ â çîíó âûëîâà) è U(s) õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü ðûáîëîâñòâà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëåííîñòü ðûáû îãðàíè÷åíà ñíèçó

N(s) > Nmin ∀s ∈ [0, T̄ ],

÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü âîçìîæíîå âûìèðàíèå ïîïóëÿöèè.

Öåëü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ìàêñèìèçèðîâàòü äèñêîíòèðîâàí-

íóþ ïðèáûëü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ôóíêöèîíàëà

J̄(U) =

T̄∫
0

e−δs [p̄(s)qU(s)N(s)− c(U(s))] ds,

ãäå δ > 0 � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, p̄(s) � ôóíêöèÿ öåíû, ìíîæèòåëü

qU(s)N(s) � êîëè÷åñòâî âûëîâëåííîé ðûáû, c(U) � çàòðàòû íà âûëîâ ðûáû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ c(U) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ò. å. c(U) = c · U .
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Â êíèãå [8] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ öåíû ïðèíèìà-

åò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå p0 äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè τ . Â ìîìåíò

âðåìåíè τ öåíà óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó θ, ò. å.

p̄(s) =

 p0, s < τ,

p0 + θ, s > τ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî τ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì

γ. Óâåëè÷åíèå öåíû ìîæåò è íå ïðîèçîéòè íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå âðå-

ìåíè. Â [11] àâòîðû â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèáûëè áåðóò ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå îò J̄(U), ò. å.

J(U) = Eτ J̄(U) =

T̄∫
0

e−δs
{[
p0 + θ(1− e−γs)

]
qU(s)N(s)− c U(s)

}
ds.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî θ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîíà÷àëüíîé öåíå,

ò. å. θ = β1p0.

Êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò èç âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ

0 6 U(s) 6 Umax ∀s > 0.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(U) ïî âñåì U(·) ∈ [0, Umax] è ÿâëÿåòñÿ

ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ãëàâû 3.

Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [11],

[12], [13], [14], [15], ïðè ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ p̄(s) è c(U) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðîâ, îäíàêî ðåøåíèå â íèõ íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî. Â äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
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Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

t = r s, x(t) =
N(s)

Nmax
, u(t) =

qU(s)

r

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè-

÷åíèåì: 

ẋ(t) = (1− u(t))x(t)− (x(t))2, 0 6 t 6 T,

x(0) = x0,

x(t) > β2,

J(x, u) =

T∫
0

e−α1t (p(t)x(t)−B)u(t)dt→ max
u(·)

,

0 6 u(t) 6 umax,

(8)

ãäå T = rT̄ , x0 = N0/Nmax, β2 = Nmin/Nmax,

p(t) = A
[
1 + β1(1− e−α2t)

]
,

A = p0Nmax > 0, B = c/q > 0, α1 = δ/r > 0, α2 = γ/r > 0, β1 > 0,

umax = Umaxq/r. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α2 > 1, 0 < β2 < x0 < 1, umax > 1

è

p(t)x(t)−B > 0 ∀t ∈ [0, T ].

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

γ0 =
1− x0

x0
> 0, γ1 =

umax − 1

β2
> 0, γ2 =

umax − 1

x0
> 0.

Â ðàçäåëå 3.1 îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

a(t) = −2p(t) < 0,
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b(t) = Aβ1α2e
−α2t + p(t)(1− α1) +B

è

F1(t) = 1− β2 +
ȧ(t)

a(t)
− F2(t) +

α1Bȧ(t) + a(t)ḃ(t)(F2(t) + β2)

(F2(t) + β2)a(t)(b(t) + 2a(t)(F2(t) + β2))
,

F2(t) =
b(t) +

√
(b(t))2 − 4α1Ba(t)

−2a(t)
− β2.

Ïðåäïîëîæåíèå Ï1.

F2(0) > 0, F2(T ) < 0.

Ïðåäïîëîæåíèå Ï2. Ôóíêöèÿ F1(t) óáûâàåò ïðè t ∈ [0, σ], ãäå σ � åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü ôóíêöèè F2(t).

Ïðåäïîëîæåíèå Ï3.

umax < F1(σ).

Ââåä¼ì ôóíêöèè

K(τ, u) = e−α1k1(τ,u) (p(k1(τ, u))β2 −B) (u− 1 + β2) l1(τ, u)−

−e−α1τ

(
p(τ)

1

1 + γ0e−τ
−B

)
u+ u

k1(τ,u)∫
τ

e−α1tp(t)m1(t, τ, u) dt,

ãäå

k1(τ, u) = τ +
1

u− 1
ln


u− 1

β2
+ 1

1 + (u− 1) (1 + γ0e−τ )

,
l1(τ, u) =

u (1 + γ0e
−τ )

1 + (u− 1) (1 + γ0e−τ )
,
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m1(t, τ, u) =
(u− 1)2u (1 + γ0e

−τ ) e(u−1)(t−τ)(
e(u−1)(t−τ) [(u− 1) (1 + γ0e−τ ) + 1]− 1

)2 ,

è

L(τ) = β2e
−α1k2(τ) (p(k2(τ))β2 −B) l2(τ)−

−e−α1τ

(
p(τ)

1

1 + γ0e−τ
−B

)
+

k2(τ)∫
τ

e−α1tp(t)m2(t, τ) dt,

ãäå

k2(τ) = τ +
1

β2
− 1− γ0e

−τ , l2(τ) = 1 + γ0e
−τ ,

m2(t, τ) =
1 + γ0e

−τ

(t− τ + 1 + γ0e−τ )
2 .

Ïðåäïîëîæåíèå Ï4. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

K(0, u) = 0 (îáîçíà÷èì åãî çà ūmax). Ïðè ýòîì ūmax ∈ (1, F1(σ)).

Ïðåäïîëîæåíèå Ï5.

1. Â ñëó÷àå umax ∈ (1, ūmax] ôóíêöèÿ K(τ, umax) < 0 äëÿ âñåõ τ ∈ (0, T ].

2. Â ñëó÷àå umax ∈ (ūmax, F1(σ)) óðàâíåíèå K(τ, umax) = 0 èìååò åäèíñòâåí-

íûé êîðåíü τ̂1 ∈ (0, T ) ïî τ , ïðè ýòîì K(τ, umax) > 0 äëÿ τ ∈ [0, τ̂1) è

K(τ, umax) < 0 ïðè τ ∈ (τ̂1, T ].

Ïðåäïîëîæåíèå Ï6. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

L(τ) < 0 ∀τ ∈ [0, T ].

Ïðåäïîëîæåíèå Ï7.

T > τ̃ ,
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ãäå

τ̃ =



τ̂2, umax ∈ (ūmax, F1(σ)),

1

umax − 1
ln

(
γ1 + 1

γ2 + 1

)
, umax ∈ (1, ūmax],

1

β2
− 1

x0
, umax = 1,

çäåñü

τ̂2 = τ̂1 +
1

umax − 1
ln

(
γ1 + 1

1 + (umax − 1) (1 + γ0e−τ̂1)

)
.

Â ðàçäåëå 3.2 ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ ñ

ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [16] èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îñîáûõ ðå-

æèìîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé Ï1-Ï3 â çàäà÷å (8)

îòñóòñòâóþò îñîáûå ðåæèìû.

Â ðàçäåëå 3.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) çàäà-

÷è (8) ñóùåñòâóåò, òî îíî äîëæíî èìåòü ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

u(t) =


0, 0 6 t < τ1,

umax, τ1 6 t < τ2,

1− β2, τ2 6 t 6 T.

Â ðàçäåëå 3.4 ôóíêöèîíàë J ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ

τ1 ∈ [0, T ). Ôóíêöèÿ J(τ1) èññëåäóåòñÿ íà ìàêñèìóì, è íàõîäèòñÿ íàèëó÷øàÿ

òî÷êà τ1. Ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (u∗(t), x∗(t)) çàäà÷è (8). Îïòè-

ìàëüíîñòü ïîñòðîåííîé ïàðû ñëåäóåò èç ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ è òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùå-

ãî ïðåäïîëîæåíèÿì çàäà÷è, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 3.

Òåîðåìà 8 Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (u∗(t), x∗(t)) çàäà÷è (8) ïðè óñëîâèÿõ
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Ï1-Ï7 èìååò âèä:

1. Ïðè umax ∈ (ūmax, F1(σ))

u∗(t) =


0, 0 6 t < τ̂1,

umax, τ̂1 6 t < τ̂2,

1− β2, τ̂2 6 t 6 T,

x∗(t) =


1

1 + γ0e−t
, 0 6 t < τ̂1,

x̃(t, τ̂1), τ̂1 6 t < τ̂2,

β2, τ̂2 6 t 6 T,

ãäå τ̂1 > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ K(τ, umax) = 0 ïî τ ,

τ̂2 = τ̂1 +
1

umax − 1
ln

(
γ1 + 1

1 + (umax − 1) (1 + γ0e−τ̂1)

)

è

x̃(t, τ) =
umax − 1

e(umax−1)(t−τ) [(umax − 1) (1 + γ0e−τ ) + 1]− 1
.

2. Ïðè umax ∈ [1, ūmax]

u∗(t) =

 umax, 0 6 t < τ̂ ,

1− β2, τ̂ 6 t 6 T,

x∗(t) =

 x̂(t), 0 6 t < τ̂ ,

β2, τ̂ 6 t 6 T,

ãäå

x̂(t) =


umax − 1

e(umax−1)t(γ2 + 1)− 1
, umax ∈ (1, ūmax],

1

t+ 1/x0
, umax = 1
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è

τ̂ =


1

umax − 1
ln

(
γ1 + 1

γ2 + 1

)
, umax ∈ (1, ūmax],

1

β2
− 1

x0
, umax = 1.

Â ðàçäåëå 3.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, ãäå íà ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè

íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå x(T ) = x(0) = x0. Ýòî îãðàíè÷åíèå èìååò ñìûñë ïðè

ñîçäàíèè óñòîé÷èâîãî ðûáíîãî õîçÿéñòâà, â êîòîðîì ÷èñëåííîñòü îñîáåé â

êîíöå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè âîññòàíàâëèâàåòñÿ äî ïåðâîíà-

÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Â ðàçäåëàõ 3.5 è 3.7 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ, ïðîâåä¼ííûõ ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, èíòåðåñíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé. Ýòè ðàñ÷¼òû èë-

ëþñòðèðóþò îñíîâíûå âûâîäû òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ, äîöåíòó Ì.Â. Îðëîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ìíî-

ãîëåòíþþ ïîìîùü è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó. Õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü äîöåíòà

Þ.Í. Êèñåë¼âà çà èíòåðåñ ê ðàáîòå, êîíñóëüòàöèè è öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàê-

æå ïðîôåññîðà À.Â. Äìèòðóêà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1) è çà ðÿä ïîëåçíûõ

ñîâåòîâ.
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