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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследований. В целом ряде разделов математиче-

ской кибернетики возникает задача восстановления (расшифровки) неизвест-

ной дискретной функции из заданного класса с помощью последовательных

вопросов о ее значении в точке. Требуется отыскать алгоритм расшифров-

ки, использующий по возможности минимальное число вопросов о значении

функции и приемлемое время для промежуточных вычислений.

Наиболее известной проблемой из этой серии является впервые рассмот-

ренная В. К. Коробковым и Т. Л. Резником задача расшифровки монотонных

булевых и многозначных функций [26, 27]. Известна сводимость к последней

проблеме целого класса задач математической логики, математической эко-

номики, целочисленного линейного программирования, теории распознавания

образов.

В.Н.Шевченко рассмотрел задачу расшифровки пороговых функций k-знач-

ной логики [37–39]. Пороговые функции возникают во многих разделах мате-

матической кибернетики и дискретной математики и приложениях, например,

в дискретной оптимизации [33, 39], распознавании образов [20, 21, 48], тео-

рии графов [19], при синтезе схем из функциональных элементов [29, 30, 32],

нейронных сетей [42], в цифровой обработке сигналов [18, 50]. Их можно

интерпретировать как характеристические функции подмножеств множества

{0, 1, . . . , k − 1}n
, обладающих специальным свойством «линейной отделимо-

сти». В связи с последней возможностью естественно стремление расширить

их область определения. Значительный интерес имеют постановки задач, в

которых функции определены на множестве M целочисленных решений за-

данной системы линейных неравенств. Функция, отображающая M в множе-

ство {0, 1}, называется пороговой, если найдется гиперплоскость, разделяю-

щая множества ее нулей и единиц (точек, в которых функция равна нулю или

единице соответственно). К расшифровке таких функций сводятся специаль-

ные задачи теории распознавания образов с линейной разделяющей поверх-

ностью. Большое значение задача расшифровки пороговых функций имеет

в машинном обучении [48]. Другой смежной областью является связанная с

большим кругом приложений теория тестов [28, 31, 34]. Таким образом, до-
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статочно важным является целый ряд проблем, связанных с пороговыми функ-

циями и их расшифровкой. Как правило, возникающие задачи — весьма слож-

ные. Широко известной трудной проблемой, например, является оценка числа

пороговых булевых функций. Для этой величины известна лишь установлен-

ная Ю. А. Зуевым [23] асимптотика ее логарифма. Асимптотика логарифма

числа пороговых функций k-значной логики установлена А. А. Ирматовым и

Ж. Д. Ковиянич [25]. Обстоятельный обзор результатов по пороговым булевым

функциям и пороговым представлениям булевых функций содержится в [24].

Естественной мерой сложности алгоритма расшифровки является мини-

мальное число вопросов, достаточное для расшифровки любой функции из

заданного класса (оракульная сложность). Другой характеристикой является

вычислительная трудоемкость — число операций, выполненных алгоритмом

в худшем случае.

В. Н. Шевченко [38] предложил алгоритм расшифровки пороговой функ-

ции k-значной логики, имеющий при любом фиксированном n полиномиаль-

ные от log k оракульную сложность и вычислительную трудоемкость. Верх-

нюю оценку сложности алгоритма В. Н. Шевченко уточнил T. Hegedüs [46],

см. также [47]. В. Н. Шевченко [38] также показал, что полиномиального от

n алгоритма, решающего данную задачу, не существует. Таким образом, для

задачи расшифровки пороговой функции приведенные результаты заставляют

ограничиться поиском алгоритмов, полиномиальных при фиксированном n.

Для оценки их качества и для характеризации сложности всей задачи расшиф-

ровки пороговых функций необходимы результаты о близости предлагаемых

алгоритмов к оптимальным. В частности, представляет интерес поиск нижних

оценок сложности расшифровки, что приводит к исследованию структурных

и мощностных свойств так называемого разрешающего множества [26] поро-

говой функции — такого множества точек из области определения M, значений

функции в которых достаточно для однозначного восстановления функции в

остальных точках. Дальнейшие результаты в этих направлениях означали бы

более глубокое исследование структурных свойств и, возможно, мощностных

характеристик класса пороговых функций.

До исследований автора нетривиальных нижний оценок сложности рас-

шифровки пороговых функций (при фиксированном n и k → ∞) известно не
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было. M. Anthony, G. Brightwell, J. Shawe-Taylor [43] получили верхнюю оценку

средней мощности минимального разрешающего множества пороговой функ-

ции. W. J. Bultman и W. Maass [44] исследовали сложность расшифровки по-

роговой функции, зависящей от двух переменных (использовалась несколько

отличная терминология).

Цель работы заключается в построении эффективных алгоритмов рас-

шифровки пороговых и близких к ним функций, определенных на множестве

целочисленных решений заданной системы линейных неравенств; установ-

лении нижних оценок сложности задачи расшифровки; анализе структурных

и мощностных свойств минимального разрешающего множества пороговой

функции. Особое внимание уделяется пороговым функциям k-значной логики,

зависящих от n переменных.

Методы исследований. При построении алгоритмов расшифровки ис-

пользовались результаты и методы целочисленного линейного программи-

рования, теории систем линейных неравенств, теории чисел, комбинатори-

ки. Некоторые алгоритмы используют и развивают подходы, предложенные

В. Н. Шевченко при разработке им алгоритма расшифровки пороговых функ-

ций k-значной логики. При построении верхних и нижний оценок сложности

расшифровки успешно применяются результаты о числе вершин выпуклой

оболочки целочисленных решений систем линейных неравенств, полученные

В. Н. Шевченко и его учениками [39]. Данный подход был применен и усо-

вершенствован диссертантом для получения верхней оценки числа неприво-

димых точек политопа, что использовалось при построении неулучшаемой

(по порядку при фиксированном n) верхней оценки мощности минимального

разрешающего множества пороговой функции. Предложен новый подход, на

основе которого получена нетривиальная нижняя оценка сложности расшиф-

ровки пороговой функции k-значной логики.

Научная новизна. Диссертация посвящена изучению задачи расшифров-

ки пороговых и близких к ним функций, заданных на множестве целочис-

ленных решений системы линейных неравенств (целых точек политопа). Осо-

бое внимание уделяется важному частному случаю — пороговым функциям

k-значной логики. Все полученные результаты являются новыми и могут быть
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кратко сформулированы следующим образом:

1) Разработан алгоритм расшифровки функций, заданных на множестве це-

лочисленных точек политопа и обладающих свойством, что множества

нулей и единиц каждой такой функции можно описать системами линей-

ных неравенств. При любой фиксированной размерности n и некоторых

дополнительных ограничениях алгоритм является полиномиальным от

размера линейной системы, описывающей политоп.

2) Для пороговых функций, определенных на множестве целочисленных

точек политопа, предложен алгоритм расшифровки, при фиксированной

размерности полиномиальный от размера задания политопа. Установлена

нижняя оценка сложности этой задачи. Оракульная сложность предло-

женного алгоритма при фиксированном n близка по порядку к нижней

оценке сложности.

3) Для пороговых функций k-значной логики предложен алгоритм рас-

шифровки, полиномиальный при фиксированном n. Установлена нижняя

оценка сложности этой задачи. Оракульная сложность предложенного

алгоритма при фиксированном n близка по порядку к нижней оценке

сложности.

4) Описано строение минимального разрешающего множества пороговой

функции k-значной логики. Найдены верхняя и нижняя оценка длины

обучения в классе таких функций; при фиксированном n эти оценки

совпадают по порядку.

5) Разработан алгоритм расшифровки пороговых функций k-значной логи-

ки, зависящих от двух переменных. Для этих функций установлен поря-

док сложности расшифровки, найдены точное значение длины обучения

и асимптотическое значение средней мощности минимального разреша-

ющего множества.

6) Установлена связь задачи расшифровки пороговой функции двух пере-

менных с проблемой нахождения диофантовых приближений веществен-

ных чисел. Предложен полиномиальный алгоритм приближения веще-
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ственного числа, заданного оракулом, и полиномиальный алгоритм при-

ближения алгебраического числа, заданного минимальным многочленом.

7) Предлагается новая модификация («графовый» тест проверки смежности

экстремальных лучей) метода двойного описания построения вершин-

ного описания полиэдра. Теоретическая оценка сложности построенной

модификации и результаты экспериментов показали преимущество ал-

горитма по сравнению с классическим его вариантом.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче-

ский характер. Полученные в диссертации результаты могут быть использо-

ваны при дальнейших исследованиях пороговых функций, в частности, при

изучении их структуры, числа, соотношения с другими близкими функциями

и т. п. Диссертация имеет ценность для таких приложений, как дискретная оп-

тимизация, распознавание образов, машинное обучение. Новая модификация

метода двойного описания может использоваться в практических приложе-

ниях, где встречается задача построения общего решения системы линейных

неравенств и двойственная к ней задача, например, в оптимизации, вычисли-

тельной физике, биоинформатике и др.

Результаты диссертации могут найти применение в исследованиях, про-

водимых в Московском государственном университете им. М. В. Ломоносова,

Вычислительном центре им. А. А. Дородницына РАН, Институте прикладной

математики им. М. В. Келдыша РАН, Институте математики им. С. Л. Соболева

Сибирского отделения РАН, Нижегородском государственном университете

им. Н. И. Лобачевского.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуж-

дались на Международных семинарах «Дискретная математика и ее прило-

жения» (Москва, 1995, 1998, 2001, 2004, 2007, 2012), на XVI Международ-

ной конференции «Проблемы теоретической кибернетики» (Нижний Новго-

род, 2011), на Международных конференциях «Математические алгоритмы»

(Нижний Новгород, 1994, 1995), на Международной конференции «Алгебра и

линейная оптимизация», посвященной 100-летию С. Н. Черникова (Екатерин-

бург, 2012) на Всероссийской конференции «Проблемы оптимизации и эко-
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номические приложения» (Омск, 2006), на Всероссийской конференции «Ма-

тематическое программирование и приложения» (Екатеринбург, 2007, 2011),

на Российских конференциях «Дискретный анализ и исследование операций»

(Новосибирск, 2004), «Дискретная оптимизация и исследование операций»

(Алтай, 2010), на школе-семинаре «Синтез и сложность управляющих систем»

(Нижний Новгород, 1994; Нижний Новгород, 2000; Пенза, 2002; Нижний Нов-

город, 2003), на Молодежной научной школе по дискретной математике и ее

приложениям под руководством чл.-корр. РАН О. Б. Лупанова (Москва, 1997;

Москва, 2000; Нижний Новгород, 2001), на заседаниях спецсеминара «Дис-

кретная математика и математическая кибернетика» ВМК МГУ, Нижегород-

ского семинара по дискретной математики.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-

тырех глав, заключения и списка литературы. Общий объем работы — 208

страниц. Список литературы содержит 167 наименований. В первой главе со-

держатся результаты о пороговых и близких к ним функциях, которые да-

лее используются для построения алгоритмов расшифровки и установлении

нижних оценок сложности. Во второй главе предлагаются алгоритмы расшиф-

ровки пороговых и близких к ним функций. Третья глава посвящена нижним

оценкам сложности задачи расшифровки. В ней также описаны результаты о

структурных и мощностных свойствах разрешающего множества пороговой

функции. В четвертой главе устанавливается связь между задачей расшиф-

ровки пороговой функцией и задачей нахождения наилучшего диофантового

приближения.

Публикации. По теме диссертации автором опубликовано 17 работ [1–

17], из них 11 — в изданиях, рекомендованных ВАК [2, 3, 6, 8–10, 12–16]. Все

основные результаты принадлежат автору. В работах, выполненных совместно

с В. Н. Шевченко и А. Ю. Чирковым, диссертанту принадлежат формулировки

и доказательства результатов, включенных в диссертацию. Диссертация про-

должает исследования, начатые автором в его кандидатской диссертации [22].

Финансовая поддержка. Диссертация выполнена при финансовой под-

держке РФФИ (гранты №№ 93-01-00491-а, 96-01-00639-а, 00-01-00599-а, 05-01-

00552-а, 09-01-00545-а); ФЦП «Исследования и разработки по приоритет-
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ным направлениям развития научно-технологического комплекса России на

2007–2013 годы», (государственный контракт № 11.519.11.4015); ФЦП «На-

учные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013

годы (государственные контракты № 02.740.11.5131, № 14.B37.21.0393).

Краткое содержание и основные результаты

Во введении диссертации обосновывается актуальность темы, приводится

обзор литературы и излагаются основные результаты.

Глава 1 посвящена изучению основных свойств пороговых и близких

к ним функций, определенных в целочисленных точках политопа. В разде-

ле 1.1 вводятся основные классы рассматриваемых функций и даются необ-

ходимые и достаточные условия принадлежности функций тому или иному

из этих классов. Обозначим через P(n, l, γ) множество выпуклых политопов

P ⊆ Rn, каждый из которых можно задать системой l линейных неравенств с

целочисленными коэффициентами, ограниченными по абсолютной величине

числом γ; пусть M(n, l, γ) = {P ∩ Zn : P ∈ P(n, l, γ)}. Для некоторых n ≥ 2,

l > n, γ ≥ 2 рассмотрим множество M ∈ M(n, l, γ); предположим, что M , ∅.

Множество всех функций, отображающих M в {0, 1}, обозначим через F(M).

Пусть Ek = {0, . . . , k − 1}. Класс F(En
2) объединяет функции булевой логи-

ки, а F(En
k) при k ≥ 2 является подклассом тех функций k-значной логики,

множество значений которых есть {0, 1}. Для f ∈ F(M) обозначим через

M0( f ) и M1( f ) множество нулей и единиц функции f соответственно, т. е.

Mν( f ) = {x ∈ M : f (x) = ν} (ν = 0, 1). Обозначим через Nν( f ) = Vert Mν( f )

множество вершин (крайних точек) политопа Conv Mν( f ) (ν = 0, 1).

Для каждого ν ∈ {0, 1} обозначим через Fν(M) множество таких функций

f ∈ F(M), для которых Mν( f ) можно описать в виде некоторой системы ли-

нейных неравенств Ax ≤ a0, т. е. Mν( f ) = {x ∈ M : Ax ≤ a0}. Cистему Ax ≤ a0

назовем характеристической. Обозначим через mν( f ) наименьшее число нера-

венств в системе Ax ≤ a0, при котором возможно такое описание. Если для

некоторого ν ∈ {0, 1} справедливо f ∈ Fν(M) и mν( f ) = 1, то функция f

называется пороговой. Пусть для такой f неравенство
n
∑
j=1

a jx j ≤ a0, которое

назовем пороговым, описывает множество M0( f ). Можно считать, что a j ∈ Z
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( j = 0, 1, . . . , n). Обозначим через T(M) множество всех пороговых функций,

заданных на M.

В разделе 1.2 для функций из классов T(M), F0(M), F1(M) получены

верхние оценки величины коэффициентов характеристической системы, а в

разделе 1.3 — верхние оценки величин |Nν( f )| (ν = 0, 1). Также в разделе 1.3

исследуется задача построения множеств Nν( f ) по заданной характеристиче-

ской системе функции f .

Мощностные свойства классов T(M), F0(M), F1(M) изучаются в разде-

ле 1.4. Рассмотрим класс Fν(M,m) (ν = 0, 1) таких функций f из Fν(M), для

которых mν( f ) = m. Доказано, что при γ ≥ 1, m ≥ 1 справедлива асимпто-

тическая оценка log |Fν(M,m)| . mn3 log(γ
√

n) (n → ∞). Отсюда для класса

пороговых функций при γ ≥ 1 получаем log |T(M)| . n3 log(γ
√

n) (n → ∞).

Соотношения между классами T(M) и F0(M) ∩ F1(M) исследуются в раз-

деле 1.5. В частности, построены примеры, показывающие, что если k ≥ 2 и

n ≥ 3, то T(En
k) является собственным подмножеством класса F0(En

k) ∩F1(En
k).

Приведено доказательство, что если k ≥ 3, то T(E2
k) = F0(E2

k)∩F1(E2
k) (данное

утверждение приведено в [39, стр. 169] без доказательства).

Раздел 1.6 посвящен задаче построения вершин и экстремальных лучей

полиэдра P = {x ∈ Rn : Ax ≤ a0}, где A ∈ Zm×n, a0 ∈ Zm. Эта задача возникает

как вспомогательная при построении алгоритмов расшифровки пороговых и

близких к ним функций, но также появляется в большом числе других прило-

жений и представляет несомненный самостоятельный интерес. Стандартным

способом она сводится к построению экстремальных лучей полиэдрального

(многогранного) конуса
{

(x, x0) ∈ Rn+1 : Ax ≤ x0a0, x0 ≥ 0
}
. Для решения за-

дачи известны различные методы, один из них — хорошо известный «метод

двойного описания» [49] (другие распространенные названия — алгоритм Моц-

кина–Бургера [35] или алгоритм Фурье–Моцкина [40, 41]).

На каждой итерации алгоритм определяет множество всех пар смежных

экстремальных лучей некоторого конуса C = {x ∈ Rn : Ax ≥ 0}, где A ∈ Zm×n.

Пусть U — множество экстремальных лучей конуса C, |U| = s. Обозначим

Z(u) = {i : aiu = 0}, где ai — i-я строка матрицы A, u ∈ U. Хорошо известное

«комбинаторное правило» [45] проверки смежности утверждает, что для смеж-

ности лучей u и v из U необходимо и достаточно, чтобы в U не существовало
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луча w, отличного от u и v, такого, что Z(u) ∩ Z(v) ⊆ Z(w). Мы предлагаем

следующую «графовую» модификацию комбинаторного теста. По конусу C

построим простой граф G: множество вершин графа G есть множество U, а

{u, v} образует ребро в G тогда и только тогда, когда |Z(u) ∩ Z(v)| ≥ n − 2.

Множество всех ребер графа G обозначим E(G). Мы доказываем, что для то-

го, чтобы лучи u и v из U были смежны необходимо и достаточно, чтобы в

U(C) не существовало луча w, отличного от u и v, такого, что {u,w} ∈ E(G),

{v,w} ∈ E(G) и Z(u) ∩ Z(v) ⊆ Z(w). Трудоемкость построения всех пар экс-

тремальных лучей по комбинаторному правилу составляет O(ms3), а по его

«графовой» модификации O(ms2
+ msδ2), где δ равно максимуму из степе-

ней вершин в графе G. Так как δ < s, то трудоемкость «графового» теста

всегда асимптотически не превосходит верхней оценки трудоемкости «ком-

бинаторного». Во многих задачах δ ≪ s и преимущество нового алгоритма

более существенно. Результаты вычислительного эксперимента подтверждают

это превосходство. Диссертантом предлагаются также другие модификации

метода двойного описания.

Результаты первой главы диссертации опубликованы в работах [2, 8, 11].

В главе 2 предлагаются алгоритмы расшифровки пороговых и близких к

ним функций. Пусть каждая функция f из некоторого класса F′ ⊆ F(M) задана

оракулом, позволяющим по произвольной точке x ∈ M определить f (x). Под

расшифровкой функции из известного класса F′ понимается задача, в которой

по заданным C ∈ Zl×n, c0 ∈ Zl и заданному оракулу функции f ∈ F′, где

M = {x ∈ Zn : Cx ≤ c0}, необходимо найти такие точки x(1), x(2), . . . , x(t) из M,

значений в которых достаточно для однозначного определения f в остальных

точках из M.

Пусть A — алгоритм расшифровки функции в классе F′. Предположим,

что при расшифровке функции f ∈ F′ алгоритм A обращается к оракулу

в τ(A , f ) точках и выполняет ρ(A , f ) операций. Оракульной сложностью

алгоритма A назовем величину

τM(A ) = max
f∈F′
τ(A , f ).

Вычислительной трудоемкостью алгоритма A назовем число операций, вы-
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полненных алгоритмом в худшем случае:

ρM(A ) = max
f∈F′
ρ(A , f ).

Пусть, как обычно, M = {x ∈ Zn : Cx ≤ c0} ∈ M(n, l, γ), C ∈ Zl×n, c0 ∈ Zl,

|ci j| ≤ γ, (i = 1, 2, . . . , l; j = 0, 1, . . . , n). Алгоритм A назовем полиномиальным,

если функция ρM(A ) ограничена некоторым полиномом от трех переменных

n, l, log γ. Будем говорить, что алгоритм A полиномиален при фиксированной

размерности n (квазиполиномиален), если найдется многочлен pn(·, ·), степень

и коэффициенты которого зависят только от n, такой, что ρM(A ) ≤ pn(l, log γ).

Очевидно, τM(A ) ≤ ρM(A ) и поэтому верхняя оценка вычислительной трудо-

емкости алгоритма является таковой и для его оракульной сложности.

Если из контекста ясно, о каком множестве M идет речь, то вместо τM(A )

и ρM(A ) будем писать соответственно τ(A ) и ρ(A ).

Для классов T(M), F0(M), F1(M), F0(M) ∩ F1(M) от алгоритмов расшиф-

ровки будем требовать, чтобы они возвращали также коэффициенты характе-

ристических систем функции f . В случае пороговой функции — коэффициенты

порогового неравенства.

В диссертации рассматриваются алгоритмы (условные тесты), в кото-

рых выбор точки для нового обращения к оракулу, определяется ответами

на предыдущие вопросы. Что же касается алгоритмов, не учитывающих от-

веты на предыдущие вопросы (безусловные тесты), то для рассматриваемых

классов они оказываются весьма неэффективными. Множество U ⊆ M назы-

вается безусловным тестом для класса функций F′, если для любых двух f , g

из F′, f , g, найдется точка x ∈ U, такая, что f (x) , g(x). В разделе 2.2 пока-

зано, что классы T(M), F0(M), F1(M), F0(M)∩F1(M) обладают единственным

безусловным тестом U = M.

В разделе 2.3 рассматривается задача расшифровки в F0(M) ∩ F1(M).

Вначале (в подразделе 2.3.1) строится вспомогательный оракульный алгоритм

Aопт, решающий задачу максимизации линейной функции на множестве Mν( f ),

где f ∈ F1−ν(M). Алгоритм Aопт для любого ν ∈ {0, 1}, любой заданной ора-

кулом функции f ∈ F1−ν(M) и любого вектора a = (a1, . . . , an) ∈ Zn находит
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точку p = (p1, . . . , pn) ∈ Mν( f ), такую, что

n

∑
j=1

a j p j = max

{
n

∑
j=1

a jx j : (x1, . . . , xn) ∈ Mν( f )

}
,

или устанавливает, что Mν( f ) = ∅. При фиксированном n алгоритм имеет

полиномиальную от l и logα вычислительную трудоемкость и совершает не

более n10n−1l⌊ n
2⌋ logn(α + 1) (при n ≥ 2) и не более 8 + 2 log γ (при n = 1)

обращений к оракулу, где α = max{γ, |a j|, j = 1, . . . , n}.
В подразделе 2.3.2 предлагается алгоритм A0 расшифровки в классе F0(M)∩

F1(M). Обозначим через F(M, h) множество таких функций f ∈ F0(M)∩F1(M),

для которых min {m0( f ),m1( f )} ≤ h. В классе F(M, h), где M ∈ M(n, l, γ), при

любом фиксированном n алгоритм имеет полиномиальную от h, l и log γ вы-

числительную трудоемкость ρ(A0) и оракульную сложность

τ(A0) = O
(

(l + h)⌊
n
2⌋2

l⌊
n
2⌋ log(n−1)⌊ n

2⌋+n(γ + 1)
)

(асимптотика при фиксированном n).

Очевидно, алгоритм A0 применим и для расшифровки функций из класса

T(M). Для последнего случая однако существует более эффективный алгоритм

A1, описанный в разделе 2.4. Вначале (в подразделе 2.4.1) строится вспомо-

гательный алгоритм A
+

1 . Обозначим через T+(M) множество тех функций из

T(M), для которых существует пороговое неравенство с коэффициентом a0 > 0.

Алгоритм A
+

1 проводит расшифровку при допущении f ∈ T+(M). На его ос-

нове в разделе 2.4.2 построен алгоритм A1 расшифровки в классе T(M), для

которого при фиксированном n величина ρ(A1) ограничена полиномом от l и

log γ и

τ(A1) ≤ 16n10n−1l⌊ n
2⌋ logn(γ + 1) = O

(
l⌊ n

2⌋ logn(γ + 1)
)
.

(асимптотика при фиксированном n). В классе T(En
k) при любом фиксирован-

ном n алгоритм имеет оракульную сложность

τ(A1) = O(logn k).

В разделе 2.5 для расшифровки функций из класса T(E2
k) удалось постро-

ить более эффективный алгоритм A2. Алгоритм A2 имеет полиномиальную
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вычислительную трудоемкость и оракульную сложность

τ(A2) ≤ 6 log(k − 1) + 4.

В разделе 2.6 исследуется задача расшифровки пороговой функции, задан-

ной более информативным — «расширенным» — оракулом, который в отличие

от «обычного» оракула принимает на вход произвольные точки из Qn, а не

только из M. Расширенный оракул связан с конкретным пороговым неравен-

ством функции f . По заданной точке x ∈ Qn он возвращает 0, если пороговое

неравенство выполнено, и 1 в противном случае. Под расшифровкой порого-

вой функции f , заданной с помощью расширенного оракула, будем понимать

процедуру восстановления коэффициентов ее любого возможного порогового

неравенства с помощью обращений к этому оракулу. Предложен алгоритм Aext

расшифровки функции из класса T(En
k), заданной с помощью расширенного

оракула, для которого вычислительная трудоемкость ρ(Aext) при фиксирован-

ном n ограничена полиномом от log k, а для оракульной сложности справед-

ливо

Aext =
n4

2
log(n + 1) + 2n3 log k (n → ∞, k → ∞).

Результаты второй главы опубликованы в [1, 2, 4, 9, 12, 16].

В главе 3 устанавливаются нижние оценки сложности расшифровки поро-

говых функций. Под сложностью расшифровки в некотором классе F′ ⊆ F(M)

понимается величина

τ(F′) = min
A

τ(A ) = min
A

max
f∈F′
τ(A , f ),

где минимум берется по всем алгоритмам A расшифровки в классе F′. Мно-

жество T ⊆ M называется разрешающим для f в классе F′, если для любой

функции g ∈ F′, f , g, найдется по крайней мере одна точка z ∈ T , такая,

что g(z) , f (z). Разрешающее множество, никакое собственное подмножество

которого не является разрешающим для f , называется минимальным или ту-

пиковым. Разрешающее множество минимальной мощности называется наи-

меньшим. Его мощность обозначим через σ(F′, f ). Длиной обучения назовем

величину

σ(F′) = max
f∈F′
σ(F′, f ) = max

f∈F′
min
A

τ(A , f ).
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Справедливы неравенства τ(F′) ≥ σ(F′), τ(F′) ≥ log |F′|, являющиеся ключе-

выми для получения в диссертации нижних оценок сложности расшифровки.

Средней мощностью минимального разрешающего множества в классе F′

называется

σ(F′) =
1
|F′| ∑

f∈F′
σ(F′, f ).

Для класса пороговых функций T(M) будем использовать следующие со-

кращенные обозначения:

τ(M) = τ
(
T(M)

)
, σ(M) = σ

(
T(M)

)
, σ(M) = σ

(
T(M)

)
.

В разделе 3.2 получены некоторые вспомогательные результаты о строе-

нии конуса K( f ) разделяющих функционалов функции f ∈ T(M). K( f ) описы-

вается следующей системой линейных неравенств относительно переменных

a0, a1, . . . , an+1:




n
∑
j=1

a jx j ≤ a0 для всех (x1, . . . , xn) ∈ M0( f );

n
∑
j=1

a jx j ≥ a0 + an+1 для всех (x1, . . . , xn) ∈ M1( f );

an+1 ≥ 0.

Показано, что конус K( f ) полномерный (телесный) и в важном случае Affdim M =

n — острый. Из теории линейных неравенств выводится лемма о двойствен-

ном описании конуса K( f ). В частности, если Affdim M = n, то K( f ) имеет

единственное с точностью до положительных множителей минимальное по-

рождающее множество (остов)

{
b̃(i) = (b(i)

0 , b
(i)
1 , . . . , b

(i)
n , b

(i)
n+1), i = 1, . . . , s

}
.

В разделе 3.3 исследуется структура разрешающего множества пороговой

функции. Множество T = T0∪T1, Tν ⊆ Mν( f ) (ν = 0, 1) является разрешающим

для f ∈ T(M) тогда и только тогда, когда система неравенств





n
∑
j=1

a jx j ≤ a0 для всех (x1, . . . , xn) ∈ T ;

n
∑
j=1

a jx j ≥ a0 + an+1 для всех (x1, . . . , xn) ∈ T ;

an+1 ≥ 0.
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описывает конус K( f ). Отсюда, в частности, получаем единственность ми-

нимального разрешающего множества функции f ∈ T(M) (это обобщение

известного результата о булевых пороговых функциях). Обозначим его через

T ( f ) = T0( f ) ∪ T1( f ), Tν( f ) ⊆ Mν( f ) (ν = 0, 1). Имеем также Nν( f ) ⊆ Tν( f )

(ν = 0, 1) (это обобщение результата [39]).

Пусть Affdim M = n и f ∈ T(M). Не нарушая общности, будем считать,

что в остове конуса K( f ) компонента b(i)
n+1 > 0 (i = 1, . . . , µ) и b(i)

n+1 = 0 (i =

µ + 1, . . . , s). Пусть a = (a1, . . . an) ∈ Zn,

M0( f , a) =

{
(y1, . . . , yn) ∈ M :

n

∑
j=1

a jy j = max
x∈M0( f )

n

∑
j=1

a jx j

}
,

M1( f , a) =

{
(y1, . . . , yn) ∈ M :

n

∑
j=1

a jy j = min
x∈M1( f )

n

∑
j=1

a jx j

}
.

Обозначим через Nν( f , a) множество крайних точек (вершин) выпуклой обо-

лочки множества Mν( f , a). Доказано, что если Affdim M = n, тогда для любой

функции f ∈ T(M)

T ( f ) =
µ⋃

i=1

(
N0( f , b̃(i)) ∪ N1( f , b̃(i))

)
=

⋃

a

(
N0( f , a) ∪ N1( f , a)

)
,

в последнем случае объединение берется по всем a = (a1, a2 . . . , an) ∈ Zn таким,

что неравенство
n

∑
j=1

a jx j ≤ max
x∈M0( f )

n

∑
j=1

a jx j

является пороговым для функции f .

В разделе 3.4 на основе анализа структуры разрешающего множества,

проведенного ранее, выводятся нижние оценки длины обучения в классе T(M).

Доказано, что для любых n ≥ 2 и l > n найдется такое γ0, что для всех γ ≥ γ0

существует политоп P ∈ P(n, l, γ) такой, что при фиксированном n

τ(M) ≥ σ(M) = Ω(l⌊n/2⌋ logn−1 γ),

где M = P∩Zn. Для класса пороговых функций k-значной логики установлена

оценка при фиксированном n

τ(En
k) ≥ σ(En

k) ≥
(

1
2 log k − n − 3 − (n − 1) log(n − 2)

)n−2

4(n − 1)3n−1(n − 2)n−2
(
(n − 2)!

)2 = Ω(logn−2 k).
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В разделе 3.5 предлагается другая характеризация минимального раз-

решающего множества T ( f ) пороговой функции f ∈ T(M). Пусть Q( f ) =

Cone
(

M0( f ) − M1( f )
)
; если f — тождественная константа, то Q( f ) — нулевой

конус;

R0( f ) = Conv
(

M0( f )
)
+ Q( f ), R1( f ) = Conv

(
M1( f )

)
− Q( f ).

Доказано, что если f ∈ T(M), то

Tν( f ) = Vert Rν( f ) (ν = 0, 1).

Отсюда получаем, что если x, y ∈ Tν( f ) (ν = 0, 1) и x , y, то

2x − y < R0( f ) ∪ R1( f ) (0.1).

В общем случае удобного описания множеств Rν( f ) (ν = 0, 1), которое

позволило бы достаточно точно оценить |Vert Rν( f )|, не найдено. Тем не менее,

в разделе 3.6 такое описание получено для подкласса T′(En
k) таких пороговых

функций f , для каждой из которых найдется пороговое неравенство, в котором

a0 ∈ Z, a j ∈ Z, 0 < a0 < a j(k − 1) ( j = 1, 2, . . . , n).

Говорят, что множество G ⊂ Zn
+

обладает свойством разделенности, если

из условий x, y ∈ G и x , y следует 2x−y < Zn
+

[36]. Если f ∈ T′(En
k), то из (0.1)

получаем, что каждое из множеств T0( f ) и T1( f ) обладает свойством разде-

ленности. Далее для получения верхних оценок |T0( f )| и |T1( f )| используется

подход [36, 39]. Доказано, что для любой функции f ∈ T′(En
k) при n ≥ 2

|Tν( f )| ≤ n(1 + log n)
(

1 + log(k + 1)
)n−2

(ν = 0, 1).

В разделе 3.7 получены верхние оценки количества неприводимых то-

чек в полиэдре (далее, в разделе 3.8, эти оценки используются для получения

верхней оценки σ(En
k) = O(logn−2 k) при фиксированном n ≥ 2). Пусть P —

полиэдр в Rn. Точка x ∈ P ∈ Zn называется неприводимой в P (а, точнее, в

P ∩ Zn), если x нельзя представить в виде x = 1
2(y + z) ни для каких двух

различных y и z из P ∩ Zn. Пусть P, P1, P2, . . . , Ps — политопы в Rn. Если

P =
s⋃

i=1
Pi, то {P1, P2, . . . , Ps} называется покрытием политопа P. Если пересе-

чение любых двух политопов в покрытии либо пусто, либо является их общей
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гранью, то покрытие называется правильным разбиением. Если все политопы

в правильном разбиении — симплексы, то разбиение называется триангуля-

цией. Основная идея получения верхней оценки числа неприводимых точек в

политопе заключается в следующем. В подразделе 3.7.1 получена оценка коли-

чества неприводимых точек в параллелепипеде. В подразделе 3.7.2 показано,

как для произвольного политопа P построить его покрытие параллелепипеда-

ми P1, P2, . . . , Ps. Для этого сначала строится триангуляция политопа, а затем

каждый симплекс триангуляции покрывается параллелепипедами. Легко ви-

деть, что любая неприводимая в P ∩ Zn точка x неприводима и в Pi ∩ Zn для

любого i, если x ∈ Pi. Это свойство позволяет в подразделе 3.7.3 оценить коли-

чество неприводимых точек в P. А именно, доказано, что если P можно задать

системой m линейных неравенств и P∩Zn ⊆ En
k , то количество неприводимых

в P∩Zn точек есть O(m⌊ n
2⌋ logn−1 k). Заметим, что полученная оценка представ-

ляет самостоятельный интерес. В разделе 3.8 она используется для получения

неулучшаемой верхней оценки длины обучения в классе пороговых функций.

В разделе 3.8, используя результаты разделов 3.6 и 3.7, мы показываем,

что

σ(En
k) = O(logn−2 k) (k → ∞).

Объединяя нижнюю и верхнюю оценки длины обучения, получаем, что при

фиксированном n ≥ 2

σ(En
k) = Θ(logn−2 k) (k → ∞).

В разделе 3.9 изучается задача построения минимального разрешающего

множества пороговой функции f ∈ T(M), M = P∩Zn, по известным коэффици-

ентам порогового неравенства и по известной системе, описывающей политоп

P. Для решения этой задача предлагается полиномиальная от log γ и l проце-

дура (n фиксировано). Показано, как изменить алгоритм A1, чтобы сложность

нового алгоритма A
o

1 отличалась бы от сложности оптимального (по числу

обращений к оракулу в худшем случае) алгоритма расшифровки не более, чем

в O
(
n3 log(nγ)

)
раз. Для класса T(En

k) сложность алгоритма A
o

1 отличается от

сложности оптимального алгоритма не более, чем в O
(
n2 log(nk)

)
раз и при

фиксированном n

τ(En
k) ≤ τ(A o

1 ) = O(logn−1 k).
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В разделе 3.10 рассматривается случай пороговых функций двух перемен-

ных. Из результатов предыдущих разделов вытекает

4 log k . τ(E2
k) . 6 log k.

Для длины обучения в классе T(E2
k) в подразделе 3.10.1 установлено точное

значение

σ(E2
k) = 4.

В подразделе 3.10.2 получена асимптотика среднего значения мощности ми-

нимального разрещающего множества в классе T(E2
k):

σ(E2
k) =

7
2
+ O

(
1
k

)
.

В подразделе 3.10.3 получены следствия из этих результатов, касающиеся

специальных разбиений плоскости прямыми.

Пороговые булевы функции рассматриваются в разделе 3.11. Справедли-

во следующее равенство: σ(En
2) = τ(En

2) = |En
2| = 2n. В данном разделе также

показано, что сложность расшифровки в классе пороговых монотонных бу-

левых функций совпадает со сложностью расшифровки в классе монотонных

булевых функций.

В разделе 3.12 полученные результаты о верхних и нижних оценках слож-

ности расшифровки применяются к анализу оракульной сложности задачи о

рюкзаке.

Результаты третьей главы диссертации опубликованы в работах [3, 5–7,

10, 11, 14, 15, 17].

В главе 4 показана связь задачи расшифровки пороговой функции двух

переменных с проблемой нахождения диофантовых приближений веществен-

ных чисел. Рассмотрим следующую задачу. Для α ∈ R, α ≥ 0, Q ∈ N требуется

среди всех рациональных дробей со знаменателем, не превосходящим Q, найти

наилучшее приближение p
q к α:

∣∣∣∣α−
p
q

∣∣∣∣ = min
{∣∣∣α− y

x

∣∣∣ : x ∈ N, x ≤ Q, y ∈ Z
}
.

Предположим, что вещественное число α задано оракулом, позволяющим

по произвольному r ∈ Q определить, выполняется или нет неравенство α ≤ r.
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В разделе 4.2 показано, как использовать алгоритм A2 для решения задачи

наилучшего приближения к заданному таким образом числу. Время работы по-

строенной процедуры ограничено полиномом от log k, где k = max {Q, ⌈αQ⌉}.

В разделе 4.3 на основе полученных результатов строится полиномиальный ал-

горитм нахождения наилучших приближений алгебраических вещественных

чисел, заданных минимальным многочленом.

Результаты четвертой главы диссертации опубликованы в работе [13].

В заключении обсуждаются основные результаты диссертации
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