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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Теория соболевских уравнений относительно молодая, и здесь много нере­

шенных вопросов.

В последние десятилетия было опубликовано множество работ, посвящен­

ных асимптотическим представлениям при больших временах решений нели­

нейных эволюционных уравнений (и соболевских, и классических). Отметим,

что важные результаты в этой области установили И. А. Шишмарев, П. И. На­

умкин, Е. И. Кайкина, М. В. Комаров, В. В. Конотоп, М. Цуцуми, C. J. Amick,

J. L. Bona, M. E. Schonbek, D. B. Dix, M. Escobedo, N. Hayashi, K. Mochizuki.

Сложность исследования асимптотик связана с тем, что для него требу­

ется не только глобальная по времени разрешимость, но и наличие некоторых

априорных оценок разности между решением и приближенным решением. Кро­

ме того, техника обобщенных решений не может применяться — здесь надо

изучать классические и «полуклассические» («semiclassical») решения, т. е. те,

которые находятся в лебеговых пространствах по пространственным перемен­

ным и являются гладкими по времени.

Обширные исследования И. А.Шишмарева и соавторов1 посвящены асимп­

тотикам задач Коши для эволюционных уравнений. Рассмотрены малые и нема­

лые начальные данные. Сделана классификация асимптотик по случаям, когда

главный член асимптотики определяется линейной частью уравнения, нели­

нейной или обеими (соответственно «суперкритический», «субкритический» и

«критический» случаи).

Другой важный класс задач, относящихся к нелинейным эволюционным

уравнениям, составляют задачи, где требуется исследовать локальную и гло­

бальную по времени разрешимость, разрушение и опрокидывание решений.

1 Hayashi N., Kaikina E., Naumkin P., Shishmarev I. Asymptotics for Dissipative Nonlinear Equations.

Springer-Verlag. 2006. 564 с.
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Поясним, что под разрушением подразумевается существование решения ло­

кально по времени, но не глобально, а под опрокидыванием — частный случай

разрушения, когда для решения уравнения 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняется соотношение

lim
𝑡→𝑇−

‖𝑢‖ = ∞, где 𝑇 — конечное число, ‖ · ‖ — некоторая норма по простран­

ственным переменным. По этой тематике тоже опубликовано множество работ.

Здесь важные результаты получили М. О. Корпусов, А. Г. Свешников, А. Б.

Альшин, Ю. Д. Плетнер,2 3 Е. В. Юшков, Х. А. Левин, А. А. Самарский, В.

А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов,4 Э. Л. Митидиери, С. И.

Похожаев,5 С. А. Габов, H. Fujita.

Имеется три наиболее распространенных метода исследования разрушения

решений: энергетический метод Х. А. Левина; метод нелинейной емкости С. И.

Похожаева и Э. Л. Митидиери; метод автомодельных решений А. А. Самарско­

го, В. А. Галактионова, С. П. Курдюмова и А. П. Михайлова. Существуют и

другие методы, но обычно они основаны на специфике конкретной задачи.

Актуальность работы обусловлена следующими причинами. Исследование

разрушения решения помогает определить границы применимости модели, сво­

дящейся к уравнению. А именно, применение модели корректно на определен­

ном временном промежутке — до разрушения. Кроме того, неограниченный

рост решения может иметь непосредственную физическую интерпретацию, на­

пример, пробой полупроводника или переход от ламинарного течения к тур­

булентному. Если же речь идет об асимптотике при больших временах, то

асимптотические методы — одно из наиболее эффективных средств, позволя­

ющих изучать качественное поведение решений и выявлять такие важные их

особенности, как характер возрастания или убывания, осцилляции. Подобные

2 Свешников А. Г., Альшин А. Б., Корпусов М. О., Плетнер Ю. Д. Линейные и нелинейные уравнения

соболевского типа. М.: Физматлит, 2007.
3 Корпусов М. О. Разрушение в неклассических нелокальных уравнениях. М.: URSS, 2010.
4 Самарский А. А., Галактионов В. А., Курдюмов С. П., Михайлов А. П. Режимы с обострением в

задачах для квазилинейных параболических уравнений. М.: Наука, 1987.
5 Митидиери Э. Л., Похожаев С. И. Априорные оценки и отсутствие решений дифферециальных нера­

венств в частных производных// Труды МИАН. 2001. Т. 234.
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результаты затруднительно получить с помощью численного анализа — поэто­

му асимптотические методы играют важную роль.

В данной работе сделана попытка продолжить исследования И. А.Шишма­

рева и М. О. Корпусова. Исследован ряд задач Коши и начально-краевых задач

для нелинейных уравнений соболевского типа. Получены теоремы, устанавли­

вающие при соответствующих условиях и асимптотики решений при больших

временах, и достаточные условия для разрушения решений (с оценками време­

ни их существования). Подчеркнем, что подобные результаты затруднительно

получить с помощью численных методов, поэтому важно устанавливать их ана­

литически.

Цель работы состоит в следующем. Во-первых, изучение нескольких за­

дач Коши для нелинейных соболевских уравнений. Установление асимптотиче­

ских представлений решений при больших временах. Во-вторых, исследование

начально-краевых задач для ряда нелинейных соболевских уравнений (в част­

ности, нелокальных по времени). Установление достаточных условий для гло­

бальной и для локальной по времени разрешимости. Вывод двусторонних оце­

нок времени существования решения для случая, когда оно существует только

локально, в виде явных, неявных и квадратурных формул.

Методы исследования основаны на принципе сжимающих отображе­

ний, теории возмущений и энергетических оценках.

Научная новизна. Результаты работы являются новыми и получены ав­

тором лично. Изучались задачи, постановки которых основаны на моделирова­

нии процессов в полупроводниковых средах. Полученные результаты характе­

ризуют качественное поведение решений этих задач.

Основные результаты работы состоят в следующем.

1. Впервые исследованы задачи Коши для некоторых нелинейных соболев­

ских уравнений. Построены асимптотики их решений при больших време­

нах.
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2. Впервые исследованы начально-краевые задачи для ряда нелинейных со­

болевских уравнений, в частности, нелокальных по времени. Установлены

достаточные условия для их глобальной и локальной по времени разреши­

мости. Для случая только локальной разрешимости построены верхние и

нижние оценки времени существования решения в виде явных, неявных

и квадратурных формул.

Таким образом, работа вносит вклад в понимание качественного поведе­

ния решений задач, возникающих при моделировании некоторых нелинейных

процессов.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация имеет тео­

ретический характер, однако ее результаты можно использовать для моделиро­

вания нестационарных процессов в полупроводниках.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль­

таты диссертации докладывались на научном семинаре профессора И. А. Шиш­

марева по нелинейным дифференциальным уравнениям; научном семинаре ака­

демика С. В. Емельянова и С. К. Коровина по проблемам нелинейной динамики

и управления при МГУ им. М. В. Ломоносова; международных научных кон­

ференциях студентов, аспирантов и молодых ученых «Ломоносов-2009», «Ломо­

носов-2010», «Ломоносов-2011», «Ломоносов-2012», «Ломоносов-2013»; научных

конференциях «Ломоносовские чтения» в 2011 г. (в соавторстве с И. А. Шиш­

маревым) и «Ломоносовские чтения» в 2013 г. (в соавторстве с А. В. Ильиным);

научных конференциях «Тихоновские чтения» в 2010, 2012 и 2013 г.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 19 печатных ра­

ботах, из них 7 статей в рецензируемых журналах [1,2,3,4,5,6,7], 8 статей в сбор­

никах трудов конференций и 1 публикация тезисов доклада.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

обзора литературы, 7 глав, заключения и библиографии. Общий объем диссер­

тации 213 страниц, из них 213 страниц текста. Библиография включает 108
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наименований на 12 страницах.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­

мулированы цели, аргументирована научная новизна исследований, показана

теоретическая и практическая значимость полученных результатов, представ­

лены положения, выносимые на защиту.

В первой главе рассматриваются математические модели, приводящие к

уравнениям соболевского типа.

В разделе 1.1 сделан обзор моделей нелинейных процессов в полупро­

водниках. На их основе в разделе 1.2 выведены уравнения, которые будут

изучаться в следующих главах. В этих уравнениях рассматриваются простран­

ственные переменные размерностью не меньше двух. В разделе 1.3 особое

внимание уделено модели с одномерной пространственной переменной; приве­

дено соответствующее уравнение. В разделе 1.4 указаны модели, не связанные

с полупроводниковыми явлениями, сводящиеся к соболевским уравнениям.

Вторая глава посвящена изучению задач Коши следующего вида:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜒 + (𝜆,∇))𝑢𝜐 = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (1)

где 𝑢(·) — действительнозначная функция, зависящая от вектора простран­

ственных переменных 𝑥 размерности 𝑁 и от времени 𝑡 > 0, 𝜐 ∈ {2; 3}. При

некоторых условиях выведены асимптотические формулы следующего вида для

решений этих задач при 𝑡 → ∞:

𝑢 (𝑥, 𝑡) = (4𝜋 (𝑏− 𝑎))−
𝑁
2 𝐴0𝑡

−𝑁
2 𝑒−

|𝑥|2
4(𝑏−𝑎)𝑡𝑒−𝑎𝑡 + 𝑂

(︁
𝑡−

𝑁
2 −𝜃𝑒−𝑎𝑡

)︁
(2)

(𝐴0 и 𝜃 — постоянные, причем 𝜃 > 0). Кроме того, показано, что условия, нала­

гаемые на начальные данные, определяют семейство нетривиальных функций.

Через 𝑥, 𝑝, 𝑞, 𝑟 были обозначены действительные 𝑁 -мерные векторы (𝑁 >
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𝜐 − 1). Кроме того, использовались следующие обозначения:

𝑀 (𝑝) = max (1, |𝑝|) , 𝐾 (𝑝) =
𝑎 + 𝑏|𝑝|2

1 + |𝑝|2
, 𝐷 (𝑝) =

𝜒 + 𝑖 (𝜆, 𝑝)

1 + |𝑝|2
.

Преобразование Фурье введено по правилу 𝑓 (𝑝) = 𝐹 [𝑓 (𝑥)] =
∫
𝑅𝑁

𝑒−𝑖(𝑝,𝑥)𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

На начальные данные наложены следующие ограничения:

𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐿1

(︀
𝑅𝑁
)︀
, |𝑢̂0 (𝑝) | 6 𝜀𝑀−𝑠−𝛼 (𝑝) , 𝑝 ∈ 𝑅𝑁 ,

|𝑢̂0 (𝑝) − 𝑢̂0 (𝑞) | 6 𝜀|𝑝− 𝑞|𝜎2𝑀−𝑠 (𝑞) , 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅𝑁 , |𝑝− 𝑞| 6 1.

Здесь 𝜀 > 0 — достаточно малый параметр, 𝑠 > 𝑁, 𝛼 > 0, 𝜎2 ∈ (0; 1].

Поясним, что параметр 𝜀 характеризует предполагаемую малость началь­

ных данных. В обоих случаях (𝜐 = 2 и 𝜐 = 3) образ Фурье решения представлен

в виде степенного ряда 𝑢̂ (𝑝, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛=0 𝜀
(𝜐−1)𝑛+1𝑣𝑛 (𝑝, 𝑡), для функций 𝑣𝑛 выве­

дены рекуррентные формулы. Затем доказано предложение, представляющее

собой оценку на 𝑣𝑛. Из этой оценки следует существование такой постоянной

𝐴1 > 1, что |𝑣𝑛 (𝑝, 𝑡) | 6 𝐴𝑛
1 ∀𝑛. Значит, можно утверждать, что существует

такая окрестность нуля, что если 𝜀 находится в этой окрестности, то ряд, мажо­

рирующий 𝑢̂, сходится. Поэтому можно перейти от 𝑢̂ к 𝑢 и с помощью оценок

на 𝑣𝑛 получить требуемую асимптотическую формулу.

Прежде чем привести определение обобщенного решения изучаемых за­

дач, сделаем формально следующие преобразования. Применим к левой и пра­

вой частям обоих равенств (1) оператор Фурье, домножим первое равенство на

𝑒𝐾(𝑝)𝑡/
(︀
1 + |𝑝|2

)︀
и проинтегрируем уравнение от 0 до 𝑡 с учетом начальных усло­

вий. Таким образом, получим при 𝜐 = 2 или 𝜐 = 3 соответственно следующие

интегральные уравнения относительно функции 𝑢̂(𝑝, 𝑡):

𝑢̂ (𝑝, 𝑡) = 𝑒−𝐾(𝑝)𝑡𝑢̂0 (𝑝) + 𝐷 (𝑝)

𝑡∫
0

𝑒−𝐾(𝑝)(𝑡−𝜏)𝑑𝜏

∫
𝑅𝑁

𝑢̂ (𝑝− 𝑞, 𝜏) 𝑢̂ (𝑞, 𝜏) 𝑑𝑞 (3)

или
𝑢̂ (𝑝, 𝑡) = 𝑒−𝐾(𝑝)𝑡𝑢̂0 (𝑝) +

+𝐷 (𝑝)

𝑡∫
0

𝑒−𝐾(𝑝)(𝑡−𝜏)𝑑𝜏

∫
𝑅𝑁

∫
𝑅𝑁

𝑢̂ (𝑝− 𝑞, 𝜏) 𝑢̂ (𝑞 − 𝑟, 𝜏) 𝑢̂ (𝑟, 𝜏) 𝑑𝑞𝑑𝑟.
(4)



9

Определение. Обобщенным решением задачи (1) называется прообраз

Фурье 𝑢(·) решения интегрального уравнения ((3) или (4) соответственно

при 𝜐 = 2 или 𝜐 = 3). При этом 𝑢(·) удовлетворяет двум условиям:

1. 𝑢(·) — непрерывная по всем аргументам и ограниченная функция,

2. 𝑢(·) ∈ 𝐿1

(︀
𝑅𝑁
)︀
по 𝑥 при любом фиксированном 𝑡.

Раздел 2.1 посвящен задаче с квадратичной нелинейностью:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜒 + (𝜆,∇))𝑢2 = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) .

Здесь 𝑎, 𝑏, 𝜒 — действительные постоянные, 𝜆 — постоянный 𝑁 -мерный вектор,

причем 𝑁 > 1, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 3𝑎.

Теорема 1. При 𝑡 → ∞ имеет место асимптотика вида (2).

(Однозначную разрешимость задачи можно обосновать с помощью прин­

ципа сжимающих отображений.)

Результаты раздела опубликованы в [1]. Отметим, что в этой статье на

параметры налагалось условие 0 < 𝑎 < 𝑏 < 2𝑎, однако при подготовке диссер­

тации автору удалось ослабить его до следующего: 0 < 𝑎 < 𝑏 < 3𝑎.

Раздел 2.2 посвящен задаче с кубической нелинейностью:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜒 + (𝜆,∇))𝑢3 = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) .

Здесь 𝑎, 𝑏, 𝜒 — действительные постоянные, 𝜆 — постоянный 𝑁 -мерный вектор,

причем 𝑁 > 2, 0 6 𝑎 < 𝑏.

Теорема 2. При 𝑡 → ∞ имеет место асимптотика вида (2).

Раздел основан на исследовании, опубликованном в статье [2], а также в

виде тезисов [11].

В разделе 2.3 построен пример нетривиальных начальных данных, удо­

влетворяющих условиям задач. А именно, показано, что им удовлетворяют

функции вида

𝑢0 (𝑥) = 𝐴

(︂
𝐵

𝜋

)︂𝑁 𝑁∏︁
𝑘=1

1

𝑥2𝑘 + 𝐵2
,
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где 𝐵 > 0, 𝐴 — достаточно малое по модулю число.

Соответствующие рассуждения приведены в статье [1], посвященной зада­

че с квадратичной нелинейностью, однако они применимы и в случае кубиче­

ской нелинейности.

В третьей главе рассмотрена следующая задача Коши:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑎 (∆𝑢− 𝑢) + 𝑓 (𝑥, 𝑢) = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) . (5)

Здесь 𝑢 — действительнозначная функция, зависящая от пространственной пе­

ременной 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 (𝑁 — любое натуральное число) и времени 𝑡 > 0. Пусть 𝑎 > 0,

𝑓(𝜉, 𝜂) ∈ 𝐶
(︀
𝑅𝑁 ×𝑅

)︀
, причем |𝑓 (𝜉, 𝜂)| 6 𝜇 (𝜉) |𝜂|𝛼 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑁 , 𝜂 ∈ 𝑅, где 𝛼 > 1,

𝜇 (·) ∈ 𝐶
(︀
𝑅𝑁
)︀
∩ 𝐿𝑞

(︀
𝑅𝑁
)︀
, а множество возможных 𝑞 зависит от размерности

пространственной переменной следующим образом: 2 6 𝑞 6 ∞ при 𝑁 6 3,

𝑁/2 < 𝑞 6 ∞ при 𝑁 > 4. Пусть, кроме того, существует производная 𝜕𝑓/𝜕𝜂 ∈

𝐶
(︀
𝑅𝑁 × 𝑅

)︀
, удовлетворяющая условию |𝜕𝑓/𝜕𝜂| 6 𝑘 (𝜉) |𝜂|𝛽 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑁 , 𝜂 ∈ 𝑅,

где 𝛽 > 0, 𝑘 (·) ∈ 𝐶
(︀
𝑅𝑁
)︀
∩𝐿𝜈

(︀
𝑅𝑁
)︀
при некотором 𝜈 ∈ [2; ∞]. Условия на 𝑢0 (·)

сформулируем позже.

В предыдущей главе были рассмотрены задачи Коши вида (1). Были вы­

ведены асимптотические формулы для решений задач при 𝑡 → ∞, из которых

видно, что ограничение 𝑎 < 𝑏, действовавшее для всех задач главы, существен­

но. В связи с этим интересен вопрос, каково качественное поведение решений

задач Коши в предельном случае 𝑎 = 𝑏.

Были введены следующие обозначения:

𝐿𝑞 = 𝐿𝑞

(︀
𝑅𝑁
)︀
, 1 6 𝑞 6 ∞, 𝐻2 = 𝐻2

(︀
𝑅𝑁
)︀
, B [·] = 𝐹−1

[︂
1

1 + |𝑝|2
𝐹 [·]

]︂
,

𝑈 = 𝐿∞ ∩𝐻2, 𝑋 = 𝐶 [0; ∞; 𝑈) , ‖𝜙(𝑥, 𝑡)‖ = sup
𝑡>0

(‖𝜙(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞ + ‖𝜙(𝑥, 𝑡)‖𝐻2)

(𝐹 [·] — преобразование Фурье). Предполагалось, что 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝑈 .

Замена 𝑢 = 𝑣𝑒−𝑎𝑡 сводит задачу (5) к следующей:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑣 − 𝑣) + 𝑒𝑎𝑡𝑓

(︀
𝑥, 𝑣𝑒−𝑎𝑡

)︀
= 0, 𝑣 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) . (6)
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Прежде чем дать определение обобщенного решения, формально приме­

ним к уравнению в задаче (6) оператор B [·], затем проинтегрируем его от 0 до

𝑡 с учетом начальных условий. Получим следующее уравнение:

𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢0 (𝑥) +

𝑡∫
0

𝑒𝑎𝜏 B
[︀
𝑓
(︀
𝑥, 𝑣𝑒−𝑎𝜏

)︀]︀
𝑑𝜏. (7)

Определение. Обобщенным решением задачи (5) называется элемент

𝑢(·) пространства 𝑋, определяемый по правилу 𝑢 = 𝑣𝑒−𝑎𝑡, где 𝑣 — решение

уравнения (7) из пространства 𝑋.

Теорема 1. Существует такая окрестность нуля, что если ‖𝑢0‖ нахо­

дится в ней, то существует единственное обобщенное решение задачи (5).

Теорема 2. Существует такая окрестность нуля, что если ‖𝑢0‖ нахо­

дится в этой окрестности, то при 𝑡 → ∞ имеет место следующая асимп­

тотика:

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝐴 (𝑥) 𝑒−𝑎𝑡 + 𝑂
(︀
𝑒−𝛼𝑎𝑡

)︀
,

где 𝐴 (·) зависит только от пространственной переменной.

Глава основана на исследовании, которое было опубликовано кратко в виде

хроники семинара [3], а затем — более подробно — в статье [4]. Это исследование

обобщает результаты, опубликованные ранее в [8] и [9].

Главы 4–7 посвящены исследованию разрушения решений начально-кра­

евых задач. И здесь речь идет о стремлении некоторых параметров к беско­

нечности. Следовательно, анализ уравнений позволяет установить результаты,

которые затруднительно получить с помощью численных методов.

Общие соображения, относящиеся к этим главам, состоят в следующем.

Рассмотрим начально-краевую задачу:

𝐷[𝑢] = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0, (8)

где 𝑢(·) — действительнозначная функция, зависящая от 𝑁 -мерного вектора

пространственных переменных 𝑥 и времени 𝑡 > 0, 𝐷[·] — нелинейный диффе­

ренциальный оператор. При этом считаем, что 𝑥 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑁 (𝑁 > 2), где Ω —
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ограниченное множество с достаточно гладкой границей: 𝜕Ω ∈ 𝐶(2,𝛿), 0 < 𝛿 6 1.

Рассмотрена и задача, где 𝑁 = 1, а 𝑥 находится в некотором ограниченном про­

межутке Ω.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (8) называем такое 𝑢 ∈

𝑋𝑇 ≡ 𝐶1
[︀
0; 𝑇 ; 𝐻1

0 (Ω)
)︀
, что

⟨𝐷[𝑢], 𝑤⟩ = 0, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0 (9)

при всех 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (Ω), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ) (здесь ⟨·, ·⟩ — скобки двойственности между

𝐻1
0 (Ω) и 𝐻−1 (Ω), 𝑇 — некоторое положительное число или бесконечность).

Заметим, что первое равенство в (9) можно переписать в виде интеграль­

ного тождества:
∫
Ω𝐷[𝑢]𝑤𝑑𝑥 = 0.

Определение 2. Говорят, что обобщенное решение задачи (8) разруша­

ется за конечное время, если эта задача имеет решение 𝑢 ∈ 𝑋𝑇 при некото­

ром конечном 𝑇 > 0, но не имеет решения из класса 𝑋∞. В частности, гово­

рят, что решение разрушается путем опрокидывания, если lim
𝑡→𝑇−

‖𝑢‖𝐻1
0 (Ω)

=

∞.

Для всех задач названных глав можно доказать теорему 1 об однозначной

разрешимости с помощью принципа сжимающих отображений (ее формулиров­

ки для всех задач одинаковы).

Теорема 1. Существует 𝑇 > 0 (возможно, 𝑇 = ∞), для которого суще­

ствует единственное обобщенное решение задачи. При этом если 𝑇 < ∞, то

lim
𝑡→𝑇−

‖𝑢‖𝐻1
0 (Ω)

= ∞, т. е. имеет место опрокидывание решения.

В данных главах используются следующие обозначения: 𝐿𝑝 = 𝐿𝑝 (Ω) (1 6

𝑝 6 ∞), 𝐻1
0 = 𝐻1

0 (Ω), ‖ · ‖ = ‖ · ‖𝐿2
. Штрих означает производную по времени.

Под нижним индексом «0» подразумевается, что выражение рассматривается

при 𝑡 = 0. Если 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) ∈ 𝑅𝑁 , то ‖𝑥‖𝑙1 =
∑︀𝑁

𝑘=1 |𝑥𝑘|, ‖𝑥‖𝑙∞ = max
16𝑘6𝑁

|𝑥𝑘|.

В исследованиях времени существования решений значительную роль иг­

рают функционалы энергии Φ и Ψ. В зависимости от выражения 𝑧, стоящего

под знаком производной по времени, они вводятся следующим образом:
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1. если 𝑧 = ∆𝑢−𝑢 (𝑁 > 2), то Φ =
(︀
‖𝑣‖2 + ‖∇𝑣‖2

)︀
/2, Ψ =

(︀
‖𝑢‖2 + ‖∇𝑢‖2

)︀
/2

где 𝑣 = 𝑢𝑒𝑏𝑡, 𝑏— неотрицательное число, зависящее от условий конкретной

задачи;

2. если, 𝑧 = ∆𝑢 − 𝑢 − |𝑢|𝑞𝑢 (𝑁 > 2) то Φ = Ψ =
(︀
‖𝑢‖2 + ‖∇𝑢‖2

)︀
/2 + (𝑞 +

1)‖𝑢‖𝑞+2
1 /(𝑞 + 2);

3. если, 𝑧 = ∆𝑢−|𝑢|𝑞𝑢 (𝑁 > 2) то Φ = Ψ = ‖∇𝑢‖2/2 + (𝑞 + 1)‖𝑢‖𝑞+2
1 /(𝑞 + 2);

4. если 𝑧 = ∆𝑢− 𝑢 (𝑁 = 1), то Φ = Ψ = ‖𝑢‖2 + ‖𝜕𝑢/𝜕𝑥‖2

(здесь ‖ · ‖1 = ‖ · ‖𝐿𝑞+2
). Очевидно, 𝑣0 = 𝑢0 и Φ0 = Ψ0.

Исследования времени существования решений проводятся по следующей

схеме. В теореме 1 фигурирует величина 𝑇 , которая может быть положитель­

ным числом или бесконечностью, и цель дальнейшего исследования — оце­

нить ее. Строятся такие функции 𝑓1,2(·), которые конечны и положительны

в окрестности нуля и стремятся к бесконечности соответственно при 𝑡 → 𝑇1−

и 𝑡 → 𝑇2−, причем Ψ 6 𝑓1(𝑡), Φ > 𝑓2(𝑡). Можно показать, что соотношения

lim
𝑡→𝑇−

Φ = ∞ (𝑇 < ∞) и lim
𝑡→𝑇−

Ψ = ∞ (𝑇 < ∞) равносильны утверждению, что

решение опрокидывается за время 𝑇 < ∞. Поэтому 𝑇 ∈ [𝑇1; 𝑇2]. Возможна

и ситуация, когда Φ < ∞ ∀𝑡 > 0 — тогда 𝑇 = ∞, и разрушения решения не

происходит.

В формулировках теорем фигурируют величины Φ и 𝑑Φ/𝑑𝑡 при 𝑡 = 0: их

несложно выразить через начальные данные.

В некоторых задачах предполагается принадлежность переменного коэф­

фициента 𝜇 множеству 𝐿𝛼 по пространственным переменным (𝛼 выражается

через параметры задачи), а затем используются выражения, содержащие ‖𝜇‖𝐿4
.

Применение этой нормы корректно, поскольку при предполагаемых условиях

𝐿𝛼 ⊆ 𝐿4.

Важную роль играют теоремы вложения Соболева6. Через 𝐶𝑝 обозначе­

6 Корпусов М. О., Свешников А. Г. Нелинейный функциональный анализ и математическое модели­
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ны оптимальные константы вложения 𝐻1
0 в 𝐿𝑝 (если существуют), т. е. 𝐶𝑝 =

inf{𝐶| ‖𝑤‖𝐿𝑝
6 𝐶‖𝑤‖𝐻1

0
∀𝑤 ∈ 𝐻1

0}.

В четвертой главе рассмотрены начально-краевые задачи для уравнений

с нелинейностями только в стационарной части.

В разделе 4.1 рассмотрены основные идеи изучения начально-краевой

задачи (8) на примере следующей относительно простой модельной задачи:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝜇(𝑡)𝑢3 = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0. (10)

Здесь 𝑁 = 3, 𝑢0(·) ∈ 𝐻1
0 , 𝜇(·) ∈ 𝐶1[0;∞), причем 𝜇(𝑡) > 0 всюду на [0;∞).

Заметим, что при тривиальных начальных данных единственное решение

будет тривиальным. Поэтому рассматриваются решения задачи (10), соответ­

ствующие нетривиальным начальным данным.

Для данной задачи считаем, что 𝑏 = 0, откуда Φ ≡ Ψ.

Теорема 2. Имеют место следующие утверждения.

1. Если
∫∞
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 <

(︀
2𝐶4

4Φ0

)︀−1
, то 𝑇 = ∞, т. е. решение существует

глобально по времени, и его разрушения не происходит.

2. Пусть существуют числа 𝑇1 и 𝑇2 — положительные корни соответ­

ственно следующих квадратурных уравнений относительно 𝑡:
∫𝑡
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 =(︀

2𝐶4
4Φ0

)︀−1
и
∫𝑡
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 =

(︀
2‖𝑢0‖4𝐿4

)︀−1
Φ0. Тогда происходит опрокидыва­

ние решения за конечное время 𝑇 ∈ [𝑇1; 𝑇2]. В частности, если 𝜇 =

const, то
(︀
2𝐶4

4𝜇Φ0

)︀−1
6 𝑇 6

(︀
2𝜇‖𝑢0‖4𝐿4

)︀−1
Φ0 < ∞.

Пункты теоремы не противоречат друг другу: это можно показать с помо­

щью теоремы вложения.

Интересен вопрос, насколько точны оценки 𝑇1 и 𝑇2. Если дополнительно

предположить, что inf
𝑡>0

𝜇(𝑡) > 0, и рассмотреть начальные данные вида 𝑢0(𝑥) =

рование в физике. Геометрические и топологические свойства линейных пространств. М.: URSS, 2011. Гл. 5,

§4.
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𝑘𝑣(𝑥), где 𝑣(·) — нетривиальный элемент 𝐻1
0 , 𝑘 — положительный числовой

параметр, то можно показать, что 𝑇2 − 𝑇1 = 𝑂
(︀
𝑘−2
)︀
при 𝑘 → ∞.

Раздел основан на исследовании, опубликованном в виде тезисов [12].

Разделы 4.2, 4.3 и 4.4 посвящены исследованию уравнения

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜆,∇)𝑢2 + 𝜇 (𝑥, 𝑡) |𝑢|𝜎 𝑢 = 0. (11)

А именно, в разделе 4.2 рассмотрено уравнение (11) общего вида, а в двух

следующих — уравнения

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑎 (∆𝑢− 𝑢) + (𝜆,∇)𝑢2 + 𝜇 |𝑢|𝜎 𝑢 = 0 (12)

и
𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + (𝜆,∇)𝑢2 + 𝜇 (𝑥, 𝑡) |𝑢|𝜎 𝑢 = 0. (13)

Поясним, что результаты, полученные для уравнений (12) и (13), не сводятся к

частным случаям результатов, относящихся к (11).

Рассмотрим начально-краевую задачу для (11):⎧⎨⎩ 𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜆,∇)𝑢2 + 𝜇 (𝑥, 𝑡) |𝑢|𝜎 𝑢 = 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.
(14)

Здесь𝑁 = 3, 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ [0; ∞) , 𝜎 ∈ (1; 2] , 𝜆 ∈ 𝑅3, 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶
[︀
0; 𝑇 ; 𝐿6/(2−𝜎)

)︀
,

𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐻1
0 .

Теорема 4. Положим 𝐽 =
(︁
𝐶4𝐶

𝜎+1
2𝜎+2𝜎Ψ

𝜎/2
0

)︁−1

. Верны следующие утвер­

ждения.

1. Если
∫𝑡
0 ‖𝜇‖𝐿4

𝑒−min(𝑎,𝑏)𝜎𝜏𝑑𝜏 < 𝐽 при всех конечных 𝑡, то решение суще­

ствует глобально по времени.

2. Пусть уравнение
∫𝑡
0 ‖𝜇‖𝐿4

𝑒−min(𝑎,𝑏)𝜎𝜏𝑑𝜏 = 𝐽 имеет корень 𝑡 = 𝑇1 > 0

(если положительных корней более одного, то 𝑇1 — наименьший из них).

Тогда для параметра 𝑇 имеет место оценка 𝑇 > 𝑇1. (В частности, если

𝜇 зависит только от 𝑥, то для 𝑇1 легко получить явное выражение.)
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Для следующей теоремы список обозначений дополнен: 𝜙(𝑥, 𝑡) =

= 𝜇(𝑥, 𝑡)𝑒−𝜎𝑏𝑡, Λ = ‖𝜆‖𝑙∞/2. Кроме того, параметры 𝛽1,2,3 введены следующим

образом: если 𝜆 ̸= (0; 0; 0), то 𝛽1 = 2, 𝛽2 = 𝛽3 = 1, в противном случае —

𝛽1 = 𝜎(2 − 𝑏 + 𝑎), 𝛽2 = 2, 𝛽3 = 𝜎(2 − 𝑏 + 𝑎)/4.

Теорема 5. Пусть 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1 [0; 𝑇 ; 𝐿4), кроме того, выполняется со­

отношение 𝑏− 𝑎 < 2 − 4/𝜎. Пусть уравнение 𝐹 (𝑡) = − ln
(︁

1 + 𝛽2Φ
−𝛽3

0

)︁
, где

𝐹 (𝑡) = 𝛽1𝐶4𝐶
𝜎+1
2𝜎+2

𝑡∫
0

𝜏∫
0

‖𝜙′‖𝐿4
𝑑𝜉𝑑𝜏+

+
6𝐶4

4 (𝜎 + 2)2 Λ2

𝜎 (2 − 𝑏 + 𝑎) − 4
· 𝑡2 − 𝛽1 ·

(𝑏− 𝑎) ‖𝑢0‖2 +
∫
Ω

𝜇0 |𝑢0|𝜎+2 𝑑𝑥

Φ1+𝛽3

0 + 𝛽2Φ0

· 𝑡,

имеет хотя бы один положительный корень 𝑡 = 𝑇2 (если положительных

корней более одного, то 𝑇2 — наименьший из них). Тогда решение задачи (14)

разрушается за конечное время 𝑇 6 𝑇2.

Показано, что условия теоремы непротиворечивы.

Раздел основан на исследовании, которому были посвящены тезисы [14] и

статья [5].

В разделе 4.3 рассмотрена следующая задача:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− 𝑢) + 𝑎 (∆𝑢− 𝑢) + 𝐹 (𝑢) = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.

Здесь 𝑁 = 3, 𝐹 (𝑢) = 𝜇 |𝑢|𝜎 𝑢 + (𝜆,∇)𝑢2, 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐻1
0 , 𝑎 > 0, 𝜇 ∈ 𝑅, 𝜆 ∈ 𝑅3,

𝜎 ∈ (1; 4]. Пусть Λ = ‖𝜆‖𝑙1.

Рассмотрены решения, соответствующие нетривиальным начальным дан­

ным.

Для этой задачи 𝑏 = 𝑎, откуда 𝑣 = 𝑢𝑒𝑎𝑡.

Теорема 7. Пусть 𝐹 (𝑢) = 𝜇𝑢3 + (𝜆,∇)𝑢2, причем Λ > 0. Верны следую­

щие утверждения.

1. Если коэффициенты и начальные данные удовлетворяют условию 𝜇𝜌2 −
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2Λ𝜌−𝑎 > 0, где 𝜌 =
(︀
‖𝑢0‖2 + ‖∇𝑢0‖2

)︀−1/2 ‖𝑢0‖2𝐿4
, то решение разрушает­

ся за конечное время 𝑇 ∈ [𝑇1; 𝑇2] (для 𝑇1,2 установлены явные формулы).

2. Если 𝜇 6 0 или ‖𝑢0‖2 + ‖∇𝑢0‖2 6 𝑎𝜇−1𝐶−4
4 , то решение существует

глобально по времени и ограничено.

Теорема 8. Пусть 𝐹 (𝑢) = 𝜇 |𝑢|𝜎 𝑢. Верны следующие утверждения.

1. Пусть 𝜇‖𝑢0‖2𝜎+4
𝐿𝜎+2

> 2𝑎𝐶𝜎+2
𝜎+2Ψ

𝜎/2+2
0 . Тогда решение разрушается за конеч­

ное время 𝑇 ∈ [𝑇1; 𝑇2] ⊆ [𝑇1; 𝑇3] (для 𝑇1,3 установлены явные формулы,

для 𝑇2 — неявная).

2. Если 𝜇 6 0 или Ψ0 6 (𝜇𝛾/𝑎)−2/𝜎, то решение существует глобально по

времени и ограничено.

Раздел основан на исследовании, опубликованном в статье [9].

В разделе 4.4 рассмотрена следующая задача:⎧⎨⎩ 𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− 𝑢) + 𝜇 (𝑥, 𝑡) |𝑢|𝜎 𝑢 + (𝜆,∇)𝑢2 = 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.
(15)

Здесь 𝑁 = 3, 𝜎 ∈ (1; 2], 𝜆 ∈ 𝑅3, 𝜇 (𝑥; 𝑡) ∈ 𝐶
[︀
0; 𝑇 ; 𝐿6/(2−𝜎)

)︀
, 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐻1

0 .

Для данной задачи 𝑏 = 0, откуда 𝑣 = 𝑢, Φ = Ψ.

Приведем здесь только теорему о верхней оценке времени разрушения:

теорема о нижней оценке сводится к частному случаю формулы, полученной

для уравнения общего вида.

Теорема 11. Пусть 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1 [0; 𝑇 ; 𝐿4) , 𝜆 = (0; 0; 0). Пусть урав­

нение 𝐶4𝐶
𝜎+1
2𝜎+2𝜎

∫𝑡
0

∫𝜏
0 ‖𝜇

′‖𝐿4
𝑑𝜉𝑑𝜏 − 𝜎Φ

−𝜎/2−1
0 Φ′

0𝑡/2 + Φ
−𝜎/2
0 = 0 имеет хотя бы

один положительный корень 𝑡 = 𝑇2 (если положительных корней более одно­

го, то 𝑇2 — наименьший из них). Тогда решение задачи (15) разрушается за

конечное время 𝑇 6 𝑇2. (В частности, если 𝜇 зависит только от 𝑥, то для

𝑇2 легко получить явное выражение.)
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Заметим, что достаточным условием разрешимости уравнения из теоремы

11, менее жестким, чем зависимость 𝜇 только от 𝑥, является, например, сходи­

мость интеграла
∫∞
0

∫𝜏
0 ‖𝜇

′‖𝐿4
𝑑𝜉𝑑𝜏 .

Теорема 12. Положим Λ = ‖𝜆‖𝑙∞/2. Пусть 𝜇 зависит только от 𝑥, при­

чем 𝜇 (𝑥) ∈ 𝐿4, 𝜇 > 0 почти всюду на Ω, 𝜆 ̸= (0; 0; 0). Пусть 12𝐶4
4Λ2 (𝜎 + 2)2 Φ3

0 <

(𝜎 − 1) Φ′2
0. Тогда решение задачи (15) разрушается за конечное время 𝑇 6 𝑇3

(для 𝑇3 установлена явная формула).

Раздел основан на исследовании, которому была посвящена статья [10].

В пятой главе продолжается исследование локальной и глобальной по

времени разрешимости начально-краевых задач для соболевских уравнений.

Основное отличие задач, входящих в данную главу, состоит в том, что они со­

держат нелинейности не только в стационарных выражениях, но и под знаком

производной по времени. Как показано в этой главе, новый вид нелинейности

может существенно влиять на качественное поведение решений.

В разделе 5.1 рассмотрена относительно простая модельная задача:

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢− |𝑢|𝑞𝑢) + 𝜇(𝑡)|𝑢|𝑟𝑢 = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.

Исследование во многом аналогично исследованию модельной задачи из преды­

дущей главы. Здесь предполагается, что 𝑁 = 3, 𝑞 ∈ [1; 4], 𝑟 ∈ (1; 4], 𝜇(·) ∈

𝐶1[0;∞), 𝜇(𝑡) > 0 всюду на [0;∞), 𝑢0(·) ∈ 𝐻1
0 , причем начальные данные нетри­

виальны.

Теорема 2. Имеют место следующие утверждения:

1. Для существования решения глобально по времени достаточно выпол­

нение хотя бы одного из двух условий:
∫∞
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 <

(︀
𝑟𝐶𝑟+2

𝑟+2(2Φ0)
𝑟/2
)︀−1

и

𝑞 > 𝑟.

2. Пусть существуют числа 𝑇1 и 𝑇2 — положительные корни соответ­

ственно следующих квадратурных уравнений относительно 𝑡:
∫𝑡
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 =(︀

𝑟𝐶𝑟+2
𝑟+2(2Φ0)

𝑟/2
)︀−1

и
∫𝑡
0 𝜇(𝜏)𝑑𝜏 = (𝑟 − 𝑞)−1‖𝑢0‖−𝑟−2

𝐿𝑟+2
(𝑞 + 2)Φ0. Тогда проис­
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ходит опрокидывание решения за конечное время 𝑇 ∈ [𝑇1; 𝑇2]. В част­

ности, 𝜇 = const является достаточным условием для опрокидывания

решения, причем в этом случае

𝐶−𝑟−2
𝑟+2 (2Φ0)

−𝑟/2/(𝑟𝜇) 6 𝑇 6 (𝑟 − 𝑞)−1𝜇−1‖𝑢0‖−𝑟−2
𝐿𝑟+2

(𝑞 + 2)Φ0.

Интересен вопрос, насколько точны оценки 𝑇1 и 𝑇2. Если дополнитель­

но предположить, что inf
𝑡>0

𝜇(𝑡) > 0, и рассмотреть начальные данные вида

𝑢0(𝑥) = 𝛾𝑣(𝑥), где 𝑣(·) — нетривиальный элемент 𝐻1
0 , 𝛾 — положительный

числовой параметр, то можно показать, что 𝑇2 − 𝑇1 = 𝑂 (𝛾𝑞−𝑟) при 𝛾 → ∞, т.

е. нелинейности двух видов по-разному влияют на точность найденных оценок.

В разделах 5.2 и 5.3 рассмотрена следующая задача:⎧⎨⎩ 𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− 𝑢− |𝑢|𝑞 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + 𝜇 (𝑥, 𝑡) |𝑢|𝑟 𝑢 = 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.
(16)

Здесь 𝑁 = 3, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑞 ∈ [1; 4], 𝑟 ∈ (1; 2], 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶
[︀
0; 𝑇 ; 𝐿6/(2−𝑟)

)︀
,

𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐻1
0 , причем начальные данные нетривиальны.

Теорема 4. Пусть 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 [0; 𝑇 ; 𝐿4). Положим 𝑘 = |min (𝑎, 𝑏, 0)|,

𝐽 = (2Φ0)
−𝑟/2 /

(︀
𝐶4𝐶

𝑟+1
2𝑟+2𝑟

)︀
.

1. Достаточным для существования решения глобально по времени явля­

ется каждое из следующих трех условий: 𝜇 (𝑥, 𝑡) 6 0 почти всюду на Ω

при любом фиксированном 𝑡, 𝑞 > 2𝑟 и
∫∞
0 ‖𝜇‖𝐿4

𝑒𝑟𝑘𝜏𝑑𝜏 < 𝐽 .

2. Пусть уравнение
∫𝑡
0 ‖𝜇‖𝐿4

𝑒𝑟𝑘𝜏𝑑𝜏 = 𝐽 имеет корень 𝑡 = 𝑇1 > 0 (если по­

ложительных корней более одного, то 𝑇1 — наименьший из них). Тогда

для параметра 𝑇 имеет место оценка 𝑇 > 𝑇1. (В частности, если 𝜇

зависит только от 𝑥, то для 𝑇1 легко получить явное выражение.)

В следующих теоремах используются обозначения 𝑚 = max (|𝑎| , |𝑏|) и

𝛼 = (𝑟 − 𝑟𝑚/2 − 𝑞) /(𝑞 + 2).

Теорема 5. Пусть 𝜇 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1 [0; 𝑇 ; 𝐿4), причем 𝜇′ (𝑥, 𝑡) > 0 почти

всюду на Ω при любом фиксированном 𝑡. Пусть 1 < 𝑟 6 2, 𝑞 > 1. Кроме того,
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предположим, что 𝑚 < 2(𝑟 − 𝑞)/𝑟 и Φ′
0 > Φ0

√︀
𝑟𝑚/𝛼. Тогда обобщенное реше­

ние задачи (16) разрушается за конечное время 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена

явная формула).

Раздел 5.2 основан на исследовании, которому была посвящена статья [6].

После ее публикации автору удалось расширить установленные там результаты.

Утверждение. Теоремы 3–5 остаются в силе, если считать, что 𝑁 =

2, 𝑟 ∈ (1; ∞), а 𝜇(·) находится в пространстве 𝐶[0; 𝑇 ; 𝐿4) или 𝐶1[0; 𝑇 ; 𝐿4)

соответственно для теорем 3 и 4 или для теоремы 5 (при тех же ограниче­

ниях на другие параметры).

Теорема 6. Пусть 𝑁 = 2, 𝑟 ∈ (1; ∞), 𝜇(·) ∈ 𝐶1[0; 𝑇 ; 𝐿4), причем 𝜇 > 0

почти всюду на Ω при любом фиксированном 𝑡, 𝑎 и 𝑏 — неположительные

и достаточно малые по модулю числа, 1 6 𝑞 < 19/10, 𝑟(19/10 − 𝑞) > 4𝑞.

Пусть ‖𝜇‖𝐿4
— ограниченная функция от 𝑡 Пусть величина

∫
Ω 𝜇0|𝑢0|𝑟+2𝑑𝑥

достаточно большая. Тогда 𝑇 6 𝑇3 (для 𝑇3 найдена явная формула).

Теорема 7. Пусть 𝑁 ∈ {2; 3}, 𝑚 > 0. Пусть задача однозначно раз­

решима. Пусть 𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответственно при 𝑁 = 2 или

𝑁 = 3, 𝜇(·) ∈ 𝐶1[0; 𝑇 ; 𝐿4), причем 𝜇′ > 0 почти всюду на Ω при любом

фиксированном 𝑡, кроме того,

Φ′
0

Φ0
>

𝑟𝑚

𝑟 − 𝑞

√︀
2(𝑞 + 2).

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇 *
2 (для 𝑇 *

2 установлена явная формула).

Эти дополнительные результаты были опубликованы в виде тезисов [18].

В разделах 5.4 и 5.5 рассмотрена следующая задача:⎧⎨⎩ 𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− 𝑢− |𝑢|𝑞 𝑢) + 𝜇 (𝑥) |𝑢|𝑟 𝑢 + 𝑓 (𝑥, 𝑡) = 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.
(17)

Здесь 𝑁 ∈ {2; 3}, 𝑞 ∈ [1; 4], 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 [0; 𝑇 ; 𝐿2), 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐻1
0 . Кроме того,

если 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3, то соответственно 𝑟 ∈ (1; ∞), 𝜇(𝑥) ∈ 𝐿4 или 𝑟 ∈ (1; 2],

𝜇(𝑥) ∈ 𝐿6/(2−𝑟).

Теорема 9. Имеют место следующие утверждения.
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1. Достаточным для существования решения глобально по времени явля­

ется каждое из следующих двух условий: 𝜇 6 0 почти всюду на Ω и

𝑞 > 2𝑟.

2. Пусть коэффициент 𝜇 нетривиален. Пусть 𝑘 — такое натуральное чис­

ло, что 2𝑘 − 2 < 𝑟 6 2𝑘 Пусть уравнение

𝑡∫
0

𝑒
𝑘√
2

∫𝜏
0
‖𝑓‖𝑑𝜉𝑑𝜏 =

(1 + Φ0)
−𝑘

𝑔𝑘
(18)

имеет корень 𝑡 = 𝑇1 > 0, где

𝑔 = 2𝑟/2+1𝐶4𝐶
𝑟+1
2𝑟+2 ‖𝜇‖𝐿4

(𝑟/2 − 𝑘 + 1)𝑟/2−𝑘+1 (𝑘 − 𝑟/2)𝑘−𝑟/2

(будем считать, что 00 = 1). Тогда имеет место оценка 𝑇 > 𝑇1. (В

частности, если 𝑓 зависит только от 𝑥, то для 𝑇1 легко получить

явное выражение.)

3. Если выражение в левой части (18) меньше выражения в правой части

при всех конечных 𝑡, то решение существует глобально по времени.

Теорема 10. Пусть 𝑟 ∈ (1; 2]. Пусть 𝜇 (·) ∈ 𝐿4 или 𝜇 (·) ∈ 𝐿6/(2−𝑟)

соответственно при 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3. Пусть 𝑞 ∈ [1; 4], 𝑓 (·) зависит только

от 𝑥, причем 𝑓 (·) ∈ 𝐿2. Пусть, кроме того, хотя бы одно из чисел Φ0 и ‖𝑓‖

не равно нулю. Тогда имеет место оценка 𝑇 > 𝑇 *
1 > 𝑇1 (для 𝑇 *

1 установлена

явная формула).

Пусть 𝛼 = (𝑟 − 2𝑞 − 1)/(2𝑞 + 4),

𝐺 (𝑡) = 𝛼

(︃
1

𝑒
+

(𝑟 + 1) ‖𝑓‖2 + ‖𝑓 ′‖2

2
·
(︂
𝛼 + 1

𝑒𝛼

)︂1+1/𝛼
)︃
.

Теорема 11. Пусть 𝑁 = 2, 1 6 𝑞 6 4, 𝑓 (·) ∈ 𝐶1 [0; 𝑇 ; 𝐿2), 𝜇 (·) ∈ 𝐿4,

2𝑞 + 1 < 𝑟. Пусть, кроме того, уравнение

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝐺 (𝜉) 𝑑𝜉𝑑𝜏 − 𝛼 exp
(︀
−Φ−𝛼

0

)︀
Φ−𝛼−1

0 Φ′
0𝑡 = exp

(︀
−Φ−𝛼

0

)︀
− 1
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имеет хотя бы один положительный корень 𝑡 = 𝑇2 (если положительных

корней больше одного, то 𝑇2 — наименьший из них). Тогда решение задачи

(17) разрушается за конечное время 𝑇 6 𝑇2. (В частности, если 𝑓 зависит

только от 𝑥, то для 𝑇2 легко получить явное выражение.)

Раздел 5.4 основан на исследовании, которому была посвящена статья [7].

В разделе 5.5 приведена теорема, относящаяся к задаче(17), но не вошедшая

в эту статью. Она отвечает на вопрос, каковы достаточные условия разрушения

решения в случае 𝑁 = 3.

Пусть теперь 𝛼 = (𝑟 − 𝑞)/(2𝑞 + 4),

𝐺(𝑡) =
𝑟 − 𝑞

2(𝑞 + 2)

(︃
1

𝑒
+

(𝑟 + 1)2‖𝑓‖2 + (𝑟 − 𝑞)‖𝑓 ′‖2

2(𝑟 − 𝑞)

(︂
𝑟 + 𝑞 + 4

𝑒(𝑟 − 𝑞)

)︂(𝑟+𝑞+4)/(𝑟−𝑞)
)︃
.

Теорема 12. Пусть 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3, 1 6 𝑞 6 4, 𝑓 (·) ∈ 𝐶1 [0; 𝑇 ; 𝐿2),

𝜇 (·) ∈ 𝐿4. Пусть 𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответственно при 𝑁 = 2

или 𝑁 = 3, причем 𝑞 < 𝑟. Пусть, кроме того, уравнение
∫𝑡
0

∫𝜏
0 𝐺 (𝜉) 𝑑𝜉𝑑𝜏 −

𝛼 exp
(︀
−Φ−𝛼

0

)︀
Φ−𝛼−1

0 Φ′
0𝑡 = exp

(︀
−Φ−𝛼

0

)︀
− 1 имеет хотя бы один положитель­

ный корень 𝑡 = 𝑇 *
2 (если положительных корней больше одного, то 𝑇 *

2 —

наименьший из них). Тогда решение задачи (17) разрушается за конечное вре­

мя 𝑇 6 𝑇 *
2 . (В частности, если 𝑓 зависит только от 𝑥, то для 𝑇 *

2 легко

получить явное выражение.)

В главе 6 продолжается изучение начально-краевых задач для уравне­

ний соболевского типа. Важным отличием задач, которые рассмотрены здесь,

является то, что они содержат нелокальные по времени члены.

В разделе 6.1 рассмотрена следующая задача:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− |𝑢|𝑞 𝑢) + 𝑏∆𝑢− 𝑎𝑢 + 𝜇 (𝑥) |𝑢|𝑟 𝑢 +

𝑡∫
0

(𝜆, ∆)𝑢(𝑠)𝑑𝑠+

+
𝑡∫
0

(︀
𝜔2
1 cos𝜔2(𝑡− 𝑠) + 𝜔2

3 cos𝜔4(𝑡− 𝑠)
)︀

(𝜃, ∆)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.

Здесь𝑁 ∈ {2; 3}. Если 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑁) ∈ 𝑅𝑁 — ненулевой вектор, то под выра­

жением (𝜈, ∆) подразумевается «лапласиан с весами»: (𝜈, ∆) =
∑︀𝑁

𝑘=1 𝜈𝑘𝜕
2/𝜕𝑥2𝑘.
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Параметры задачи удовлетворяют следующим условиям: 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑞 ∈

[1; 4], 𝜔1,2,3,4 ∈ (0; ∞), 𝑢0 (·) ∈ 𝐻1
0 , 𝜆 и 𝜃 — ненулевые векторы из 𝑅𝑁 . Кро­

ме того, при 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3 соответственно (𝑟, 𝜇 (·)) ∈ (1; ∞) × 𝐿4 или

(𝑟, 𝜇 (·)) ∈ (1; 2] × 𝐿6/(2−𝑟). Под 𝑠 в выражении 𝑢(𝑠) подразумевается перемен­

ная интегрирования, соответствующая времени. Пусть Φ0 ̸= 0 (в противном

случае единственное решение будет тривиальным).

Теорема 2. Пусть 𝜇 (·) ∈ 𝐿4. Пусть 𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответ­

ственно при 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3.

1. Достаточным для существования решения глобально по времени явля­

ется каждое из следующих двух условий: 𝜇 6 0 почти всюду на Ω и

𝑞 > 2𝑟.

2. Для параметра 𝑇 имеет место оценка 𝑇 > 𝑇1 > 0 (для 𝑇1 установлена

неявная формула).

В частности, если 1 < 𝑟 6 2, то выполняется и более грубая оценка:

𝑇 > 𝑇1 > 𝑇 *
1 > 0 (для 𝑇 *

1 установлена явная формула).

Пусть

𝛼 =
8𝑟 − 9𝑞 − 3

9(𝑞 + 2)
, ℎ0 = 𝜔2

1 + 𝜔2
3, 𝑘1 = 9𝑟

(︀
𝐶2

2 |𝑎| + |𝑏|
)︀2

/2 + ℎ1 + 1,

𝑘2 = 3(𝑟 + 1)2
(︁
‖𝜃‖2𝑙∞

(︀
𝜔2
1 + 𝜔2

3

)︀2
+ ‖𝜆‖2𝑙∞

)︁
+ ‖𝜃‖2𝑙∞

(︀
𝜔2
1𝜔2 + 𝜔2

3𝜔4

)︀2
,

где ℎ1 равно 2 ‖ℎ0𝜃 + 𝜆‖𝑙∞ или 0, если соответственно хотя бы одна составляю­

щая вектора ℎ0𝜃 + 𝜆 положительна или если все его составляющие неположи­

тельны.

Теорема 3. Пусть 𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответственно при 𝑁 = 2

или 𝑁 = 3; 𝜇 (·) ∈ 𝐿4. Пусть, кроме того, 𝛼 > 0 и Φ′
0 > 𝛼−1Φ0

√︀
𝛼𝑘1 + 2

√
𝛼𝑘2.

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена явная формула).

Раздел основан на исследовании, которое было опубликовано в виде тези­

сов [19].



24

В разделе 6.2 рассмотрена следующая задача:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕
𝜕𝑡 (∆𝑢− 𝑢− |𝑢|𝑞 𝑢) + 𝑏∆𝑢 + 𝜇 (𝑥) |𝑢|𝑟 𝑢− 𝑎𝑢 + (𝜆,∇)𝑢2+

+ (𝜃,∇)𝑢 +
𝑡∫
0

ℎ(𝑡− 𝑠)∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥),

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0.

Здесь 𝑁 ∈ {2; 3}, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑞 ∈ [1; 4], 𝜆, 𝜃 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑓(·) ∈ 𝐿2, 𝑢0 (·) ∈ 𝐻1
0 .

Пусть, кроме того при 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3 соответственно (𝑟, 𝜇 (·)) ∈

(1; ∞) × 𝐿4 или (𝑟, 𝜇 (·)) ∈ (1; 2] × 𝐿6/(2−𝑟). Условия, относящиеся к функции

ℎ(·), приведем позже. Под 𝑠 в выражении 𝑢(𝑠) подразумевается переменная

интегрирования, соответствующая времени.

Определение 3. Говорят, что функция ℎ(·) удовлетворяет условиям

(*), если ℎ(·) ∈ 𝐶[0; ∞), причем существуют числа 𝛾 =
∫∞
0 |ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 < ∞, и

𝜂 = sup
𝑡>0

|ℎ(𝑡)| < ∞.

Теорема 5. Пусть 𝜇 (·) ∈ 𝐿4, ℎ(·) удовлетворяет условиям (*). Пусть

𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответственно при 𝑁 = 2 или 𝑁 = 3.

1. Достаточным для существования решения глобально по времени явля­

ется каждое из следующих трех условий: 𝜇 6 0 почти всюду на Ω,

𝑞 > 2𝑟 и Φ0 = ‖𝑓‖ = 0.

2. По крайней мере, имеет место оценка 𝑇 > 𝑇1 > 0 (для 𝑇1 установлена

неявная формула).

Определение 4. Говорят, что функция ℎ(·) удовлетворяет условиям

(**), если ℎ(·) ∈ 𝐶1[0; ∞), причем существуют числа 𝛾 =
∫∞
0 |ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 < ∞,

𝜂 = sup
𝑡>0

|ℎ(𝑡)| < ∞, и 𝛿 =
∫∞
0 |ℎ′(𝑡)| 𝑑𝑡 < ∞.

Пусть

𝑘1 =
𝑟 + 1 − (𝑟 + 2) ‖𝜃‖𝑙∞ − 𝑟 (|𝑎| + |𝑏|)

2
,

𝑘2 = 𝑟 (|𝑎| + |𝑏|) + 𝑁(𝑟 + 2) ‖𝜃‖𝑙∞ + 𝛿 + 2 |ℎ0| ,

𝑘3 =
𝑟 + 1

2
‖𝑓‖2 , 𝛼 =

𝑘1
𝑞 + 2

− 1, 𝐻(𝑡) =
𝛾(𝑟 + 1)2

2
|ℎ(𝑡)| + |ℎ′(𝑡)| .
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Теорема 6. Пусть 𝑁 = 2, 𝜆 = (0; 0), 𝑟 ∈ (1; ∞) , 𝜇 (·) ∈ 𝐿4, Φ0 > 0.

Пусть ℎ(·) удовлетворяет условиям (**), причем существует такая функция

𝜔(·) ∈ 𝐶1[0; ∞), принимающая неположительные значения, что |𝐻(𝑡)| 6

𝜔′(𝑡) при всех неотрицательных 𝑡. Пусть, кроме того, 𝛼 > 0 и

𝛼Φ′
0 − Φ0 >

√︁
(𝛼 (𝑘2 + |𝜔0|) − 1) Φ2

0 + 2𝛼2𝑘3Φ0/(2𝛼 + 1).

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена явная формула).

Дополним список обозначений:

𝑚1 =
𝑟 + 3 − (𝑟 + 2)

(︀
‖𝜆‖𝑙∞ + ‖𝜃‖𝑙∞

)︀
− 𝑟 (|𝑎| + |𝑏|)

2
,

𝑚2 = 𝑟 (|𝑎| + |𝑏|) + 𝑁(𝑟 + 2) ‖𝜃‖𝑙∞ , 𝑚3 = 2𝑁𝐶4
4(𝑟 + 2) ‖𝜆‖𝑙∞ ,

𝑚4 =
𝑟 + 1

2
‖𝑓‖2 .

Кроме того, пусть теперь 𝛼 = 𝑚1/(𝑞 + 2) − 1,

𝛼1 =

(︂
1

𝛼

)︂1/𝛼(︂
1 − 1

𝛼

)︂1−1/𝛼

,

𝑝1 = 𝛼𝛼1𝑚4 +
1

2
, 𝑝2 =

√︃
𝛼2 (𝑚2 + 𝛼1𝑚3 + 𝛼1𝑚4)

2 + 2𝛼𝛼1𝑚3

2𝑝1
.

Теорема 7. Пусть 𝑁 = 2, 𝑟 ∈ (1; ∞), 𝜇 (·) ∈ 𝐿4, ℎ(𝑡) ≡ 0. Пусть, кроме

того, Φ0 > 0, 𝛼 > 1 и

𝛼Φ′
0 >

(︀
Φ1−𝛼

0 + 𝑝22Φ
1+𝛼
0

)︀√︃2𝑝1
𝑝2

arctg
Φ−𝛼

0

𝑝2
.

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена явная формула).

Раздел 6.3 дополняет исследование задачи из предыдущего раздела.

Определение 5. Будем говорить, что четверка чисел (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4) удо­

влетворяет условиям (#), если она задана следующим образом:

1. если ‖𝜃‖𝑙∞ = max(|𝑎|, |𝑏|) = 0, то 𝜀1 = 𝜀2 = 1, 𝜀3 = 𝜀4 = (2(𝑟+1))−1(𝑟−𝑞),

2. если ‖𝜃‖𝑙∞ ̸= 0, max(|𝑎|, |𝑏|) = 0, то 𝜀1 = 1, 𝜀2 = (3‖𝜃‖𝑙∞(𝑟 + 2))−1 (𝑟−𝑞),

𝜀3 = 𝜀4 = (3(𝑟 + 1))−1(𝑟 − 𝑞),
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3. если ‖𝜃‖𝑙∞ = 0, max(|𝑎|, |𝑏|) ̸= 0, то 𝜀1 = (3𝑟 max(|𝑎|, |𝑏|))−1(𝑟 − 𝑞),

𝜀2 = 1, 𝜀3 = 𝜀4 = (3(𝑟 + 1))−1(𝑟 − 𝑞),

4. если ‖𝜃‖𝑙∞ ̸= 0, max(|𝑎|, |𝑏|) ̸= 0, то 𝜀1 = (4𝑟 max(|𝑎|, |𝑏|))−1(𝑟 − 𝑞),

𝜀2 = (4‖𝜃‖𝑙∞(𝑟 + 2))−1 (𝑟 − 𝑞), 𝜀3 = 𝜀4 = (4(𝑟 + 1))−1(𝑟 − 𝑞).

Пусть

ℎ1 = max(2ℎ0, 0),

𝛽1 =
𝑟 max(|𝑎|, |𝑏|)

𝜀1
+

(𝑟 + 2)‖𝜃‖𝑙1
𝜀2

+ 1 + ℎ1, 𝛽2 =
(𝑟 + 1)‖𝑓‖2

2𝜀3
,

𝐻(𝑡) =
(𝑟 + 1)𝛾

𝜀4
|ℎ(𝑡)| + 𝛿|ℎ′(𝑡)|.

(19)

Теорема 8. Пусть 𝑟 ∈ (1; ∞) или 𝑟 ∈ (1; 2] соответственно при 𝑁 = 2

или 𝑁 = 3, 𝜇 (·) ∈ 𝐿4, 𝜆 — нулевой вектор. Пусть, кроме того, Φ0 > 0,

𝑟 > 𝑞. Пусть четверка чисел (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4) удовлетворяет условиям (#), а

параметры 𝛽1, 𝛽2, ℎ1, 𝐻(·) определяются формулами (19). Пусть ℎ(·) удовле­

творяет условиям (**), причем существует такая функция 𝜔(·) ∈ 𝐶1[0; ∞),

принимающая неположительные значения, что |𝐻(𝑡)| 6 𝜔′(𝑡) при всех неот­

рицательных 𝑡. Пусть

Φ′
0 >

√︃
2(𝑞 + 2)(𝛽1 + |𝜔0|)

𝑟 − 𝑞
Φ2

0 +
𝛽2(𝑞 + 2)

𝑟 + 2
Φ0.

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена явная формула).

В главе 7 методы, применявшиеся ранее к задачам с многомерной про­

странственной переменной, дают результаты, относящиеся к задаче, моделиру­

ющей одномерный процесс. А именно, здесь рассмотрена следующая задача:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕
𝜕𝑡

(︁
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 − 𝑢

)︁
+ 𝑎𝑢− 𝑏𝑢𝑛 + 𝜇

𝑡∫
0

𝜕2𝑢(𝑠)
𝜕𝑥2 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥),

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢 (𝑙, 𝑡) = 0.

Здесь 𝑢 ∈ 𝑅 — функция от времени 𝑡 > 0 и пространственной переменной

𝑥 ∈ Ω = (0; 𝑙), 𝑙 > 0. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝜇 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ 𝑁 ∖ {1}, 𝑢0(·) ∈ 𝐻1
0 , 𝑓(·) ∈ 𝐿2.

Теорема 2. Имеют место следующие утверждения.
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1. Достаточным для существования решения глобально по времени явля­

ется каждое из двух условий: 𝑏 > 0 при нечетном 𝑛 и Φ0 = ‖𝑓‖ = 0.

2. По крайней мере, имеет место оценка вида 𝑇 > 𝑇1 > 𝑇 *
1 > 0 (для 𝑇1

установлена неявная формула, для 𝑇 *
1 — явная).

Теорема 3. Положим 𝑛1 = (𝑛− 1)/2. Пусть Φ0 > 0,

𝑛1

2
Φ′

0 >

√︃(︁
3𝑎2𝑛2

1 + |𝜇|𝑛1 +
√

3𝑛|𝜇|
)︁

Φ2
0 +

3𝑛2𝑛1‖𝑓‖2
2(𝑛 + 1)

Φ0.

Тогда имеет место оценка 𝑇 6 𝑇2 (для 𝑇2 установлена явная формула).

Основные результаты диссертационной работы состоят в следую­

щем.

1. Впервые изучены асимптотики решений задач Коши для нескольких нели­

нейных уравнений соболевского типа. Показано, какие члены уравнения

определяют качественное поведение решений.

2. Впервые исследованы вопросы глобальной и локальной по времени раз­

решимости для начально-краевых задач для ряда нелинейных уравнений

соболевского типа. Некоторые уравнения содержат нелинейные выраже­

ния не только в стационарной части, но и под знаком производной по вре­

мени. Кроме того, некоторые уравнения имеют нелокальные по времени

члены. Установлены достаточные условия для локальной и для глобаль­

ной по времени разрешимости. В случае только локальной разрешимости

найдены оценки времени существования решений в виде явных, неявных

и квадратурных формул. Разрешимость исследована с помощью принци­

па сжимающих отображений. Требуемые оценки найдены энергетическим

методом.

3. Впервые проведено аналогичное исследование и для начально-краевой за­

дачи для для одного неклассического нелинейного эволюционного урав­

нения, содержащего нелокальный по времени член. Важная особенность
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этого уравнении состоит в том, что в нем независимая пространственная

переменная имеет размерность 1. И к этой задаче удается применить прин­

цип сжимающих отображений и метод энергетических оценок.

В заключение автор выражает огромную благодарность члену-корреспон­

денту Российской академии наук, доктору физико-математических наук, про­

фессору И. А. Шишмареву и доктору физико-математических наук, доценту

М. О. Корпусову за постановку задач и высказанные замечания.

Автор глубоко благодарен члену-корреспонденту Российской академии на­

ук, доктору физико-математических наук, профессору А. В. Ильину за посто­

янную поддержку в работе.

Автор благодарен кандидату физико-математических наук, старшему пре­

подавателю М. В. Комарову за ценные советы по теме диссертации.
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