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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè âðåìÿ åãî
ðàáîòû íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà (èëè íà êàêîì-íèáóäü
äðóãîì óíèâåðñàëüíîì âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå) îãðàíè÷åííî ñâåðõó
ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ1. Âìåñòå ñ òåì, èìååòñÿ ðÿä ¾íåïîä-
äàþùèõñÿ¿ (íàçûâàåìûõ â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé NP-ïîëíûìè)
çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ðàçðàáîòàíî ïîëèíîìèàëüíûõ
àëãîðèòìîâ. Íàêîïëåííûé îïûò èññëåäîâàíèÿ äàííûõ çàäà÷ è ïðàêòèêà èõ
ðåøåíèÿ äàþò âåñêèå îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêèõ ïðîöåäóð âîîáùå
íå ñóùåñòâóåò.
Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ î ïîëè-

íîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è î NP-ïîëíîòå ìíîãèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ïðè
ðàçíîîáðàçíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ2. Ñðåäè
íàïðàâëÿþùèõ ìîòèâîâ ê ïîëó÷åíèþ íîâûõ ñâåäåíèé òàêîãî ðîäà ìîæíî
âûäåëèòü äâà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ. Ýòî âûÿâëåíèå áîëåå øèðîêèõ
ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è è ïîèñê ñóæåíèé, äëÿ êî-
òîðûõ çàäà÷à ñîõðàíÿåò NP-ïîëíîòó. Ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíûõ
êëàññîâ ê ðàññìîòðåíèþ ñåìåéñòâ êëàññîâ ãðàôîâ ïðèäàåò îïðåäåëåííóþ
ñèñòåìàòè÷íîñòü ïðîöåññó ïîèñêà ïîëèíîìèàëüíûõ è NP-ïîëíûõ ñëó÷àåâ,
à òàêæå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìû áîëåå îáùåãî ñîäåðæàíèÿ, ÷åì,
ñêàæåì, âûÿñíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è äëÿ êàêîãî-íèáóäü
êëàññà. Òàê, äëÿ êàêîé-íèáóäü çàäà÷è íà ãðàôàõ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîëó-
÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå ¾ïðîñòûõ¿ è ¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ èç ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñåìåéñòâà èëè èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ¾ëèíèè âîäîðàçäåëà¿ ìåæäó
¾ïðîñòîé¿ è ¾ñëîæíîé¿ åãî ÷àñòÿìè. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè öåëè èíîãäà äîñòèæèìû.
Ðåàëèçóåìîñòü îáîçíà÷åííûõ âûøå íàìåðåíèé îáóñëîâëåíà, êàê ìèíè-

ìóì, íàäëåæàùèì âûáîðîì ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ ãðàôîâ.
1Ãýðè Ì., Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. � Ì.: Ìèð, 1982. � 416 Ñòð.2ñì., íàïðèìåð, ýëåêòðîííûé ðåñóðñ http://www.graphclasses.org
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Òàê, óäàëåíèå ãðàôà èç êëàññà íå ìåíÿåò ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà çàäà÷è.
Ýòî æå âåðíî è ïðè äîáàâëåíèè ãðàôà ê êëàññó. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî
ðàññìàòðèâàòü òå ñåìåéñòâà êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ óäàëåíèå èëè äîáàâëå-
íèå îäíîãî ãðàôà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ñðàçó íåñêîëüêèõ
òàêèõ îïåðàöèé (ââèäó, íàïðèìåð, êàêîé-íèáóäü çàìêíóòîñòè äàííûõ êëàñ-
ñîâ).
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåí-

íûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ò.å. ìíîæåñòâ ãðàôîâ, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî èçî-
ìîðôèçìà è óäàëåíèÿ âåðøèí. Äàííûå êëàññû (è òîëüêî îíè) äîïóñêà-
þò îïèñàíèå ÷åðåç çàïðåùåííûå ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû. Ýòî êîìïàêò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ (èëè ïîðîæäàþùèõ èõ íàñëåä-
ñòâåííûõ ñâîéñòâ) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ. Ïîâû-
øåííûé èíòåðåñ èìåííî ê íàñëåäñòâåííûì êëàññàì íå ñëó÷àåí. Òàê, Â.Å.
Àëåêñååâûì3 ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàñ-
ñà ãðàôîâ è îáîñíîâàíà åãî ïîëåçíîñòü äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷ íà ãðà-
ôàõ. Èìåííî, íàñëåäñòâåííûé êëàññ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ (êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ) ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîæ-
íûì¿ äëÿ äàííîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò íåêîòî-
ðûé ãðàíè÷íûé äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäêëàññ. Òåì ñàìûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
çàäà÷è èçâåñòíà ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà (ò.å. ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðà-
ôîâ), òî äëÿ íåå èìååò ìåñòî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ¾ïðîñòûõ¿ è ¾ñëîæíûõ¿
êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûå êëàññû ìîãóò áûòü íà-
çâàíû ¾êðèòè÷åñêèìè¿, ïîñêîëüêó îíè èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå â àíàëèçå
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî îñîáàÿ ðîëü íåêîòîðûõ êëàññîâ
îñîçíàâàëàñü4;5 è ðàíåå ïóáëèêàöèè3, âñå îíè âïîñëåäñòâèè îêàçàëèñü ãðà-
íè÷íûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷.
Åñëè èñêëþ÷èòü ðàáîòû àâòîðà, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ â

3Alekseev V.E. On easy and hard classes of graphs with respect to the independent set problem // Discrete AppliedMathematics. � 2004. � V. 132. � P. 17�264Àëåêñååâ Â.Å. Î âëèÿíèè ëîêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ãðàôà //Êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. � Ãîðüêèé: Èçä-âî Ãîðüêîâñêîãî óí-òà, 1982. � Ñ.3�135Àëåêñååâ Â.Å., Êîðîáèöûí Ä.Â. Î ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ íà íàñëåäñòâåííûõ êëàññàõ ãðàôîâ // Äèñêðåòíàÿìàòåìàòèêà. � 1992. � Ò.4, �4. � Ñ. 34�40
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òåîðèè ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ âåëèñü è âåäóòñÿ òîëüêî â äâóõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Ïåðâîå èç íèõ � âûÿâëåíèå ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ íåêîòî-
ðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Îòìåòèì ðàáîòû Â.Å. Àëåêñååâà3;4;5;6;7, Ð. Áîëÿ÷7;8,
Ä.Â. Êîðîáèöûíà5;6;7, Â.Â. Ëîçèíà6;7;8;9;10, Í. Êîðïåëàéíåíà9, Ê. Ïóðöåëÿ10,
À. Òèñêèíà9. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñîñòàâëÿþò ïîïûòêè äàòü ïîëíîå îïèñà-
íèå ãðàíè÷íûõ ñèñòåì äëÿ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ11.
Äëÿ ëþáîé çàäà÷è íà ãðàôàõ ýëåìåíòû ãðàíèöû ìåæäó ¾ïðîñòûìè¿ è

¾ñëîæíûìè¿ ÷àñòÿìè ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûìè ¾êðèòè÷åñêèìè¿ êëàññàìè. Íè äëÿ îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íåò
ìàêñèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) ¾ïðîñòûõ¿ íàñëåäñòâåííûõ ñëó÷àåâ. Â ðà-
áîòå Â.Å. Àëåêñååâà3 ýòî óòâåðæäàåòñÿ ïðî çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæå-
ñòâå, íî âñå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé. Â ðàáîòå12
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî òèïà çàäà÷ íåò è ìèíèìàëüíûõ (ïî
âêëþ÷åíèþ) ¾ñëîæíûõ¿ íàñëåäñòâåííûõ ñëó÷àåâ. Òàì æå äëÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ íà ãðàôàõ áûëè âûÿâëåíû òàêèå êëàññû. Ýòî âñå, ÷òî áûëî èçâåñòíî
ïðî ýëåìåíòû ãðàíèöû äî ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.
Ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû òåîðèè ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ ÿâëÿ-

ëèñü îòêðûòûìè, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ â òå÷åíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòè-
ëåòèé. Íàïðèìåð, ïîëíîå îïèñàíèå ãðàíè÷íûõ (èëè ìèíèìàëüíûõ ¾ñëîæ-
íûõ¿) êëàññîâ äëÿ êàêîé-íèáóäü çàäà÷è íà ãðàôàõ. Èëè, íàïðîòèâ, âûÿâ-
ëåíèå ïðè÷èí íåóäà÷ â ïîïûòêàõ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî îïèñàíèÿ.
Ðàçâèòèþ ìåòîäà ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

äåìàðêàöèè ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòàöèÿ. Â íåé, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷å-
íû îòâåòû íà ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå âîïðîñû. Íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ

6Alekseev V.E., Korobitsyn D.V., Lozin V.V. Boundary classes of graphs for the dominating set problem // DiscreteMathematics. � 2004. � V. 285. � P. 1�67Alekseev V.E., Boliac R., Korobitsyn D.V., Lozin V.V. NP-hard graph problems and boundary classes of graphs //Theoretical Computer Science. � 2007. � V. � 389. � P. 219�2368Boliac R., Lozin V.V. Independent domination in �nitely de�ned classes of graphs // Theoretical Computer Science. �2003. � V. 301. � P. 271�2849Korpelainen N., Lozin V.V., Malyshev D.S., Tiskin A. Boundary properties of graphs for algorithmic graph problems //Theoretical Computer Science. � 2011. � V. 412. � P. 3545�355410Lozin V.V., Purcell C. Boundary properties of the satis�ability problems// Information Processing Letters. � 2013. � V.113. � P. 313�31711Lozin V.V. Boundary classes of planar graphs // Combinatorics, Probability and Computing. � 2008. � V. 17. � P. 287�29512Ìàëûøåâ Ä.Ñ. Î ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññàõ ãðàôîâ // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � 2009.� Ò.16, �6. � C. 43�51
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èññëåäîâàíèé â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íàïðàâëåíèÿìè â òåîðèè ¾êðè-
òè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ (òåîðèÿ ìèíèìàëüíûõ ¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ) èëè
íîâûìè ðàçäåëàìè åå íàïðàâëåíèé (êîëè÷åñòâåííûå âîïðîñû òåîðèè ¾êðè-
òè÷åñêèõ¿ êëàññîâ).

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïî àë-
ãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, îñíîâàííàÿ íà âû-
ÿâëåíèè ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, êîìáèíàòîðíîãî
àíàëèçà è òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è èõ íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå
âàæíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îòíîñè-
òåëüíî êëàññà ëåñîâ ñîñòîÿò â òî÷íîñòè èç òðåõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

2. Âïåðâûå ðàññìîòðåíà ôàêòîðèçàöèÿ ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïî îòíî-
øåíèþ ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ïðèíàä-
ëåæíîñòè äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ îáùåìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíî-
øåíèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îáú-
åäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ýòèõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ. Äîêàçàí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïðåä-
ñòàâèìîñòè è íåïðåäñòàâèìîñòè ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì â âèäå
äðóãèõ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì.

3. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè íåêîòîðîãî êëàññà ãðàôîâ êàê ãðàíè÷íîãî
äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàð-
íûõ ãðàôîâ. Ýòà åäèíñòâåííîñòü ýêâèâàëåíòíà ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ ãðàôîâ. Óñòàíîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ íåêîòîðîãî ïîäñåìåéñòâà äàííîãî
ñåìåéñòâà.

4. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè k � 3 äëÿ îáåèõ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå (âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî
âàðèàíòîâ), äëÿ çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå ãðàíè÷íûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
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êîíòèíóàëüíûìè. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ãðàíè÷íûå
ñèñòåìû ñëîæíî óñòðîåíû è ïîýòîìó ïîïûòêè äàòü èõ ïîëíîå îïèñàíèå, ïî-âèäèìîìó,
îáðå÷åíû íà íåóäà÷ó.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ãðàíè÷íûé êëàññ äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàíè÷íûì è äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îêàçàëîñü,
÷òî ïðè ëþáîì k > 3 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ çàäà÷è î ðåáåð-
íîé k-ðàñêðàñêå, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷å-
ñêîì èíäåêñå. Äîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå ñèñòåìû äëÿ çàäà÷ î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå íå
îïðåäåëÿþò ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå. Èìåííî, íåêîòîðûé
êîíêðåòíûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå íè ïðè êàêîì k.

6. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì ðàí-
æèðîâàíèè (çàäà÷è ÐÑÐ) â íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîì ñåìåéñòâå èç íà-
ñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ñîäåðæàùåì âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå è âñå ìèíîðíî
çàìêíóòûå êëàññû. Èç íåãî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó
äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ îáðàçóþò ðîâíî 10 êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ýòî ïåðâûé ðåçóëü-
òàò î ïîëíîì îïèñàíèè ãðàíè÷íûõ ñèñòåì ñ ìîìåíòà ïåðâîé ïóáëèêàöèè4 ïî ãðàíè÷íûì
êëàññàì. Èç ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî ïÿòü êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ è ðîâíî îäèí ìèíîðíî çàìêíóòûé
ìèíèìàëüíûé ÐÑÐ-ñëîæíûé êëàññ. Âñå ýòè øåñòü êëàññîâ ÿâíûì îáðàçîì îïèñàíû.

7. Äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ. Íà
åãî îñíîâå êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k åñòü çà-
äà÷à íà ãðàôàõ, èìåþùàÿ ðîâíî k ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ (êîòîðûå óäàåòñÿ
ÿâíûì îáðàçîì îïèñàòü). Ýòî ïåðâûå ïðèìåðû ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæ-
íûõ êëàññîâ.

8. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî îòíîñèòåëüíûé ãðàíè÷íûé êëàññ íå
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì â àáñîëþòíîì ñìûñëå è ÷òî ìèíèìàëüíûé ñëîæíûé êëàññ
íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëîæíîñòíîì àíàëèçå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ â
ñåìåéñòâå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ðàçðàáîòêå è ÷òåíèè êóðñîâ è
ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ãðàôîâ, àíàëèçó è ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ.
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Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïîëó-
÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.
Ðåçóëüòàòû ðàáîò [1,2] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé áûëè ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ

Â.Å. Àëåêñååâûì. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì â [1] ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé ãðàíè÷íî-
ñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðàôîâ. Îí ïðèâåäåí â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè
ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè áîëåå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íî-
ñòè äâóõ èçâåñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ÷åì èñïîëüçîâàâøèåñÿ ðàíåå3;6;7. Íè
îäíî èç óòâåðæäåíèé ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè íå âûíîñèòñÿ íà çàùèòó.
Àâòîðñòâî â ïóáëèêàöèè [2] â ðàâíîé ñòåïåíè ðàçäåëÿþò Â.Å. Àëåêñååâ è
Ä.Ñ. Ìàëûøåâ. Ñòàòüÿ [21] áûëà íàïèñàíà Â.Å. Àëåêñååâûì, Â.Â. Ëîçèíûì,
àâòîðîì è Ì. Ìèëàíè÷åì íà ïàðèòåòíûõ íà÷àëàõ. Ðåçóëüòàòû ýòèõ äâóõ
ïóáëèêàöèé íå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó, íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òðåòüåãî ðåçóëüòàòà èç ñïèñêà îñíîâíûõ. Â ïóáëèêàöèè [9] Â.Å. Àëåêñååâó
ïðèíàäëåæàò óëó÷øåíèÿ â îöåíêàõ ðàìñååâñêîãî òèïà, êîòîðûå íå óñèëè-
âàþò åå îñíîâíîé ðåçóëüòàò, èçíà÷àëüíî ïîëó÷åííûé Ä.Ñ. Ìàëûøåâûì. Îí
ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ñîâìåñòíàÿ ðà-
áîòà [22] ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Àâòîðñòâî ïåðâîé ÷àñòè (ïðî çàäà÷ó î
ãàìèëüòîíîâîì öèêëå) ðàçäåëÿþò Í. Êîðïåëàéíåí, Â.Â. Ëîçèí, À. Òèñêèí.
Âòîðàÿ ÷àñòü (ïðî çàäà÷ó î ðàñêðàñêå) áûëà íàïèñàíà Ä.Ñ. Ìàëûøåâûì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü
íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ, ñåìèíàðàõ è ñèìïîçèóìàõ:
� XV, XVI ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êè-
áåðíåòèêè¿ (Êàçàíü, 2008; Íèæíèé Íîâãîðîä, 2011)

� VIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿ (Ìîñê. îáë., 2009)

� X è XI ìåæäóíàðîäíûå ñåìèíàðû ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðè-
ëîæåíèÿ¿ (Ìîñêâà, 2010, 2012)
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� 33rd international symposium on mathematical foundations of computer
science (Torun, 2008)

� 2nd and 3rd international conferences on network analysis (Nizhniy
Novgorod, 2012, 2013)

� 35-ûé îäåññêèé ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå (Îäåññà, 2013)
� ñåìèíàðû êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÌÃÓ ¾Äèñêðåòíûé
àíàëèç¿ (ðóêîâîäèòåëü À.À. Ñàïîæåíêî)

� ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÌÃÓ ¾Äèñêðåòíàÿ ìà-
òåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ (ðóêîâîäèòåëè Â.Á. Àëåêñå-
åâ, À.À. Ñàïîæåíêî, Ñ.À. Ëîæêèí)

� ñåìèíàð Âû÷èñëèòåëüíîãî Öåíòðà ÐÀÍ ïî òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
íèé (ðóêîâîäèòåëü Â.Ê. Ëåîíòüåâ)

� îáùåãîðîäñêèå ñåìèíàðû ã. Í. Íîâãîðîäà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå
(ðóêîâîäèòåëü Â.Í. Øåâ÷åíêî)

� ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóê-
òóð (ðóêîâîäèòåëè Â.À. Êàëÿãèí, Â.Â. ×èñòÿêîâ)

� ñåìèíàð ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ (ðóêîâîäèòåëè Ä.Â. Áàëàíäèí, Ã.Â.
Îñèïîâ, Í.Â. Äåðåíäÿåâ)

� ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ¾Äèñêðåòíàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿ (ðó-
êîâîäèòåëè Â.Ë. Äîëüíèêîâ, Â.À. Áîíäàðåíêî)

� Îáúåäèíåííûé ñåìèíàð îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÈÌ ÑÎ
ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëè Ý.Õ. Ãèìàäè, À.È. Åðçèí)

� ìåæêàôåäðàëüíûé ñåìèíàð ÌÔÒÈ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå (ðóêî-
âîäèòåëü À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé)

� ñåìèíàð íèæåãîðîäñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (ðóêîâîäèòåëü
Ã.Ì. Ïîëîòîâñêèé)
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� ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÁÃÓ ïî òåîðèè ãðàôîâ
è êîìáèíàòîðíîìó àíàëèçó (ðóêîâîäèòåëü Ð.È. Òûøêåâè÷)

� ñåìèíàð èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà (ðóêîâîäèòåëü
Ï.È. Ñòåöþê)

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 23 ðàáîòû èç òåêóùåãî ñïèñêà âå-
äóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèé ÂÀÊ ÐÔ. Îíè ïðèâåäåíû â êîíöå àâòîðå-
ôåðàòà. Âñå ïóáëèêàöèè, êðîìå [11] è [17], â æóðíàëàõ, îðèãèíàëüíàÿ èëè
ïåðåâîäíàÿ âåðñèÿ êîòîðûõ âêëþ÷åíà êàê â áàçó öèòèðîâàíèé Scopus, òàê è
â áàçó öèòèðîâàíèé MathSciNet; ïóáëèêàöèè [22] è [23] â æóðíàëàõ, âêëþ-
÷åííûõ â áàçó öèòèðîâàíèé Web of Science.
Èññëåäîâàíèÿ, îôîðìëåííûå â äèññåðòàöèþ, áûëè ïîääåðæàíû ãðàíòàìè

ÐÔÔÈ 10-01-00357-à, 11-01-00107-à, 12-01-00749-à; ãðàíòàìè ÌèíÎáðÍàó-
êè ÐÔ â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî�ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâà-
öèîííîé Ðîññèè íà 2009-2013 ãã.¿ 16.740.11.0310 è 14.Â37.21.0393; ãðàíòîì
Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-1148.2013.1; ãðàíòîì ÍÔ ÍÈÓ ÂØÝ 12-01-0035; ëàáî-
ðàòîðèåé àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ,
ãðàíò Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ 11.G34.31.0057.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

âêëþ÷àþùåãî 78 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 175
ñòðàíèö. Íóìåðàöèÿ âñåõ òåîðåì è ëåìì âåäåòñÿ íåçàâèñèìî âíóòðè êàæ-
äîé ãëàâû, ïðè÷åì íîìåð êàæäîãî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷à-
ñòåé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ãëàâû, âòîðàÿ ïîðÿäêîâîìó
íîìåðó âíóòðè ãëàâû.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé è êðàòêî

èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Â ãëàâå 1 ïðèâîäèòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íîãî

è ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî êëàññîâ ãðàôîâ, ðàñøèðÿþòñÿ ïðåäåëû ïðèìå-
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íèìîñòè òåîðåìû Â.Å. Àëåêñååâà, äîêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè, à
òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ãðàíè÷íîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ äëÿ ðÿäà çàäà÷ íà
ãðàôàõ.
Â ïåðâîì è âòîðîì ðàçäåëàõ ïðèâîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå âî âñåé ðàáîòå

ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ôîðìóëèðóþòñÿ ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íîãî è ìèíèìàëü-
íîãî ñëîæíîãî êëàññîâ ãðàôîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî íàñëåäñòâåííûì êëàññîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãðàôîâ,

çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà è óäàëåíèÿ âåðøèí. Èçâåñòíî, ÷òî
ëþáîé òàêîé êëàññX ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïî-
ðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ S, ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(S). Äëÿ ëþ-
áîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî S ñ
äàííûì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Forb(X ).
Åñëè Forb(X ) êîíå÷íî, òî X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì.
Ïóñòü � � ïðîèçâîëüíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ. Íàñëåäñòâåííûé

êëàññ íàçûâàåòñÿ�-ïðîñòûì, åñëè çàäà÷à� äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà ïî-
ëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, è �-ñëîæíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íà ïðîòÿæå-
íèè âñåé ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P 6= NP è ýòî óñëîâèå íå âêëþ÷àåòñÿ
ÿâíî â ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, òàêîãî:
åñëè çàäà÷à � ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå X , òî X ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì.
Åñëè íåñêîëüêî èíà÷å îïðåäåëèòü ïîíÿòèå �-ñëîæíîãî êëàññà ãðàôîâ (êàê
íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ñ NP-ïîëíîé çàäà÷åé �), òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèí-
ñòâî óòâåðæäåíèé äèññåðòàöèè (èìåííî â ïðåäñòàâëåííîé ôîðìóëèðîâêå)
òàêæå ñïðàâåäëèâû (à, çíà÷èò, íåçàâèñèìî îò ãèïîòåçû P 6= NP ). Íàñëåä-
ñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X íàçûâàåòñÿ �-ïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1 � X2 � : : : �-ñëîæíûõ êëàññîâ
ãðàôîâ, ÷òî X =

1T
i=1Xi. Ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ �-ïðåäåëüíûé êëàññ

íàçûâàåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.
Ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ áûëî ââåäåíî Â.Å. Àëåêñååâûì, èì

æå áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå çíà÷åíèå ýòîãî
ïîíÿòèÿ.
Tåîðåìà 1.1.Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì òîãäà
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-ëèáî �-ãðàíè÷íûé êëàññ.
Ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ �-ñëîæíûå êëàññû è ìàêñèìàëüíûå ïî

âêëþ÷åíèþ �-ïðîñòûå êëàññû íàçâàíû â äèññåðòàöèè ìèíèìàëüíûìè �-
ñëîæíûìè è ìàêñèìàëüíûìè �-ïðîñòûìè ñîîòâåòñòâåííî. Âî âòîðîì ðàç-
äåëå îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó íè äëÿ îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ íåò
ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ.
Â òðåòüåì ðàçäåëå äèññåðòàöèè ðàñøèðÿåòñÿ ìíîæåñòâî ¾ñëîæíûõ¿

ñëó÷àåâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè êëàññàìè, âêëþ÷àþùè-
ìè ãðàíè÷íûå êëàññû. Èìåííî, ïîêàçûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì ïðè èçâåñò-
íîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìå äëÿ çàäàííûõ íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X è ÷èñëà k
ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññà Y � X ñ íå áîëåå ÷åì k çàïðåùåííûìè
ôðàãìåíòàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé êëàññ.
Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè

ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðàôîâ.
Òåîðåìà 1.3. �-ïðåäåëüíûé êëàññ X ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî G 2 X ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ãðàôîâ SG � Forb(X ), ÷òî êëàññ Free(SG [ fGg) ÿâëÿåòñÿ
�-ïðîñòûì.
Â ïÿòîì ðàçäåëå íà îñíîâå îáùåãî êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîñòè ôîðìóëèðóþò-

ñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè íåêîòîðûõ äâóõ êëàññîâ ãðàôîâ. Îäèí
èç íèõ � êëàññ T , ñîñòîÿùèé èç ëåñîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êî-
òîðûõ èìååò íå áîëåå òðåõ ëèñòüåâ. Ìíîæåñòâî ðåáåðíûõ ãðàôîâ ê ãðàôàì
êëàññà T îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D. Â ïÿòîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû âûÿâëÿþòñÿ
íîâûå ñëó÷àè ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D. Íàïðèìåð, òàì ïðèâîäèòñÿ êîí-
òèíóàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îáà ýòèõ
êëàññà ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè îäíîâðåìåííî (òåîðåìà 1.5). Òàì æå ïðèâî-
äÿòñÿ ñëó÷àè ãðàíè÷íîñòè íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò T êëàññîâ ãðàôîâ.
Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2; 4; 23].

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà, îïèñû-
âàþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå ñèñòåìû äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ è èññëåäóåòñÿ
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ôàêòîðèçàöèÿ ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïî îòíîøåíèþ ðàâåíñòâà
îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà,

ôîðìóëèðóåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X � êàêîé-íèáóäü �-ñëîæíûé
êëàññ. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ Y íàçûâàåòñÿ �-ïðåäåëüíûì îòíîñè-
òåëüíî êëàññà X , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y1 � Y2 � : : :
�-ñëîæíûõ ïîäêëàññîâ êëàññà X , ÷òî

1T
i=1Yi = Y . Ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ-

÷åíèþ �-ïðåäåëüíûé îòíîñèòåëüíî X êëàññ íàçûâàåòñÿ �-ãðàíè÷íûì îò-
íîñèòåëüíî X êëàññîì. Çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ �-ãðàíè÷íîãî êëàññà îòíîñè-
òåëüíî X ñîñòîèò â òîì, ÷òî êëàññ X \ Free(S), ãäå S � ïðîèçâîëüíîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà X \ Free(S) âêëþ÷àåò êàêîé-íèáóäü �-ãðàíè÷íûé îòíîñèòåëüíî X
êëàññ. ×åðåç B�(X ) îáîçíà÷àåòñÿ �-ãðàíè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî X ñèñòåìà,
ò.å. ìíîæåñòâî �-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X êëàññîâ ãðàôîâ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è íà ãðàôàõ. Îäíà

èç íèõ � çàäà÷à î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (çàäà÷à ÄÌ), ñîñòîÿùàÿ â
òîì, ÷òîáû íàéòè â çàäàííîì ãðàôå G = (V;E) òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V
ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç V n V 0 ñìåæíà õîòÿ áû
ñ îäíîé âåðøèíîé èç V 0. Äðóãèìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè, ïîñòàíîâêè êîòîðûõ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü çàäàíû ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâî L = fL(v) :

v 2 V g, ãäå êàæäîå L(v)� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (öâåòîâ,
â êîòîðûå ðàçðåøàåòñÿ ïîêðàñèòü âåðøèíó v). L-ðàíæèðîâàíèåì âåðøèí
ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðàñêðàñêà c åãî âåðøèí, ÷òî:
1) c(v) 2 L(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v,
2) åñëè c(v1) = c(v2), v1 6= v2, òî êàæäûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé v1 è v2,

ñîäåðæèò òàêóþ âåðøèíó v3, ÷òî c(v3) > c(v1).
Çàäà÷à î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷à ÂÑÐ) ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû ïî äàííûì G è L îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè L-ðàíæèðîâàíèå
âåðøèí ãðàôà G. Óòî÷íèì, ÷òî ïîä ÂÑÐ-ïðîñòûì êëàññîì ãðàôîâ äàëåå
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ïîíèìàåòñÿ òàêîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ, ÷òî çàäà÷à ÂÑÐ ðåøàåòñÿ äëÿ ãðà-
ôîâ èç ýòîãî êëàññà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì íàçíà÷åíèè L.
Ïîíÿòèÿ L-ðàíæèðîâàíèÿ ðåáåð ãðàôà, çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì ðàí-
æèðîâàíèè (çàäà÷è ÐÑÐ) ââîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ïóòåì çàìåíû ñëîâà ¾âåð-
øèíà¿ íà ñëîâî ¾ðåáðî¿. Àíàëîãè÷íî óòî÷íÿåòñÿ ïîíÿòèå ÐÑÐ-ïðîñòîãî
êëàññà.
Çàäà÷è î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ïàðàëëåëüíîì

âû÷èñëåíèè ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî13, â ïðîåêòèðîâàíèè ÑÁÈÑ14, â ïàðàë-
ëåëüíîé îáðàáîòêå çàïðîñà ê áàçå äàííûõ15, â ñáîðêå èçäåëèÿ, ñîñòîÿùåãî
èç íåñêîëüêèõ ìîäóëåé16.
Íàñëåäñòâåííûì çàìûêàíèåì êëàññà X (êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

[X ]) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ãðàôîâ èç X . Äëÿ
ìíîæåñòâà ãðàôîâ X ÷åðåç Q(X ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî fG : 9H 2
X ; V (G) = V (H) [ E(H) è E(G) = f(v1; v2) : v1; v2 2 V (H); v1 6= v2g [
f(v; e) : v 2 V (H); e 2 E(H); âåðøèíà v â ãðàôå H èíöèäåíòà ðåáðó egg.
×åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.3. Êëàññ [Q(T )] ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÄÌ-ãðàíè÷íûì

îòíîñèòåëüíî [Q(G)].
Òðèîäîì Ti;j;k (i; j; k � 0) íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ïîëó÷àåìîå ñîåäèíåíèåì

îäíîé âåðøèíû ñ òðåìÿ äðóãèìè ïðîñòûìè ïóòÿìè äëèíû i; j; k ñîîòâåò-
ñòâåííî. ×åðåç Si îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî
ðåáðà ãðàôà K1;i. Ãðàô Comi � ðåçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ âåðøèíû ñòå-
ïåíè i ãðàôà K1;i ñ îäíèì èç êîíöîâ ïóòè Pi. ×åðåç ~T ;Star; Comet îáîçíà-
÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ

1S
i=1fiT1;i;ig;

1S
i=1fSig;

1S
i=1fComig

ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 2.8. ÂÑÐ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êëàññà ëåñîâ ñî-

13Liu J. The role of elimination trees in sparse factorization // SIAM J. Matrix Analysis and Appl. � 1990. � V. 11. � P.134�17214Leiserson C. Area-e�cient graph layout (for VLSI) // Proc. 21st Ann IEEE Symp. on Foundations of Computer Science.� 1980. � P. 270�28115Makino K., Uno. Y, Ibaraki T. Minimum edge ranking spanning trees of threshold graphs // Lecture Notes in ComputerScince. � 2002. � V. 2518. � P. 428�44016Dereniowski D. Edge ranking of weighted trees // Discrete Applied Mathematics. � 2006. � V. 154. � P. 1198�1209
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ñòîèò èç êëàññîâ Comet;Star è ~T . Îíè æå îáðàçóþò ÐÑÐ-ãðàíè÷íóþ
ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî êëàññà ëåñîâ.
Âî âñåõ ðàíåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ î ïîëíîì îïèñàíèè îòíîñèòåëüíûõ

ãðàíè÷íûõ ñèñòåì óòâåðæäàëîñü, ÷òî êëàññû T è D îäíîâðåìåííî îáðàçó-
þò îòíîñèòåëüíóþ ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó. Ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþò õîäó ðàññóæäåíèé, íàìå÷åííîìó Ëîçèíûì11, ïîñêîëüêó îäíîâðå-
ìåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ãðàíè÷íîñòü T è D îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå ðÿäà ¾õîðî-
øèõ¿ ñâîéñòâ. Òåîðåìû 2.3 è 2.8 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè ðåçóëüòàòàìè î ïîëíîì
îïèñàíèè îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì, íå âïèñûâàþùèìèñÿ â ýòó ñõå-
ìó.
Äî ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü òîëüêî âîïðîñû ïîëíîãî èõ îïèñàíèÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå
âïåðâûå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû áîëåå îáùåãî ñîäåðæàíèÿ. Òàì, íàïðè-
ìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîøåíèå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñè-
ñòåì íà ìíîæåñòâå âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ. Êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíî-
ñòè äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ îáùåìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó
îòíîøåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.9. Ðàâåíñòâî B�(X ) = B�(Y) èìååò ìåñòî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ S êëàññû
X \ Free(S) è Y \ Free(S) ëèáî îäíîâðåìåííî �-ïðîñòûå, ëèáî îäíîâðå-
ìåííî �-ñëîæíûå.
Óäàåòñÿ îáíàðóæèòü íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè ìåæäó

B�(XY);B�(X [ Y) è B�(X );B�(Y).
Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì êëàññîì. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B�(Y \
X ) = fB 2 B�(Y) : B � Xg.
Â äèññåðòàöèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàñëåäñòâåííîãî

êëàññà X ôîðìóëà B�(Y \ X ) = fB 2 B�(Y) : B � Xg íå âåðíà.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî âîçìîæíû îáà âêëþ÷åíèÿ:
B�(Y\X ) � fB 2 B�(Y) : B � Xg èB�(Y\X ) � fB 2 B�(Y) : B � Xg.
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Ïîýòîìó, â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ìåæäó
B�(Y \X ) è B�(X );B�(Y) ìàëîâåðîÿòíî. Âìåñòå ñ òåì, ãðàíè÷íàÿ ñèñòå-
ìà îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ýòèõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïðè
äîâîëüíî ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Ëåììà 2.9. Åñëè â êëàññå ãðàôîâ X [ Y çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàä-

ëåæíîñòè ãðàôà õîòÿ áû îäíîìó èç íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ X ;Y ðåøà-
åòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî B�(X [ Y) =< B�(X ) [B�(Y) >.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî îòíîñè-

òåëüíûé ãðàíè÷íûé êëàññ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì è ÷òî ìèíèìàëü-
íûé ñëîæíûé êëàññ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì (òåîðåìà 2.12). Ýòè ïðè-
ìåðû äîâîëüíî íåîæèäàííû, ò.ê. äîëãîå âðåìÿ ïðåäïîëàãàëîñü îáðàòíîå.
Ïîýòîìó òåîðèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ íå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòüþ
òåîðèè ãðàíè÷íûõ êëàññîâ.
Òåîðåìó 2.10 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B�(X ) â âèäå äðóãèõ îòíîñèòåëüíûõ
�-ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Èíòåðåñíî áûëî áû óçíàòü, êàêèå ïîäìíîæåñòâà �-
ãðàíè÷íîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî X ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, à êà-
êèå íåò.
Òåîðåìà 2.14. Åñëè jB�(X )j < 1, òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

B0 � B�(X ) ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ S, ÷òî
B�(X \ Free(S)) = B0.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè óêàçûâàþòñÿ êîíêðåòíûå çàäà÷à íà ãðà-

ôàõ �0, êëàññ ãðàôîâ X 0 è áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B0 � B�0(X 0), ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà Y ìíîæåñòâà B0 è B�0(Y) íå ðàâíû
(ëåììà 4.9). Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [9; 11; 17].
Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (çàäà-

÷à ÍÌ), ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè â çàäàííîì ãðàôå ìíîæåñòâî ïî-
ïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí íàèáîëüøåé ìîùíîñòè. Òàì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ÍÌ-ðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà, âûÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî òàêèõ îòîáðàæåíèé,
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èññëåäóþòñÿ âîïðîñû î ïîëíîì îïèñàíèè ÍÌ-ãðàíè÷íûõ ñèñòåì îòíîñè-
òåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è îòíîñèòåëüíî êëàññà ñóáêóáè÷åñêèõ
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.
Ïåðâûé ðàçäåë íà÷èíàåòñÿ ñ ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðîé ãèïîòå-

çû î ñòðóêòóðå ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùåé Â.Å.
Àëåêñååâó3. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çà-
äà÷è ÍÌ è âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå îá åãî åäèíñòâåííîñòè, êàê ÍÌ-
ãðàíè÷íîãî. Â.Å. Àëåêñååâûì áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ýòà åäèíñòâåííîñòü
ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T êëàññ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòî äîêàçàíî ëèøü äëÿ íåñêîëüêèõ ñëó-
÷àåâ, íàèáîëåå âàæíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ G = T1;1;217. Âìåñòå ñ òåì,
âîò óæå áîëåå 20 ëåò îñòàåòñÿ îòêðûòûì ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ÍÌ â
êëàññå Free(fP5g). Äëÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ G c íå áîëåå ÷åì ïÿòüþ âåðøèíà-
ìè âû÷èñëèòåëüíûé ñòàòóñ çàäà÷è ÍÌ â êëàññå Free(fP5; Gg) íå èçâåñòåí
òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ G = P5 è G = C518.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé ñïîñîá ãåíåðàöèè

ÍÌ-ïðîñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Free(fP5; C5g), îñíîâàííûé íà ââå-
äåííîì â äèññåðòàöèè ïîíÿòèè ÍÌ-ðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà. Îòîáðàæå-
íèå f : S �! S 0 (ôóíêöèÿ îäíîãî èëè ìíîãèõ àðãóìåíòîâ � ãðàôîâ èç S)
íàçûâàåòñÿ ÍÌ-ðàñøèðÿþùèì îïåðàòîðîì, åñëè:
1. äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ f ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå
Free(S) � Free(S 0)

2. äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ f ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ: åñëè êëàññ
Free(S) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì, òî è êëàññ Free(S 0) òîæå ÍÌ-ïðîñòîé

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÍÌ-
ðàñøèðÿþùèìè îïåðàòîðàìè. Èìåííî, òàì äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
fP5; C5; Gg �! fP5; C5; G �K1g è fP5; C5; Gg �! fP5; C5; G �O2; G�K1;pg
ÿâëÿþòñÿ ÍÌ-ðàñøèðÿþùèìè îïåðàòîðàìè (ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì 3.2 è 3.4).

17Àëåêñååâ Â. Å. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøèõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ áåç âèëîê// Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåðèÿ 1. � 1999. � Ò.6, �4. � Ñ. 3�1918Mosca R. Some observations on maximum weight stable sets in certain P // European Journal of Operational Research. �2008. � V. 184, �3. � P. 849-859
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×åðåç G1�G2 îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô (V (G1)[ V (G2); E(G1)[E(G2)), à ÷åðåç
G1 � G2 ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G1) [ V (G2) è ìíîæåñòâîì ðåáåð
E(G1) [ E(G2) [ V (G1)� V (G2).
Åñëè ðàññìàòðèâàòü êàêóþ-íèáóäü ñîáñòâåííóþ íàñëåäñòâåííóþ ÷àñòü

ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ õîòÿ áû íà áîëåå ãëóáîêîå
ïðîäâèæåíèå â èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè T (êàê îòíîñèòåëü-
íîãî ÍÌ-ãðàíè÷íîãî), ÷åì â îáùåì ñëó÷àå. Ýòè íàäåæäû â òîé èëè èíîé
ñòåïåíè äåéñòâèòåëüíî îïðàâäûâàþòñÿ.
Åñëè êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî êàêîãî-íèáóäü ÍÌ-

ñëîæíîãî êëàññà X , òî åãî åäèíñòâåííîñòü ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî G 2 T êëàññ X \Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Â ðàáîòå19 ôàêòè-
÷åñêè ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé X = Deg(d) (ãäåDeg(d) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ
ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì d) è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ d; i êëàññ Deg(d) \ Free(fT1;i;ig) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé X = P (P � êëàññ ïëà-

íàðíûõ ãðàôîâ) è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i êëàññ
P \ Free(fT1;i;ig) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.5).
Âñå ïîïûòêè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñ T2;2;2 êàê îòíîñèòåëüíî Deg(d), òàê

è îòíîñèòåëüíî P îêàí÷èâàëèñü íåóäà÷åé. Ïîýòîìó áûëî ïðåäëîæåíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êëàññ ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ P(3) = Deg(3) \ P ,
ãäå ìîæíî áûëî íàäåÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå òàêîãî ðåçóëüòàòà. Äàííàÿ èäåÿ
âîçíèêëà â 2008 ã., íî òîãäà íèêàêèõ äàæå ìèíèìàëüíûõ ïðîäâèæåíèé ïî-
ëó÷èòü íå óäàëîñü è ýòà èíèöèàòèâà ñîøëà íà íåò. Àâòîð âåðíóëñÿ ê ýòîìó
âîïðîñó â 2011 ã., òîãäà óäàëîñü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò. Îí (òåîðåìà
3.9) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå.
Òåîðåìà 3.9. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç

êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;ig) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.
Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1; 13; 14; 18; 19; 21].

Ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì âîïðîñàì êîëè÷åñòâåííîé
19Lozin V. V., Millanic M. Maximum independent sets in graphs of low degree // Proceedings of the ACM-SIAM symposiumon descrete algorithms (New Orleans, 2007). � P. 874�880
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òåîðèè ãðàíè÷íûõ êëàññîâ è ñìåæíûì ñ íèìè. Âàæíåéøèìè åå ðåçóëü-
òàòàìè ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î êîíòèíóàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ ñèñòåì äëÿ
ðÿäà çàäà÷ íà ãðàôàõ.
Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîòèâàöèè îáðàùåíèÿ ê êîëè÷åñòâåííîé òåî-

ðèè ãðàíè÷íûõ êëàññîâ è ïåðå÷èñëåíèþ ïîëó÷åííûõ â ïÿòîé ãëàâå ðåçóëü-
òàòîâ. Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î k-ðàñêðàñêå è î õðîìàòè-
÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå. Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêè ýòèõ çàäà÷. Õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî �(G) ãðàôà G � íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî òàê
ïîêðàñèòü (ïðàâèëüíûì îáðàçîì) âåðøèíû G, ÷òî ëþáûå äâå åãî ñîñåäíèå
âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Â çàäà÷å î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî çàäàâàåìîãî ãðàôà
G íå áîëüøå, ÷åì ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî k. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è î ðåáåð-
íîé k-ðàñêðàñêå àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå çàäà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå
(òîëüêî â íåé ôèãóðèðóåò õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ � ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðàâèëüíîãî îêðàøèâàíèÿ ðåáåð ãðàôà). Çà-
äà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå � ¾ïðåäåëüíûå¿ âàðèàíòû çàäà÷ î
k-ðàñêðàñêå. Â çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå (ñîîòâåòñòâåííî, õðîìàòè-
÷åñêîì èíäåêñå) íåîáõîäèìî íàéòè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî (ñîîòâåòñòâåííî,
èíäåêñ) çàäàííîãî ãðàôà.
Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí êîíñòðóêòèâíîìó äîêàçàòåëüñòâó êîíòèíóàëü-

íîñòè ãðàíè÷íûõ ñèñòåì äëÿ âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî âàðèàíòîâ çàäà÷è î
3-ðàñêðàñêå (òåîðåìà 4.1). Òåì ñàìûì, äîêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâî-
âàíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ7.
Â òðåòüåì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ îäíî ñâîéñòâî íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ

ãðàíè÷íîé ñèñòåìû äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå (ëåììà 4.9).
Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ (÷àñòè÷íî êîíñòðóêòèâíî), ÷òî äëÿ

ëþáîãî k � 3 ãðàíè÷íûå ñèñòåìû äëÿ âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî âàðèàíòîâ
çàäà÷è î k-ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè (òåîðåìû 4.2 è 4.3). Òåîðå-
ìû 4.1, 4.2 è 4.3 íàòàëêèâàþò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå ñèñòåìû äëÿ
çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå ñëèøêîì ñëîæíî óñòðîåíû è ïîýòîìó ïîïûòêè äàòü èõ
ïîëíûå îïèñàíèÿ, ïî-âèäèìîìó, çàâåäîìî îáðå÷åíû íà íåóäà÷ó.
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Â ïÿòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ îáùèå ÷åðòû è îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãðà-
íè÷íûõ ñèñòåì äëÿ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå è äëÿ çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñ-
ëå è èíäåêñå. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé
3-ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå
(òåîðåìà 4.4). Ïî òåîðåìå 4.5 ïðè ëþáîì k > 3 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ãðà-
íè÷íûõ êëàññîâ äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ
çàäà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå), êàæäûé èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íè÷íûì äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ çàäà÷è
î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå). Ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì
÷èñëå íå îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè ñèñòåìàìè äëÿ çàäà÷ î âåðøèííîé k-
ðàñêðàñêå. Èìåííî, êëàññ co(D) = fG : G 2 Dg ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ
çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î
âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå íè ïðè êàêîì k (òåîðåìà 4.6). Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4
îïóáëèêîâàíû â [3; 5; 7; 12; 15; 22].

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà, â îñíîâíîì, óñïåøíîé äåìîíñòðàöèè ìåòîäà ¾êðè-
òè÷åñêîãî¿ êëàññà ãðàôîâ � ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè êëàññîâ ãðàôîâ èç
íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîãî ñåìåéñòâà ïî ñëîæíîñòè çàäà÷è
ÐÑÐ.
Â ïåðâîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîëó÷åííûå â ïÿòîé ãëàâå ðå-

çóëüòàòû.
Âî âòîðîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå êëàññû ãðàôîâ ÿâëÿ-

þòñÿ ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè è ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Combi ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ äîáàâëåíèåì ê K2;i ðåáðà,

èíöèäåíòíîãî îáåèì âåðøèíàì ñòåïåíè i. Ãðàô Cami � ãðàô, ïîëó÷àåìûé
ñîåäèíåíèåì ðåáðàìè âåðøèíû ñòåïåíè i ãðàôà Si ñî âñåìè åãî ëèñòüÿ-
ìè. ×åðåç Bat; Comb; Camomile îáîçíà÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ
ìíîæåñòâ

1S
i=1fK2;ig;

1S
i=1fCombig;

1S
i=1fCamig ñîîòâåòñòâåííî. Êëàññ Clique �

ìíîæåñòâî ïîëíûõ ãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîãî ðàçäåëà äîêàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.1. Êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîãî ðàçäåëà îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîå ïîëèíî-
ìèàëüíîå ñâåäåíèå, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íîâûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè ïðèâåäåì íåñêîëüêî
îïðåäåëåíèé.
Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, åñëè H ïîëó÷àåòñÿ ñòÿãèâàíèåì

ðåáåð íåêîòîðîãî ïîäãðàôà ãðàôà G. Êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñè-
òåëüíî ïåðåõîäà ê ìèíîðàì åãî ãðàôîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðíî çàìêíóòûì.
Êëàññ ãðàôîâ X áóäåì íàçûâàòü ìèíîðîì êëàññà Y , åñëè äëÿ ëþáîãî

ãðàôà H 2 X ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G 2 Y , ÷òî H � ìèíîð ãðàôà G.
Ýôôåêòèâíûì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ìèíîðà êëàññà ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ñèëüíîãî ìèíîðà êëàññà ãðàôîâ. Êëàññ X áóäåì íàçûâàòü ñèëüíûì ìè-
íîðîì êëàññà Y , åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
ïðîèçâîëüíîìó ãðàôó H 2 X âû÷èñëÿåò ãðàô G 2 Y è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé íàä íèì, ñîñòîÿùóþ èç ñåðèè óäàëåíèé âåðøèí è ðåáåð, à çàòåì
èç ñåðèè ñòÿãèâàíèé ðåáåð, âûïîëíåíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ãðàôó H.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü X � êëàññ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à ÐÑÐ íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Òîãäà òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò
ëþáîé êëàññ, äëÿ êîòîðîãî X ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì.
Ïðè ïîìîùè òåîðåì 5.1 è 5.2 íåòðóäíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû

5.3.
Òåîðåìà 5.3. Êëàññû Comb; Camomile è Clique ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-

íûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.6 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññû

Bat; Comb; Camomile è Clique ÿâëÿþòñÿ ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè.
Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ òðè êëàññà ãðàôîâ è óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ÐÑÐ-ãðàíè÷íîñòè êëàññà ~T ìîæíî äî-
êàçàòü ãðàíè÷íîñòü êàæäîãî èç íèõ äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ. Ïî ñòðîåíèþ ñâîèõ
ãðàôîâ êàæäûé èç ýòèõ òðåõ êëàññîâ áëèçîê ê êëàññó ~T . Ïîýòîìó ïðèâåäåì
îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ êëàññîâ (âêëþ÷àÿ êëàññ ~T ) ñ åäèíûõ ïîçèöèé.
Àääèòèâíûì çàìûêàíèåì êëàññà X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-
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íûõ ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò X .
1. ~T � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáðà, èíöèäåíòíîãî äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðîé
âåðøèíå ïóòè

2. ~D � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðûì
äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì âåðøèíàì ïóòè

3. T̂ � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðûì
äâóì âåðøèíàì ïóòè, îòñòîÿùèì â ïóòè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2

4. D̂ � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è òðåì ïîñëå-
äîâàòåëüíûì âåðøèíàì ïóòè

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êëàññîâ ãðàôîâ
èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ÐÑÐ è ðÿä
ñëåäñòâèé èç íåå.
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî M êëàññîâ ãðàôîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàñëåä-

ñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X ïðèíàäëåæèòM , åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëî-
âèé:
� íè îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X
� åñëè õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X , òî
õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ è ñèëüíûì ìèíîðîì X .

ÑåìåéñòâîM ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûì. Òàê, êàæäûé ìè-
íîðíî çàìêíóòûé êëàññ ïðèíàäëåæèòM (÷òî ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëå-
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íèÿ) è êàæäûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ åìó òîæå ïðèíàäëåæèò (ëåì-
ìà 5.8). Êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÐÑÐ â ñåìåéñòâåM
ñôîðìóëèðîâàí äàëåå.
Òåîðåìà 5.4. Çàäà÷à ÐÑÐ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ

êëàññà X 2 M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè îäèí èç êëàññîâ
Bat;Star; Comet íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X .
Ïðè ïîìîùè ýòîãî êðèòåðèÿ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÐÑÐ-ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó

îáðàçóþò ðîâíî 10 êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Òåîðåìà 5.5. ÐÑÐ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ

fBat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂g.
Òåîðåìà 5.5 � ïåðâûé ïðèìåð ïîëíîãî îïèñàíèÿ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì äëÿ

çàäà÷ íà ãðàôàõ (ñî âðåìåí ïåðâîé ïóáëèêàöèè4 ïî ãðàíè÷íûì êëàññàì).
Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî, êàêèì îáðàçîì óñòðîåíî ìíîæåñòâî ìè-

íèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ. Ïðè ïîìîùè òåîðåì 5.4 è 5.5 íåòðóäíî
ïåðå÷èñëèòü âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå êëàñ-
ñû è âñå ìèíîðíî çàìêíóòûå ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå êëàññû.
Òåîðåìà 5.6. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ìèíèìàëü-

íûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ. Ýòî Bat;Star; Clique; Comb; Camomile. Åäèí-
ñòâåííûì ìèíîðíî çàìêíóòûì ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì
ÿâëÿåòñÿ êëàññ Comet.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 5, îïóáëèêîâàíû â [8,10,20].

Â ãëàâå 6 äëÿ ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ èññëåäóþòñÿ ýëåìåíòû
ãðàíèöû ìåæäó �-ïðîñòûìè è �-ñëîæíûìè êëàññàìè äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷
�. Òàì, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ âïåðâûå ïðèâîäÿòñÿ
ïîëíûå îïèñàíèÿ ñîâîêóïíîñòåé ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíî-

ñòè ãðàôà êëàññó X (îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ÐÏ[X ]) è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.1. Åñëè X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òî ëþáîé
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ÐÏ[X ]-ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû NP-ïîëíûõ çàäà÷ ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà íàñëåäñòâåííîìó êëàññó.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ãëàâû 6 äîêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ïî îòíîøåíèþ ïîðÿäêà, åñëè îíî íå ñî-
äåðæèò áåñêîíå÷íûõ óáûâàþùèõ öåïåé è áåñêîíå÷íûõ àíòèöåïåé.
Òåîðåìà 6.2. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì êëàññîì è X ÿâëÿåò-

ñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ïî îòíîøåíèþ R� = ¾áûòü ïî-
ðîæäåííûì ïîäãðàôîì¿, òî X ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé �-
ñëîæíûé ïîäêëàññ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà 6.2 íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

ìèíèìàëüíîé �-ñëîæíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êàæäîé èç

êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòü âñå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ
êëàññîâ. Äàííûå çàäà÷è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòàíîâêà k-îãî
÷ëåíà (îáîçíà÷àåìîãî ÷åðåç �k) êîòîðîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â çàäà÷å
�k çàäàíû ãðàô G è îòîáðàæåíèå c : E(G) �! f�1;+1g. Òðåáóåòñÿ íàéòè
òàêîé ïîäãðàô H ãðàôà G, ÷òî H èìååò ïðàâèëüíóþ 3-ðàñêðàñêó âåðøèí
è âåëè÷èíà w(H) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Çíà÷åíèå w(H) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: w(H) = 0, åñëè ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçà-
âèñèìîãî ìíîæåñòâà G ðàâåí k, è w(H) = P

e2E(H)
c(e) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óòî÷íèì, ÷òî ïîä �k-ïðîñòûì ïîíèìàåòñÿ íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ,
äëÿ êîòîðîãî äàííàÿ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè c.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k îïðåäåëèì ñåìåéñòâî êëàññîâ ãðàôîâ

X (k) = fX �1 ;X �2 ; : : : ;X �k g. Äëÿ ëþáîãî 1 � i � k ÷åðåç X �i îáîçíà÷àåò-
ñÿ íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ãðàôîâ

1S
j=1fKi �Kj �Kk�ig (ãäå

Kk �Kj �K0 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì Kk �Kj).
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Òåîðåìà 6.3. Âñå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ �k-ñëîæíûõ êëàññîâ ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì X (k).
Çàäà÷è �1;�2; : : : � ïåðâûå ïðèìåðû çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ óäà-

åòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ.
Òðåòèé ðàçäåë ãëàâû 6 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñâÿçåé ìåæäó ïîíÿòèÿ-

ìè ãðàíè÷íîãî è ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî êëàññîâ ãðàôîâ. Òàì ñôîðìóëè-
ðîâàíû êðèòåðèè î òîì, êîãäà �-ãðàíè÷íûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
�-ñëîæíûì (òåîðåìà 6.4) è êîãäà ìèíèìàëüíûé �-ñëîæíûé êëàññ ÿâëÿ-
åòñÿ �-ãðàíè÷íûì (òåîðåìà 6.5). Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-
ñëîæíûì (ëåììà 6.4). Ìèíèìàëüíûé �-ñëîæíûé êëàññ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì (ïî òåîðåìå 2.12). Ðåçóëüòàòû ãëàâû 6 îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [6; 16].
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