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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
В настоящее время быстро развивается большая область теоретических

и прикладных исследований, связанная с определением неизвестных гра-
ниц физических и искусственных неоднородных сред, наличия раcсеивателя
(неоднородности) в среде, его формы и структуры по наблюдениям за рас-
пространением в таких средах зондирующих естественных или специально
организованных полей (акустических, тепловых, электромагнитных и дру-
гих).

Физический смысл определяемых характеристик рассеивателя может
быть различным. В одном случае регистрируемые параметры несут инфор-
мацию о границе рассеивающей неоднородности и её структуре, в другом о
местоположении или размерах рассеивателя, форма которого известна апри-
орно. Основную роль в получении информации о структуре среды играет
сложная обработка поступающих входных данных (измерение сигналов, по-
лей и т.п.), а также расположение источников и приемников.

Рассмотренные в диссертационной работе постановки обратных задач по-
лучили широкое распространение в сейсморазведке , инженерной геофизике ,
акустике океана, дефектоскопии, геоакустике, физике атмосферы, медицине
и многих других областях.

Цель работы.
Целью диссертации является построение математических моделей опреде-

ления неизвестных границ в неоднородных средах, основанных на примене-
нии интегральных уравнений в численных методах. Программная реализация
предложенных численных методов и проведение вычислительных экспери-
ментов с целью определения их эффективности.

Методы исследования.
В работе исследуются методы применения интегральных уравнений в за-

дачах математической физики наряду с методами решения обратных некор-
ректно поставленных задач, функционального анализа и численного модели-
рования.
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Научная новизна работы.
В работе предложены методы применения интегральных уравнений для

численного решения обратных задач определения неизвестных границ в неод-
нородных средах. Для трехмерной задачи предложен метод определения
структурных неоднородностей по измерениям акустического поля в ограни-
ченной области. Для двумерной задачи разработан метод определения кон-
тура зоны малой проницаемости в плоском слое по измерениям давления в
скважинах, как в стационарном, так и в нестационарном случае. Создано
программное обеспечение, реализующее предложенные методы. Проведены
вычислительные эксперименты, показавшие достаточно высокую эффектив-
ность предложенных методов.

Теоретическая и практическая ценность.
Работа носит теоретический характер, но может найти практическое при-

менение после соответствующей экспериментальной проверки и использова-
ния реальных данных.

Апробация работы.
Основные результаты диссертации докладывались автором на следующих

конференциях и семинарах:
1. Международная конференция «Обратные и некорректно поставленные

задачи». Тема доклада: «Численное решение обратной задачи волновой то-
мографии в нелинейной постановке». Москва. МГУ. 1998 г.

2. Международная конференция «Тихонов и современная математика».
Тема доклада: «Определения границ зон малой проницаемости». Москва.
МГУ. 2006г.

3. Конференция «Современные проблемы вычислительной математики и
математической физики». Тема доклада: « Об определении границы области
по решению внешней начально-краевой задачи для уравнения теплопровод-
ности». Москва. МГУ. 2009г.

4. Конференция «Экономический рост: модели и прогнозирование». Тема
доклада: «Об определении зон малой проницаемости в нефтяном пласте по
давлению в скважинах». Москва. МГУ. ВМК. 2010г.

5. Конференция Ломоносовские чтения-2013».Тема доклада: «Определе-
ние границы локальной неоднородности по измерениям акустического поля
». Москва. МГУ. ВМК. 2013г.
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6. Научно-исследовательский семинар кафедры математической физики
факультета ВМК МГУ им.М.В. Ломоносова.

Публикации.
Результаты диссертации представлены в 10 работах, список которых при-

веден в конце автореферата [1-10], из них 6 работ опубликованы в журналах
из перечня ВАК.

Структура и объём работы.
Диссертация содержит введение, три главы и список литературы. Гла-

вы разделены на параграфы: первая глава состоит из четырех параграфов,
вторая - из пяти параграфов, третья - из четырех параграфов. Список лите-
ратуры содержит 70 наименований. Объем диссертации - 93 страницы.

Содержание диссертации

Диссертация посвящена разработке методов определения неизвестных гра-
ниц в неоднородных средах. Рассматриваются как стационарные, так и неста-
ционарные математические модели для определения границ неоднородно-
стей. Методы решения каждой из этих обратных задач можно разбить на
два направления: решение обратных задач в нелинейной постановке, когда
учитывается сложная структура рассеянного поля и многократное переот-
ражение волн и построение линеаризованных моделей (приближение одно-
кратного рассеяния ( борновское приближение), рентгеновская томография
и т.п.

Для всех предложенных методов в качестве тестов использовались реше-
ния прямых задач для простых неоднородностей (сфера, круг) выписанных
аналитически.

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, ставятся це-
ли диссертационного исследования, приводится обзор работ, посвященных
решению обратных задач определения неизвестных границ в неоднородных
средах, методам их линеаризации, регуляризирующим алгоритмам.

В главе 1 рассматривается обратная задача определения неизвестных ха-
рактеристик рассеивающей неоднородности по наблюдениям скалярного вол-
нового поля, возбуждаемого некоторым источником. Конечные области S и
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P , где расположены источники и происходит измерение полей рассеянных
неоднородностью, не пересекаются с областью H, содержащей рассеиватель,
и зависят от постановки эксперимента. Задача рассматривается в волновом
приближении и решение ищется в трехмерном пространстве R3. Рассмотрена
граничная задача для уравнения Гельмгольца с условиями сопряжения на
границе неоднородности ∂H для функции u(r, s, ω) и ее нормальных произ-
водных, где n - внешняя нормаль к границе:

∆u(r, s, ω) + k2
0u(r, s, ω) = f(ω)δ(r− s), r вне H,

∆ u(r, s, ω) + k2(r, ω)u(r, s, ω) = 0, r в H,
[u(r, s, ω)] = 0, [∂u(r,s,ω)

∂n ] = 0, r ∈ ∂H,
u(r, s, ω) = O( 1

|r|),
∂u(r,s,ω)
∂|r| − ık0u(r, s, ω) = o( 1

|r|), | r |→ ∞,

(1)

здесь ω - частота, функция δ(r− s)f(ω) описывает возмущение среды точеч-
ным источником, расположенным в точке s ∈ S ⊂ R3, [·] - обозначает разрыв
значений функций на границе раздела сред. Коэффициент k(r, ω) содержит
всю информацию о неоднородности:

k2(r, ω) =

(
ω

c(r)

)2

+
∆ρ(r)

2ρ(r)
− 3

(
grad ρ(r)

2ρ(r)

)2

.

Предполагаем, что среда однородна вне сферы достаточно большого радиуса:

lim
r→∞

k(r, ω) = − lim
r→∞

ω

c(r)
= −ω

c0
= k0, c0 = lim

r→∞
c(r).

Обратная задача сводится к нахождению коэффициента k(r, ω) во втором
уравнении системы (1). Подобная постановка задачи распространена в зада-
чах зондирования. Обратная задача решалась в предположении, что плот-
ность постоянна (ρ(r) = ρ0) и известна везде в R3. Обозначим вторичное (от-
раженное неоднородностью) поле, измеряемое в области расположения при-
емников

u(r, s, ω)− u0(r, s, ω)|r∈P = U(r, s, ω).

От дифференциальной задачи (1) перейдем к интегральным уравнениям для
неизвестных функций ξ(r) и u(r, s, ω), r ∈ H, запишем их отдельно для r ∈ H
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и r ∈ P :
u(r, s, ω)− u0(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(x, r, ω) ξ(x)u(x, s, ω)dx, r ∈ H

U(r, s, ω) = ω2
∫
H

G(x, r, ω) ξ(x)u(x, s,ω)dx, r ∈ P,
(2)

где функция ξ(r) = c−2
0 − c−2(r),

G(r, s, ω) = − 1

4π|r− s|
exp(ı

ω

c0
|r− s|)

- функция Грина для уравнения Гельмгольца. Тогда поле первичных источ-
ников примет вид:

u0(r, s, ω) =

∫
S

G(r,x, ω)f(ω)δ(x− s)dx.

Запишем систему (2) в операторном виде:{
F1 (u(ξ), ξ) = u−Hξu− u0 = 0,

F2 (u(ξ), ξ) = Pξu− U = 0,
(3)

где интегральные операторы H и P определены следующим образом:

Hv(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(r,x, ω)v(x, s, ω)dx, r,x ∈ H,

Pv(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(p,x, ω)v(x, s, ω)dx, r ∈ H, p ∈ P.

Рассмотрим абстрактный аналог системы (3) в виде операторного уравнения

F (x) = 0, где x =

[
u

ξ

]
- вектор неизвестных. Для его решения использо-

ван итеративно регуляризованный метод Ньютона-Гаусса, на каждом шаге
которого минимизируется по x функционал:

φ(αn,xn,x) = ‖F (xn) + F
′
(xn)(x− xn)‖2 + αn‖x‖2,
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где αn-параметр регуляризации. Выпишем итерационный процесс для неиз-
вестной функции ξ(r):

ξn+1 = ξn − ((F
′

2n)
∗ · F ′

2n + αnI)−1((F
′

2n)
∗ · F2n(u(ξn), ξn) + αn(ξn)), (4)

здесь F
′

2n = F
′

2(xn). При начальном приближении ξ0 = 0 из уравнения
F1(u(ξ), ξ) = 0 находим u(ξ0) = u0, тогда из (3) следует, что F2(u0, 0) = −U ,
подставляем в (4) и вычисляем ξ1 и т.д. Следует заметить, что первый шаг
итерационного метода совпадает с решением обратной задачи в борновском
приближении Pu0ξ = U . На рисунке 1 приведены результаты расчетов, ко-

Рис. 1: Результаты вычислительного эксперимента определения неизвестных характеристик неоднород-
ности по измерениям акустического поля.

торые проводились на основе модельных данных прямой задачи с внесен-
ной погрешностью. Источники располагались в точках: (0,0,0), (200,200,0),
измерения проводились на сетке приемников 25x25, покрывающих область
800x800 при z = 0. Лоцируемая область размером 200x200x200 находилась
на глубине 70, в ней имелась неоднородность 90x20x90, ω=400Гц (что соот-
ветствует длине волны 4,5 метра).
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В первой главе также рассмотрены методы линеаризации выше постав-
ленной задачи: борновское приближение и низкочастотная асимптотика для
уравнения Гельмгольца.

К борновскому приближению приводит замена во втором уравнении си-
стемы (2) неизвестных вторичных источников в областиH на первичное поле,
тогда для нахождения неизвестной функции ξ(r) получим уравнение:

U(p, s, ω) = ω2

∫
H

G(p,x, ω) · ξ(x) · u0(x, s, ω)dx,

где u0 - поле первичных источников.
Рассматривая низкочастотную асимптотику (ω → 0) для уравнение

Гельмгольца приходим к интегральному уравнению для нахождения неиз-
вестной функции ξ(r):

U(r, s) =

∫
H

ξ(x)

| r− x | | x− s |
dx, (5)

где r ∈ P, s ∈ S. Полученное уравнение (5) является линейным интеграль-
ным уравнением I рода относительно неизвестной функции ξ(x).

При проведении численных расчетов использовался регуляризированный
метод простой итерации:

ξn+1 = ξn − µA∗(Aξn − u), 0 < µ <
2

‖A∗A‖
, (6)

где

Aξ =

∫
H

ξ(x)

| r− x || x− s |
dx.

Как видно, и борновское приближение, и низкочастотная асимптотика для
уравнения Гельмгольца, приводят к решению интегрального уравнения
Фредгольма первого рода для нахождения неизвестной функции ξ(x). Дан-
ная задача является некорректной, для ее решения используются методы
регуляризации.
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Применение борновского приближения для решения обратной задачи воз-
можно только для "слабых"рассеивающих неоднородностей. Неоднородность
рефракционного типа является слабой, если ее характеристики удовлетворя-
ют неравенству:

amax
c(r)− c0

c(r)
<< λ,

где amax - максимальный размер неоднородности, а λ - длина волны лоциру-
ющего поля. В работе приводятся результаты численных расчетов с исполь-
зованием методов линеаризации.

Глава 2 посвящена построению численного метода решения обратной за-
дачи определения границы зоны малой проницаемости в нефтяном пласте
для установившегося давления в скважинах.

При эксплуатации нефтяного месторождения важно знать расположение
зон малой проницаемости, где бурение новых скважин нецелесообразно. Из-
мерение давления в ранее пробуренных скважинах дает возможность опре-
делить границы зон малой проницаемости в нефтяном пласте, что помога-
ет избежать ошибочного бурения скважин. Рассматривается математическая
модель распределения давления P k(x, y) внутри слоя, не меняющегося попе-
рек, при одной k-ой работающей скважине.

∆P k(x, y) = −Pk · δ(x− xk) · δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\S, (7)

∂P k(x, y)

∂n

∣∣∣∣
(x,y)∈C

= 0, (8)

P k(x, y)− u0(x, y)→ P0,
√
x2 + y2 →∞, , (9)

где C - контур зоны полной непроницаемости S, фиксированная точка Mk =

(xk, yk), k ∈ [1, K] - координаты устья скважин, Pk - давление в устье k - ой
скважины, n- единичный вектор внешней нормали к границе C, P0 - фикси-
рованное число.

u0(M) =
Pk
2π
· ln 1

ρ(M,Mk)
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- первичное поле, т.е. фоновое давление в точке M с координатами (x, y)

создаваемое точечным источником Mk с координатами (xk, yk) в отсутствии
зоны непроницаемости. На большом расстоянии от исследуемой области, дав-
ление равно постоянному пластовому давлению P0.

Обратная задача: определить контур C по измеренным давлениям в за-
крытых скважинах: P k(xm, ym),m ∈ [1, K].

Решение задачи (7)-(9) ищем в виде: P k(M) = P0 + u0(M) + u(M), где
u(M) - давление, возникающее в результате наличия зоны непроницаемости
S, а P0 - пластовое давление, тогда задачу (7)-(9) можно сформулировать,
как внешнюю задачу Неймана для функции u(M) :

∆u(M) = 0, (10)

∂u(M)

∂n

∣∣∣∣
C

= − ∂u0(M)

∂n

∣∣∣∣
C

, (11)

u(M)→ 0 на бесконечности.
Для того чтобы удовлетворить условию u(M ;C) → 0 на бесконечности,

решение задачи (10)-(11) представляется в виде:

u(M) =
Pk
2π
·
∮
C

µ(M0) ln
ρ(M,O)

ρ(M,M0)
dlM0

, (12)

где ρ(M,O) - расстояние между точками M и O, µ(M0) - плотность потен-
циала, действительная функция, определенная на контуре C, точка O - про-
извольная фиксированная точка в области неоднородности S , не принад-
лежащая контуру C, расстояние ρ(M,O) 6= 1. Таким образом, выбор точки
O зависит лишь от области S. Выражение (12)является решением уравне-
ния Лапласа и стремиться к нулю на бесконечности, так как ρ(M,O)

ρ(M,M0) → 1

при M → ∞. Полученная задача сводится к интегральному уравнению для
µ(M):

1

2
µ(M)−

∮
C

µ(M0)H(M,M0)dlM0
= f(M,Mk), где (13)

H(M,M0) =
∂

∂nM
ln

ρ(M,O)

ρ(M,M0)
,
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f(M,Mk) =
∂

∂nM
ln

1

ρ(M,Mk)
.

Таким образом, при заданном контуре C решение задачи (7)-(9), а следова-
тельно и задачи (10)-(11), сводится к решению интегрального уравнения.

На основании алгоритма расчета u(M), строится численный метод опре-
деления контура C. Ряд модельных расчетов показал, что параметры конту-
ра C, описываемого кривой c небольшим числом параметров, определяются
достаточно устойчиво.

В диссертации построен итерационный процесс для нахождения неизвест-
ной границы, когда последовательно решаются уравнения (12) и (13). Мо-
дельные расчеты проводились для случая, когда контуром C является раз-
вернутый на угол π

4 относительно центра координат, эллипс:

r(ϕ) =
ab√

a2 sin2(ϕ) + b2 cos2 ϕ
=

aε√
a2 sin2(ϕ) + ε2 cos2 ϕ

(14)

где a, b - полуоси эллипса, а ε = b/a-эксцентриситет эллипса. При решении

Рис. 2: Результаты вычислительного эксперимента определения контура зоны малой проницаемости (ста-
ционарный случай).

модельной задачи источник располагался в скважине с координатами (0.0,
2.0). При этом считалось, что 7 точек измерения находятся на окружности
радиуса Ru, т.е. Rm = Ru = 2 для любогоm ∈ [1, 7k] и шагом π/4. На рисунке
2 сплошной чертой изображен контур эллипса с полуосями a = 1.5, b = 0.8,
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а пунктиром изображен восстановленный контур по 25 точкам. В качестве
начального приближения бралась окружность с радиусом 1.

В главе 3 рассматривается итерационный метод численного решения за-
дачи определения границы неоднородности в плоском слое, когда в качестве
входной информации для восстановления границы используются нестацио-
нарные данные о давлении в скважинах, что позволяет уменьшить количе-
ство используемых измерений для решения обратной задачи.

Рассмотрим следующую задачу для уравнения теплопроводности:

∂P
∂t

= ∆P + fk(t)δ(x− xk)δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\D, t > 0,

∂P
∂n

∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 0,

lim√
x2+y2→+∞

P (t, x, y) = P0,

P (0, x, y) = P0,

(15)

гдеD – односвязная область c ляпуновской границей Γ, n – единичный вектор
нормали к Γ, направленный внутрь D, (xk, yk) ∈ R2\D – фиксированная
точка, P0 – фиксированное число.

Рассмотрим конечный набор точек (xl, yl) ∈ R2\D, l = 1, n и обозначим
через P (t, xl, yl, xk, yk) решение задачи (15) в этих точках.

Обратная задача заключается в определении контура Γ по известным при
t > 0 функциям fk(t) и P (t, xl, yl, xk, yk), где k ∈ K ⊆ 1, 2, ..., n, l = 1, n, l 6= k.

Предположим, что давление в нефтяном пласте не изменяется поперек
пласта, а проницаемость в нем постоянна, за исключением области D полной
непроницаемости, размеры которой малы по сравнению с размерами пласта.
В точках, имеющих координаты (x1, y1), ... ,(xn, yn), расположены n сква-
жин, при этом в скважине (xk, yk), 1 ≤ k ≤ n, создается давление, изме-
няющееся по закону fk(t). До начала работы скважины (xk, yk), при всех
t > 0 на большом расстоянии от исследуемой области давление в пласте рав-
но некоторому постоянному пластовому давлению P0. В этом случае давление
P (t, x, y, xk, yk) в точке (x, y) в момент времени t вне зоны непроницаемости
является решением задачи (15).

Рассмотрим задачу (15) при произвольном фиксированном k ∈ K. Пусть
M иM0 - точки с координатами (x, y) и (xk, yk) соответственно. Введем функ-
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цию P̂ (t,M,M0) = P (t,M,M0)−P0 и применяя преобразование Лапласа для
u(p,M,M0) получим следующую задачу:

∆u− pu = −F (p)δ(x− xk)δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\D, Re p > 0,

∂u
∂n

∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 0,

lim√
x2+y2→+∞

u(p,M,M0) = 0.

(16)

Отметим, что при p > 0 из принципа максимума следует единственность
решения задачи (16). При p = s2 > 0 фундаментальным решением опера-
тора ∆ − s2 в R2, стремящимся к нулю на бесконечности, является функ-
ция − 1

2πK0(s
√
x2 + y2), гдеK0(z) – функция Макдональда нулевого порядка.

При p = s2 > 0 решение (16) представим в виде

u(p, x, y, x0, y0) =
1

2π
K0(s · ρ(M,M0))F (s2) + v(s,M,M0),

где ρ(M,M0) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, а функция v(s,M,M0) является ре-
шением задачи

∆v − s2v = 0, M ∈ R2\D, s 6= 0,

∂v
∂n

∣∣∣
M∈Γ

= −F (s2)
2π

∂K0(s · ρ(M,M0))
∂n

∣∣∣∣
M∈Γ

,

lim√
x2+y2→+∞

v(s,M,M0) = 0.

(17)

Решение задачи (17) представим в виде потенциала простого слоя

v(s,M,M0) =

∫
Γ

K0(s · ρ(M,N))µ(N,M0) d lN , (18)

с непрерывной плотностью µ(N,M0), удовлетворяющей уравнению :

µ(N,M0)+
1

π

∫
Γ

∂K0(s · ρ(N,Q))

∂nQ
µ(Q,M0) d lQ = −F (s2)

2π

∂K0(s · ρ(N,M0))

∂nN

(19)
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при (N ∈ Γ). Вычисление неизвестной границы неоднородности состоит из
двух этапов: определение начального приближения искомого контура; по-
строение итерационной процедуры для отыскания неизвестного контура с
заданной точностью. В диссертационной работе построен итерационный про-
цесс с использованием уравнений (18) и (19).

Рис. 3: Результаты вычислительного эксперимента определения неизвестных границ в неоднородном плос-
ком слое (нестационарный случай).

На рисунке 3 приведен результат решения обратной задачи для случая,
когда контур Γ задается функцией h(ψ) = 6 + 0, 4 cos 3ψ + 0, 4 sin 3ψ (изоб-
ражен сплошной линией).

Пунктиром изображен восстановленный контур. Точки (xl, yl), l = 1, 12

были расположены с шагом π/6, начиная с точки (8.0, 0) на окружности 8 с
центром в начале координат, множество K равнялось {1, 8}, f1(t) = f8(t) =

1, p1 = s2
1 = 0, 1, p2 = s2

2 = 0, 2 В качестве значений v(s, xl, yl, x0, y0) бы-
ли взяты результаты численного решения соответствующей прямой задачи.
Источник располагался в точке (8.0, 0). Начальным приближением h0 была
выбрана окружность с центром в начале координат радиуса 4.

В заключении сформулированы основные результаты, полученные в дис-
сертационной работе.
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Основные результаты

1. Разработаны методы применения интегральных уравнений для числен-
ного решения обратных задач определения неизвестных границ в неоднород-
ных средах.

2. Предложен и численно исследован метод определения структурных
неоднородностей по измерениям акустического поля в ограниченной области
в трехмерном пространстве.

3. Разработан и программно реализован метод определения контура зоны
малой проницаемости в плоском слое по измерениям давления в скважинах,
как в стационарном, так и в нестационарном случае.
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