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ВВЕДЕНИЕ

Ãèäðî- è ãàçî-äèíàìèêà íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ÿâëÿþòñÿ îäíèìè âàæíåé-

øèõ èç íàèáîëåå ñëîæíûõ îòðàñëåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Çàäà÷è,

êàñàþùèåñÿ ýòèõ îáëàñòåé, âñòðå÷àþòñÿ ïîâñåìåñòíî è â îãðîìíîì äèàïàçîíå

ìàñøòàáîâ, íà÷èíàÿ îò óðîâíÿ æèâîé êëåòêè, êîòîðàÿ áîëüøåé ÷àñòüþ ñîñòîèò

èç âîäû, çàêàí÷èâàÿ ïîâåäåíèåì àòìîñôåðû è çâåçäíîé äèíàìèêîé. Äëÿ îïè-

ñàíèÿ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé íà êàæäîì èç óðîâíåé òðåáóåòñÿ ñâîÿ àäåêâàòíàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íå óïó-

ñòèòü õàðàêòåðíûå äëÿ èññëåäóåìîãî ìàñøòàáà ýôôåêòû è, âìåñòå ñ òåì, íå

ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíîé äëÿ ðåøåíèÿ.

Ðàííèå ïîïûòêè îáúÿñíèòü òå÷åíèå âîäû îòíîñÿò åùå ê XVII âåêó. Îíè áûëè

ïðåäïðèíÿòû òàêèìè ó÷åíûìè, êàê Ýâàíäæåëèñòà Òîððè÷åëëè, Ýäìå Ìàðèîò-

òîì è Äîìåíèêî Ãóëüåëüìèíè åùå â äîíüþòîíîâñêóþ ýïîõó. Ïîñëå ïðèíÿòèÿ íà-

ó÷íûì ñîîáùåñòâîì îòêðûòûõ Èñààêîì Íüþòîíîì çàêîíîâ íà÷àëàñü íîâàÿ ýðà

â ôèçèêå, è îïèñàíèå òå÷åíèé ïåðåøëî íà êà÷åñòâåííî íîâûé óðîâåíü, ÷òî ïîðî-

äèëî ïðåäñòàâëåíèå î æèäêîñòè, êàê î ñïëîøíîé ñðåäå. Àâòîðîì ïåðâîé ïîäîá-

íîãî ðîäà ìîäåëè, íå ó÷èòûâàþùåé íè âÿçêîñòü ñðåäû, íè åå ñæèìàåìîñòü, ñòàë

Ëåîíàðä Ýéëåð. Äàëåå ðàçâèòèå ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðèâåëè ê ñèñòåìå óðàâíå-

íèé ãàçîâîé äèíàìèêè, íàçâàííîé â åãî ÷åñòü. Çàòåì äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü íå

òîëüêî íîðìàëüíûå (äàâëåíèå), íî è êàñàòåëüíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåí-

òàðíûé îáúåì æèäêîñòè, Àíðè Íàâüå ââåë ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé êîýôôèöèåíò,

òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, ýòî ïîçâîëèëî êîððåêòíî îïèñàòü "ïåðåìåøèâàíèå"

æèäêîñòè. Áîëüøîé âêëàä â èññëåäîâàíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû âíåñ Äæîðäæ
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Ñòîêñ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà áûëà íàçâàíà óðàâíåíèÿìè Íàâüå - Ñòîêñà.

Ìåæäó òåì, ê ñåðåäèíå XIX âåêà íà÷àëà ôîðìèðîâàòüñÿ ìîëåêóëÿðíî - êè-

íåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ (Êðåíèã, Êëàçèóñ), ïîñòóëèðóþùàÿ òðè îñíîâíûõ ïîëîæå-

íèÿ: âñå òåëà ñîñòîÿò èç ÷àñòèö, ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â íåïðåðûâíîì õàîòè÷å-

ñêîì (òåïëîâîì) äâèæåíèè, ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþ äðóã ñ äðóãîì ïóòåì àá-

ñîëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé. Ìàêñâåëë ïðèìåíèë ê ýòîé òåîðèè ñîîáðàæåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ââåäÿ ðàñïðåäåëåíèå ìîëåêóë ãàçà ïî ñêîðîñòÿì.

Íåîáõîäèìîñòü êèíåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñòàëà ïîíÿòíà èç èññëåäîâàíèé âçàèìî-

äåéñòâèÿ òå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé. Â ðåçóëüòàòå îïûòîâ è èõ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà,

ïðîäåëàííûõ Ñòîêñîì (1851) è Ìàêñâåëëîì (1879), áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëî-

âèÿ ïðèëèïàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðíûìè, òîëüêî åñëè ñðåäà íå ðàçðåæåíà. Ê êîíöó

XIX âåêà Ëþäâèã Áîëüöìàí, îáîáùàÿ âñå ýòè ðåçóëüòàòû, âûâåë ñâîå çíàìåíè-

òîå óðàâíåíèå [37] è, òåì ñàìûì ïîðîäèâ íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé. Îíî

èçâåñòíî, êàê øåñòàÿ èç ïðîáëåì Ãèëüáåðòà, ïðåäñòàâëåííûõ èì íà Ìåæäóíà-

ðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â 1900 ãîäó â Ïàðèæå, è ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè

"ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé âåäåò îò àòîìèñòè÷åñêîãî âè-

äåíèÿ ê çàêîíàì äâèæåíèÿ êîíòèíóóìà" à èìåííî, ïîëó÷åíèè åäèíîãî îïèñàíèÿ

ãàçîâîé äèíàìèêè, âêëþ÷àÿ âñå óðîâíè ýòîãî îïèñàíèÿ.

Ìíîãèå ñîâðåìåííûå íàó÷íûå è èíæåíåðíûå çàäà÷è â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê

èññëåäîâàíèå êîñìîñà, âàêóóìíûå òåõíîëîãèè, ðàçðàáîòêà è ïðîåêòèðîâàíèå

ìèêðî-ýëåêòðî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ òå÷åíèé íà âñåõ

óðîâíÿõ îò ìèêðî- äî ìàêðî-ìàñøòàáà. Ñîñòîÿíèå äåë òàêîâî, ÷òî èìåþùèå-

ñÿ íà ðûíêå äîðîãîñòîÿùèå ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì òàêèå, êàê FLUENT,

OpenFOAM èëè ANSYS, íåñìîòðÿ íà èõ îãðîìíûå âîçìîæíîñòè, ïîçâîëÿþ-

ùèå èñïîëüçîâàòü ìèëëèîíû òî÷åê ñåòêè, åå àäàïòàöèþ ê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,

èçîùðåííûé ñåðâèñ äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ, òåì íå ìåíåå, íå ñïðàâëÿþòñÿ â ïîë-

íîì îáúåìå ñ çàäà÷àìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû èíæåíåðàì äëÿ îïòèìèçàöèè êîí-

ñòðóèðóåìûõ èçäåëèé.Òðåáóåòñÿ âñå áîëüøàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, âñå áîëü-

øåå êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
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äàííûìè, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàê ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ñóùåñòâóþùèõ

àïðîáèðîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, òàê è ïåðåõîäà ê èåðàðõè÷åñêèì,

ãèáðèäíûì, ìíîãîìàñøòàáíûì (multiscale), ìíîãîñåòî÷íûì (multigrid) ìåòî-

äàì [33, 59, 87, 85, 70, 61, 75, 64]. Ýòà òåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ âåäóùåé âî âñåõ

æóðíàë ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Ê ñëîâó, SIAM (Society for Industral and

Applied Mathematics) âûïóñêàåò íîâûé ìåæäèñöèïëèíàðíûé æóðíàë Multiscale

Modeling and Simulation, ïîñâÿùåííûé òàêîãî ñîðòà ïðîáëåìàì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìàòèêà âîçíèêàåò òåîðåòè÷åñêè â ëþáîé çàäà÷å, ðå-

øàåìîé ÷èñëåííî. Íèêàêîé ìîùíîñòè êîìïüþòåðîâ íå õâàòèò, ÷òîáû ðåøàòü

çàäà÷è òîëüêî íà ìèêðîóðîâíå. Ýòîãî è íå íóæíî: ìíîãèå ïðîöåññû âïîëíå

äîñòàòî÷íî èçó÷àòü â èõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïîíÿòíî, ÷òî â çàäà÷àõ, ðåøàåìûõ íà ìàêðîóðîâíå, ÷à-

ñòî ïðèñóòñòâóþò îáëàñòè, â êîòîðûõ íåëüçÿ îáîéòèñü áåç ìèêðîñêîïè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäîáëàñòåé, èëè

äåêîìïîçèöèèè îáëàñòè, è ñîãëàñîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ êàê

ôèçè÷åñêóþ, òàê è âû÷èñëèòåëüíóþ, îñíîâó. Ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ èåðàðõè÷å-

ñêèõ àëãîðèòìîâ âî ìíîãîì çàâèñèò îò êà÷åñòâà ïåðåõîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé.

Ðåæèì òå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì Êíóäñåíà (𝐾𝑛), ôèçè÷åñêèé ñìûñë

êîòîðîãî - ýòî îòíîøåíèå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóëû ê õàðàêòåðíîìó

ðàçìåðó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ýòîé õàðàêòåðèñòèêîé è îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-

âîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîé èëè èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñà-

íèÿ ãàçà (èëè æèäêîñòè). Ãëîáàëüíî âûäåëÿþò òðè ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçíûì äèàïàçîíàì èçìåíåíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà: ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû

(𝐾𝑛 < 0.01), ïåðåõîäíûé ðåæèì (0.01 < 𝐾𝑛 < 10), ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîå òå-

÷åíèå (𝐾𝑛 > 10). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü ïåðåõîäíûé ðåæèì,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ãàçó íå íàõîäÿùåìóñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.

Ðàññìàòðèâàåìîå íàìè íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîç-

íèêëî è ðàçâèâàåòñÿ â îòâåò íà ïîòðåáíîñòü ñîçäàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñðåäñòâ ìà-
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òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì áîëüøîãî ÷èñ-

ëà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàçíîé ïðèðîäû. Â ýòîé ðàáîòå ìû íå ñëó÷àéíî

àêöåíòèðóåì íàøå âíèìàíèå èìåííî íà ìåçî-ìîäåëÿõ, îíè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå

è áîëåå âîñòðåáîâàííûìè â èíäóñòðèè íå òîëüêî êàê ÷àñòü ìíîãîìàñøòàáíûõ

ñêâîçíûõ àëãîðèòìîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ â àýðîêîñìè÷åñêîé îáëàñòè

èëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìèêðî-ýëåêòðî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, íî è ñàìè ïî ñå-

áå, íàïðèìåð, â îáëàñòè ìèêðîôëóèäèêè, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ñîçäàíèè

ðàçëè÷íîãî ðîäà õèìè÷åñêèõ àíàëèçàòîðîâ. Äëÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷ ìèêðîñêî-

ïè÷åñêèå ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ ñëèøêîì äîðîãèìè ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëü-

íîé ñëîæíîñòè, à ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû íå ïîçâîëÿþò âûëàâëèâàòü "òîíêèå"

ýôôåêòû íåðàâíîâåñíîãî ãàçà, ñòàíîâÿùèåñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðè ÷èñëàõ Êíóä-

ñåíà, ïîðÿäêà 0,1. Íà VI Åâðîïåéñêîì Êîíãðåññå ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì

â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ è òåõíèêå ECCOMAS 2012 áûëà âûäåëåíà îòäåëüíàÿ ñåê-

öèÿ äëÿ îáñóæäåíèÿ òàêîãî ðîäà ìîäåëåé è ìåòîäîâ, òàì àâòîðîì áûë ñäåëàí

äîêëàä.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â íàøè äíè íåâîçìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü

áåç èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ, êîòîðûå ìîãóò îáëàäàòü ðàç-

ëè÷íûìè àðõèòåêòóðàìè è îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ïî ìíîãèì ïàðàìåòðàì,

òàêèì êàê îðãàíèçàöèÿ ïàìÿòè, òîïîëîãèÿ è ìîùíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ. Êàê îòìå÷àåò â ñâîèõ äîêëàäàõ Äæåê Äîíãàððà [50], â ïîñëåäíèå ãîäû

îñíîâíîé òåíäåíöèåé â êîíñòðóèðîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñòàíîâèòñÿ èñïîëü-

çîâàíèå óñêîðèòåëåé, êîòîðûå ïðèçâàíû óâåëè÷èòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæ-

äîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òåõíîëîãèé, ñïîñîáíûõ ðå-

øàòü òàêóþ çàäà÷ó. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ClearSpeed è IBM Cell óñòóïàþò ìåñòî

Xeon Phi è ðàçëè÷íîãî ðîäà âèäåîóñêîðèòåëÿì (GPU) (çäåñü áåçóñëîâíûì ëè-

äåðîì ÿâëÿåòñÿ êîìïàíèÿ NVidia). Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå GPU

äëÿ âû÷èñëåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé è òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñïåöèàëü-

íûõ àëãîðèòìîâ, òàêæå, íå ëþáàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ýô-

ôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëåíà äëÿ àðõèòåêòóðû SIMD (single instruction multiple
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data), êîòîðàÿ ïîäðàçóìåâàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îäèíàêîâûõ êîìàíä

äëÿ ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ äàííûõ. Òåì íå ìåíåå, äàííàÿ òåõíîëîãèÿ óñïåøíî

ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Îäíîé èõ òàêè

îáëàñòåé ñëóæèò ñòîõàñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èëè ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäàìè

Ìîíòå - Êàðëî [30].

Ìíîãèå çàäà÷è â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðî - è ãàçî - äèíàìèêè ðåøà-

þòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ

êàê ïîëîæåíèÿ, òàê è ñêîðîñòè, ÷òî äàåò áîëåå ïîëíóþ è òî÷íóþ èíôîðìàöèþ

î ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

Методы решения микроскопических уравнений

Прямое статистическое моделирование

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ãàçà ïðè óìå-

ðåííûõ è áîëüøèõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Direct Simulation

Monte Carlo (DSMC). Ýòîò ïîäõîä âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí Ã. Áåðäîì [15, 13, 41]

è â ïîñëåäñòâèè ðàçâèò áîëüøèì êîëè÷åñòâîì àâòîðîâ [17, 4, 6, 32, 7, 9, 8, 3,

23, 77, 33, 73, 52, 48, 40, 60, 67, 55]. Íà êîíôåðåíöèè ïî ðàçðåæåííîé ãàçîâîé

äèíàìèêå â 2012 ã. RGD28 öåëàÿ ñåêöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà DSMC. Èäåÿ ìåòîäà

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ìîëåêóë ãàçà ãî-

ðàçäî ìåíüøåé âûáîðêîé, ò.å. âìåñòî 1025 èñïîëüçîâàòü (103 − 106) ìîäåëüíûõ

àãåíòîâ, èõ õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòîëêíîâèòåëüíîé ìîäåëüþ,

ñîîòâåòñòâóþùåé ÿäðó â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé. Êëþ÷åâûìè ìîìåíòàìè äàí-

íîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö è âûáîð

âðåìåíè ñòîëêíîâåíèÿ èëè âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Ìíîãî óñèëèé áûëî ïîòðà÷å-

íî íà ðàçâèòèå ñõåìû ñî "ñ÷åò÷èêîì âðåìåíè" , âûäâèíóòîé ñàìèì Áåðäîì [15].

Ïîçæå, â ðåçóëüòàòå ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, áûëè íàéäåíû ñõåìû,
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îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèé, îáëàäàþùèå ïðè ýòîì ëó÷øèìè ñâîéñòâà-

ìè: "Null - Collision" [65], "Ballot - Box" [17], "Modi�ed - Nanbu" [32], "Majorant

Collision Frequency" [7], "No Time Counter" (NTC) [15]. Ïîñëåäíèé ñòàë íàèáî-

ëåå øèðîêî ïðèìåíÿåìûì. Íåñìîòðÿ íà ïîïóëÿðíîñòü è âîñòðåáîâàííîñòü äàí-

íîãî ñåìåéñòâà ìåòîäîâ, äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá èõ îáîñíî-

âàíèè è êîíòðîëå òî÷íîñòè ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à

î ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà ïðèâåëà ê èíòåíñèâíîìó ðàçâèòèþ öåëîãî ðàçäåëà

òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, à èìåííî, òåîðèè àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ äëÿ

ñêà÷êîîáðàçíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ âîñïðèíÿëà è îäíîâðåìåííî äà-

ëà òîë÷îê ê óãëóáëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

[83, 82, 74, 19, 20, 21]. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ äîâîëü-

íî äîðîãèìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. È, õîòÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà

äàííûõ ìåòîäîâ äàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèò-

ìîâ ñ÷åòà è èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ àðõèòåêòóð, ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà

Êíóäñåíà è ïðèáëèæåíèè ê íèæíåé ãðàíèöå ïåðåõîäíîãî ðåæèìà (𝐾𝑛 0.01) èõ

èñïîëüçîâàíèå âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.

Детерминированные разностные методы

Êàê îòìå÷àþò ìíîãèå ó÷åíûå [87], ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîçâîëèëè ðåøèòü ðÿä î÷åíü ñëîæíûõ è âàæíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî

ãàçà (îñîáåííî äëÿ ñâåðçâóêîâûõ òå÷åíèé), íî ýòè ïîïóëÿðíûå ïîäõîäû, íåñìîò-

ðÿ íà íåñîìíåííûå äîñòîèíñòâà, èìåþò íåäîñòàòêè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ

ñëîæíî ðåøàòü íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è; äîçâóêîâûå òå÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ ìåòîäàìè Ìîíòå � Êàðëî òðåáóþò áîëüøèõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóð-

ñîâ èç � çà ñòàòèñòè÷åñêîãî øóìà; â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêèå

ïîäõîäû ñ òðóäîì ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ íåÿâíûõ ñõåì è äëÿ ñõåì ñ ïîðÿä-

êîì òî÷íîñòè âûøå, ÷åì ïåðâûé; ïîñòðîåíèå ãèáðèäíûõ ñõåì, ãäå ñòàòèñòè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ ñðàùèâàþòñÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè ïî óðàâíåíèÿì Íàâüå
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� Ñòîêñà òðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ôàêòîðîì,

ñïîñîáñòâóþùèì ïîèñêó ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà [87]. Â ñåðèè ñòàòåé, îäíèìè èç ïîñëåäíèõ ñðåäè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

öèòèðóåìûå âûøå ðàáîòû, îïèñûâàþòñÿ âàæíåéøèå ÷åðòû ïîñòðîåíèÿ ïðÿìûõ

ïîäõîäîâ è ïîêàçàíû îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåíèÿ èõ â ìîäåëèðîâàíèè

ðàçëè÷íûõ òå÷åíèé. Ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå òèïû êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì äëÿ

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: ìàêðîñêîïè÷åñêèå, èëè ãèäðîäèíàìè÷åñêèå, è ìèê-

ðîñêîïè÷åñêèå, èëè êèíåòè÷åñêèå. Îïèñûâàþòñÿ ñõåìû êîíñåðâàòèâíîãî ìåòîäà

ðàñùåïëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåòåðìèíèñòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ñ òî÷íûì

èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëàì â îïåðàòîðå ñòîëêíîâåíèé. Îñâåùàþòñÿ ïðèíöèïû

ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ñõåì è ñïîñîáû èõ ðåàëèçàöèè ñ äåêîìïîçèöèåé ïî

ïðîöåññîðàì â ôèçè÷åñêîì èëè ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàñêðûâàåòñÿ ñìûñë

è ñïîñîáû êîíñòðóêöèè êèíåòè÷åñêè � êîíòèíóàëüíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì, ïîçâî-

ëÿþùèõ àïïðîêñèìèðîâàòü óðàâíåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è

Íàâüå � Ñòîêñà). Îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ, ãäå â

çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåðàâíîâåñíîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ëè-

áî êèíåòè÷åñêèå, ëèáî êèíåòè÷åñêè � êîíòèíóàëüíûå ÷èñëåííûå ñõåìû. Îïè-

ñûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ââîäèìîãî ãèáðèäíîãî åäèíîãî ìåòîäà UFS (Uni�ed Flow

Solver). Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ çàäà÷ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ, èçó-

÷àåìûõ íà îñíîâå ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ýòè ðàáîòû

äåìîíñòðèðóþò íå òîëüêî âàæíîñòü ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî,

íî è ïîêàçûâàþò, ÷òî óñïåõ â ìîäåëèðîâàíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âî âñåé åå

ïîëíîòå çàâèñèò îò êà÷åñòâà ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé è èõ ñòûêîâêè

ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.

Ìíîãèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû ñïåêòðàëüíûì ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà ïðåîáðà-

çîâàíèè Ôóðüå è äèñêðåòèçàöèè Ôóðüå � Ãàëåðêèíà â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé.

Òàêîãî ðîäà ïîäõîäû äàâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî

îïåðàòîðà â óðàâíåíèè Áîëüöìàíà. Íàïðèìåð, â [76] àâòîðàìè ïðåäëîæåíà ïðî-

ñòàÿ ôîðìà ñòîëêíîâèòåëüíîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ìîäåëè. Â [35]
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Áîáûëåâ è Ðÿçàíîâ ïðåäëàãàþò ñõîæèé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé Êàðëåìàíîâñêîå

ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé è áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Модельные уравнения

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, êàê íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ àëãî-

ðèòìà ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìíîãèå èññëåäîâàòåëè èñïîëüçóþò ìîäåëüíûå ÷ëåíû,

òåì èëè èíûì îáðàçîì, àïïðîêñèìèðóþùèå ñòîëêíîâèòåëüíûé ÷ëåí èëè ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà óðàâíåíèÿõ Íàâüå � Ñòîêñà, ñîäåðæà-

ùèå êèíåòè÷åñêèå ïîïðàâêè èëè êèíåòè÷åñêè ñîãëàñîâàííûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ.

Íàèáîëåå ïðîñòûì è øèðîêî èñïîëüçóåìûì ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåò-

ñÿ óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ñî ñòîëêíîâèòåëüíûì ÷ëåíîì â ôîðìå Áõàòíàãàðà �

Ãðîññà � Êðóêà (ÁÃÊ). Ýòà ìîäåëü îòðàæàåò åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà - ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðóþ ðåëàêñàöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê

ìàêñâåëëèàíó, ïîýòîìó ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ãàçå, íå íàõîäÿùåìñÿ â òåðìîäè-

íàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, íå ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàíû òàêèì ïðè-

áëèæåíèåì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÁÃÊ - ÷ëåí ñîäåðæèò â ñåáå ýêñïîíåíöèàëüíóþ

íåëèíåéíîñòü, â òî âðåìÿ êàê "íàñòîÿùèé� èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé - êâàäðà-

òè÷íóþ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ñòàë ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä

ðåøåò÷àòûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà, Lattice Boltzman Method (LBM). Ýòîò ïîä-

õîä òàêæå ïðåäïîëàãàåò äèñêðåòèçàöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå ñêîðîñòåé, íî óæå â íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê, ñòðîãî îïðåäåëåííûõ â

êàæäîì ýëåìåíòå ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îïðåäåëÿåò åãî âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ýôôåêòèâíîñòü, íî â òî æå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìå-

íèìîñòè çàäà÷àìè, áëèçêèìè ê ðàâíîâåñíûì, ïîýòîìó LBM ýôôåêòèâåí äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ æèäêîñòè. Ýòîò ìåòîä î÷åíü õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ, îñî-

áåííî äëÿ àðõèòåêòóð, èñïîëüçóþùèõ ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû, ïîýòîìó, ÷òîáû
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ñîõðàíèòü ýôôåêòèâíîñòü, ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé ìåòîäà,

ïðèåìëåìûõ òàêæå è äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ [44, 29, 71, 69, 81, 54, 57].

Êðîìå ìîäåëè ÁÃÊ ðàçâèâàþòñÿ è äðóãèå ìîäåëè èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé:

ÝÑ � ìîäåëü, ìîäåëü Øàõîâà, ñîâðåìåííûé îáçîð ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ äàåò-

ñÿ â ñòàòüÿõ [84, 72, 39]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèê âïëåñê èíòåðåñà ê ìîäåëè

äèñêðåòíûõ îðäèíàò [36, 34, 31, 80, 78, 79].

Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü ìîäåëüíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà �

Ïëàíêà, ïðåäëîæåííîå ×àíäðàñåêàðîì [42] äëÿ èçó÷åíèÿ çâåçäíîé äèíàìèêè.

Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ýâðèñòè÷åñêîé è òðåáóåò ïîäáîðà êîýôôèöè-

åíòîâ, ÷òî îñòàåòñÿ îòíþäü íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Âîçìîæíî èìåííî ïîýòîìó

Ôîêêåð � Ïëàíêîâñêèé ñòîëêíîâèòåëüíûé ÷ëåí è íå ïîëó÷èë øèðîêîãî ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü â

åãî ñòðóêòóðå, êàê è â ñàìîì èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà [13].

×àñòî èñïîëüçóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ãèáðèäíûå ìåòîäû, òî � åñòü ìåòîäû,

ñî÷åòàþùèå â ñåáå ðàñ÷åòû íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè [26, 45, 46, 86, 53, 43, 66, 47, 49].

Один подход к построение иерархии моделей га-

зовой динамики

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü, ïðåäëîæåííóþ Ñ. Â. Áî-

ãîìîëîâûì [22], îñíîâàííóþ íà ðàáîòàõ À. Â. Ñêîðîõîäà [19] è À. À. Àðñåíüåâà

[21], äëÿ óìåðåííûõ ÷èñåë Êíóäñåíà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñêâîçíîé èåðàðõè-

÷åñêîé ñèñòåìû ìîäåëåé ïåðåõîäíîé ïî ÷èñëó Êíóäñåíà. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé

èåðàðõèè ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ äðóã ñ äðóãîì â ôàçîâîì (𝑥, 𝑣) � ïðîñòðàíñòâå ÷àñòèö, äëÿ êîòîðîé õà-

ðàêòåðíû òîëüêî ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêèõ ÷àñòèö

ÿâëÿþòñÿ òâåðäûå ñôåðû. Çàòåì äåëàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ñòðåìëåíèè
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êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â ñèñòåìå ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîëêíîâèòåëüíûé

ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì è, ñëåäîâàòåëüíî èçìåíåíèå ñêîðîñòè ïðîáíîé

÷àñòèöû çà èíòåðâàë âðåìåíè áóäåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå èíòåãðàëà ïî ïóàñ-

ñîíîâñêîé ìåðå. Òî åñòü, ìû ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îäíîé

÷àñòèöû â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå, èëè óðàâíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà, ðåàëèçàöèè êîòîðîãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ ìîäåëèðóþùèõ ÷àñòèö. Òàêæå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåíñèâíîñòè

ïóàññîíîâñêîé ìåðû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà 1
𝐾𝑛 , ò.å. ÷åì ìåíüøå ÷èñëî Êíóä-

ñåíà, òåì ÷àùå ñòàëêèâàþòñÿ ÷àñòèöû â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Ýòî ïîçâî-

ëÿåò ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà ïåðåéòè ê áîëåå ãðóáîé, íî áîëåå óäîáíîé

â ðàññìîòðåíèè ìîäåëè. Äëÿ ýòîãî ìû àïïðîêñèìèðóåì ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

äèôôóçèîííûì, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïî âèíåðîâñêîé ìåðå èëè, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî äëÿ ïëîòíîñòè

ìåðû, óðàâíåíèþ äèôôóçèîííîãî â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ïðîöåññà, êîòîðîå

ìîæíî ñ÷èòàòü óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà ñ ìîäåëüíûì ñòîëêíîâèòåëüíûì ÷ëåíîì

â ôîðìå Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü ðàíåå.

Ìû ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ðÿäà ìíîãîêðàò-

íûõ èíòåãðàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ïðèáëèæåííûå êîýôôèöèåíòû

â óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð ïðè ïåðåõîäíûõ (îò êèíåòè÷åñêîãî ê ìàê-

ðîñêîïè÷åñêîìó îïèñàíèþ) ÷èñëàõ Êíóäñåíà.

Òàêèå ìîäåëè ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå ðÿäà äîïóùåíèé, òî÷íîñòü êîòîðûõ îöå-

íèòü òåîðåòè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæíî. Ïîýòîìó, áåçóñëîâíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìå-

ñòà êàæäîé ìîäåëè íåîáõîäèìû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Â ÷àñòíîñòè,

ïðàêòè÷åñêè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè åå èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ ãàçà ïðè ÷èñëàõ Êíóäñåíà, ïîðÿäêà 0,1 � 0,01. Ìû îáñóäèì ýòî â

äàëüíåéøåì íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ.
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Содержание работы

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âûâîäó óïðîùåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà äåëàåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î ëîêàëüíîé ìàêñâåëëîâîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðî-

ñòÿì â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ âîñüìèìåð-

íûõ èíòåãðàëîâ ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ñòîëêíîâèòåëüíîì

÷ëåíå, ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå. Îíè âûðàæàþòñÿ äîâîëüíî ñëîæ-

íûìè ôîðìóëàìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ôóíêöèþ îøèáîê(𝑒𝑟𝑓). Ñàìûì ïðîñòûì

òåñòîì äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðàâîìåðíîñòè òàêîãî óïðîùàþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè, êîòîðàÿ ðàññìîòðåíà

ìíîãèìè àâòîðàìè, íàïðèìåð [28] è [87]. Ïîñëåäóþùèå ãëàâû ïîñâÿùåíû èññëå-

äîâàíèþ ýòîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëüíûõ è íåëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ðåëàê-

ñàöèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé â ïðåäïîëîæåíèè î ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå

äëÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà ñ óïðîùåííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Áûë ñäåëàí ïåðåõîä â ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëèëî

ñâåñòè èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ,

ãäå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé 𝑟,

ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò, èëè ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

îò ìîäóëÿ "òåïëîâîé ñêîðîñòè"ìîëåêóëû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ èíòåðåñîâàë

âèä ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è. ßâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà íàé-

äåí ñòàöèîíàð, òàêæå ïîñòðîåíà êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ íåñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è, ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò (ñ÷åò íà óñòàíîâëåíèå)

íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå [24], èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå çàäà÷à ñ óïðîùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåøàåòñÿ óæå äëÿ

òðåõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Ïðè ïåðåõîäå â ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìåòîäû
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Ìîíòå - Êàðëî äàþò âûèãðûø êàê â óäîáñòâå ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, òàê è â ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé, èìåííî ïîýòîìó ïðîìûø-

ëåííûì ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìîãî

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé [15], êàê ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä.

Åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå áûëà äàíà â [20], ÷òî ïîçâîëèëî äàòü îöåí-

êè ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà [5]. Ïåðåõîä ê ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì ïî âèíåðîâñêîé ìåðå ïðèâåë ê ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå. Â íà-

øåì æå ñëó÷àå ïîñòàíîâêà â âèäå óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïî âèíå-

ðîâñêîé ìåðå ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé, èñõîäÿ èç ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè,

÷åì óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êðîìå òîãî, îíà äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü âñå ïëþñû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, êîòîðûé

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä ÷àñòèö. Ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðå-

øåíèå, õîðîøî ñîâïàäàþùåå ñ ðåøåíèåì ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ, îïèñàííîé â ãëàâå 2, ÷òî ÿâèëîñü òåñòîì äëÿ òðåõìåðíîãî àëãî-

ðèòìà

Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ïðîñòðàí-

ñòâåííî - îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè, êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âèíåðîâñêîé ìåðå, ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå èí-

òåãðàëîâ ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîïîëíèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ â ýòîé çà-

äà÷å ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå òðåõìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ èõ ðàñ÷åòà òàê æå èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé áåññåòî÷íûé ìåòîä. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïî-

ëó÷åííîãî àëãîðèòìà îêàçûâàåòñÿ âåëèêà, ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòîâ íàïèñàíà ðåà-

ëèçàöèÿ ïîä àðõèòåêòóðó CUDA, êîòîðàÿ î÷åíü õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ

ïîäîáíîãî ñîðòà çàäà÷, ââèäó âîçìîæíîñòè èñïîëíÿòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî "ëåã-

êèõ" íèòåé îäíîâðåìåííî. Åùå îäíà ïðîáëåìà, âîçíèêøàÿ ïðè ðàáîòå íàä ýòîé

çàäà÷åé, ýòî ôëóêòóàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå, ÷òî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì

"ñòîõàñòè÷åñêîãî íàãðåâà" óñèëåííîãî íåëèíåéíîñòüþ çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â
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àëãîðèòì áûë ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé øàã êîððåêöèè ýíåðãèè. Â ðåçóëüòàòå áû-

ëî ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé

ðåëàêñàöèè ñ èíòåãðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå îêàçàëîñü áëèçêèì ê

ñòàöèîíàðó ëèíåéíîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ÷òî äàåò

âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä î ïðàâîìåðíîñòè è öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâà-

íèÿ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè ãàçà.

Â Çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

15



Глава 1

Коэффициенты сноса и

диффузии в пространстве

скоростей в предположении о

локальной максвелловости

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü [22], ñïðàâåäëèâóþ ïðè óìå-

ðåííûõ 𝐾𝑛, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíîé ìåæäó ìîëåêóëÿðíûì îïèñàíèåì è

ïðåäñòàâëåíèåì î ãàçå, êàê î ñïëîøíîé ñðåäå. Îíà îñíîâàíà íà ñèñòåìå ñòî-

õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ) ïî âèíåðîâñêîé ìåðå 𝑑𝑤(𝑡),

îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ÷àñòèöû (𝑥(𝑡) - åå êîîðäèíàòà, 𝑣(𝑡) - ñêîðîñòü) â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ïðè óìåðåííî ìàëûõ 𝐾𝑛:

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑉 𝑑𝑡+
√
𝐾𝑛[𝑎−1(𝑐)𝜎̃]𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝑣(𝑡) = − 1

𝐾𝑛
𝑎(𝑐)(𝑣(𝑡) − 𝑉 )𝑑𝑡+

1√
𝐾𝑛

˜𝜎(𝑐)𝑑𝑤(𝑡), (1.1)

ãäå 𝑐 ≡ |𝑣(𝑡) − 𝑉 | - ìîäóëü òåïëîâîé ñêîðîñòè, 𝑉 (𝑥, 𝑡) - ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü, 𝜎̃ = 𝜎(𝑐) − 𝜎(0), à êîýôôèöèåíòû, âåêòîð a(𝑐) = 𝑎(𝑐)c (c ≡ 𝑣(𝑡) − 𝑉
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- òåïëîâàÿ ñêîðîñòü) è ìàòðèöà 𝜎(𝑐), áóäóò îïðåäåëåíû íèæå.

Ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðîöåññà (íàáîð òðàåêòîðèé) ïîðîæäàþò ìåðó ýìïèðè÷å-

ñêóþ 𝜆𝑡(𝑥, 𝑣, 𝑡), êîòîðàÿ ïðè ñòðåìëåíèè êîëè÷åñòâà òðàåêòîðèé ê áåñêîíå÷íî-

ñòè ñõîäèòñÿ ê ìåðå 𝜆𝑡(𝑥, 𝑣, 𝑡), ïëîòíîñòü 𝐹 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

òèïà óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:

𝜕𝜆𝑡
𝜕𝑡

+
3∑︁

𝑖=1

𝜕𝑉𝑖𝐹

𝜕𝑥𝑖
− 1

𝐾𝑛

3∑︁
𝑖=1

𝜕(𝑎𝑖(𝐹 )(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹 )

𝜕𝑣𝑖
=

1

𝐾𝑛

1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2(𝜎2𝑖𝑗(𝐹 )𝐹 )

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗
+

1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

[
𝜕2(𝑎−1

√
𝐾𝑛𝜎̃)2𝑖𝑗𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

2
𝜕2(𝑎−1𝜎̃)𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗
]. (1.2)

Êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå:

a(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) ≡∫︁ ∫︁ ∫︁
f(𝜃, 𝑥1(𝑠), 𝑣1(𝑠), 𝑥, 𝑣)𝑚(𝑑𝜃)𝐹𝑑𝑥𝑑𝑣,

a ≡ 𝑎(𝑐)c (1.3)

𝜎2(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) ≡∫︁ ∫︁ ∫︁
𝑓 2(𝜃, 𝑥1(𝑠), 𝑣1(𝑠), 𝑥, 𝑣)𝑚(𝑑𝜃)𝐹𝑑𝑥𝑑𝑣. (1.4)

Çäåñü f - ôóíêöèÿ ñêà÷êà (ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè îäíîé ìîëåêóëû â ðåçóëüòàòå

ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãîé), 𝜃 - ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð, 𝑚 - èíòåíñèâíîñòü ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà, 𝑣, 𝑣1 - âåêòîðû ñêîðîñòè, 𝑥, 𝑥1 - êîîðäèíàòû.

Â [22] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà

ìîæíî ïðèáëèçèòü óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà (1.2). Ýòî

óðàâíåíèå (òî÷íåå åãî ãëàâíàÿ ÷àñòü áåç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷ëåíîâ) äàâíî èçâåñòíî
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[42], [62], [14] êàê ýâðèñòè÷åñêîå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ñ èíòåãðàëîì

ñòîëêíîâåíèé â ôîðìå Ôîêêåðà � Ïëàíêà.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëü (1.2), (1.1) äîâîëüíî ñëîæíà. Åå

ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü äëÿ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð,

ñäåëàâ ïðè ýòîì åùå ñóùåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êîýôôèöèåíòû 𝑎 (âåê-

òîð ñíîñà) è 𝜎 (êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó) ìîæíî âû÷èñëÿòü, áåðÿ ïîä èíòåãðà-

ëàìè â âûðàæåíèÿõ (1.3), (1.4) â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè ìåðû 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) ëîêàëüíûé

ìàêñâåëëèàí. Äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð ñëåäóåò âçÿòü [5] , [?] :

𝜃 = 𝜉 × 𝜂, 𝜉 ∈ Ξ, Ξ � åäèíè÷íàÿ ñôåðà, 𝜂 ∈ [0, 1),

𝑓(·) = 𝜒{𝜂 < ℎ(𝜉,𝑣1,𝑣)
𝐻𝑏(𝜉) }𝜓(𝜉, 𝑣1, 𝑣)𝛿(𝑥− 𝑥1),

𝑚(𝑑𝜃) = 𝐻𝑏(𝜉)𝜔(𝑑𝜉)𝑑𝜂, 𝜒 � èíäèêàòîð áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà,

𝛿 � ôóíêöèÿ Äèðàêà,

ℎ(·) = 𝑏(𝜉)𝑚𝑖𝑛{| 𝑣1 − 𝑣 |, 𝐻}, 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑏(𝜉) = 𝑑2 | cos𝛼 |,

𝜉 = {cos 𝜖 · sin𝛼, sin 𝜖 · sin𝛼, cos𝛼}, 0 < 𝛼 < 𝜋/2, 0 < 𝜖 < 2𝜋,

𝑑 � äèàìåòð ìîëåêóëû (ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ýòà âåëè÷èíà ïðîïàäåò),

𝜔(𝑑𝜉) = sin𝛼𝑑𝛼𝑑𝜖 � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîé ñôåðå,

𝜓(·) = 𝜉(𝑣 − 𝑣1, 𝜉), (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà âåêòîðîì ñíîñà 𝑎(·).

Áëàãîäàðÿ ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõ â ôóíêöèè ℎ(·), èìååì:

∫︁ 1

0

𝑑𝜂

∫︁
R3

𝜒{𝜂 < 𝑚𝑖𝑛{| 𝑣1 − 𝑣 |, 𝐻}
𝐻

}(· · · )𝑑𝑣 =

=

∫︁ 1

0

𝑑𝜂

∫︁
𝜂𝐻<|𝑣−𝑣1|<+∞

(· · · )𝑑𝑣 =

=

∫︁
0<|𝑣−𝑣1|<𝐻

𝑑𝑣

∫︁ |𝑣1−𝑣|
𝐻

0

(· · · )𝑑𝜂 +

∫︁
𝐻<|𝑣−𝑣1|<+∞

𝑑𝑣

∫︁ 1

0

(· · · )𝑑𝜂 =

=

∫︁
0<|𝑣−𝑣1|<𝐻

𝑑𝑣
| 𝑣1 − 𝑣 |

𝐻
(· · · ) +

∫︁
𝐻<|𝑣−𝑣1|<+∞

𝑑𝑣,

ãäå ÷åðåç (· · · ) ìû îáîçíà÷èëè âûðàæåíèå:
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(· · · ) =

∫︁
𝜓(𝜉, 𝑣1, 𝑣)𝛿(𝑥− 𝑥1)𝐻𝑏(𝜉)𝜔(𝑑𝜉)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣).

Ïîäñòàâèâ âìåñòî ôóíêöèè ñêà÷êà 𝜓(·) åå êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ òâåð-

äûõ ñôåð, ïîëó÷èì âåêòîðà ñíîñà â âèäå:

𝑎(·) =

∫︁
𝑑𝜉

∫︁
0<|𝑣−𝑣1|<𝐻

𝑑𝑣 | 𝑣1 − 𝑣 | (· · · )

+𝐻

∫︁
𝑑𝜉

∫︁
𝐻<|𝑣−𝑣1|<+∞

𝑑𝑣(· · · ).

Ïîñòîÿííàÿ 𝐻 â îïèñàíèè ìîäåëè ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð áûëà ââåäåíà äëÿ

òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü áåñêîíå÷íîñòè â ñå÷åíèè ðàññåÿíèÿ. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü

([13], ãëàâà II) ïîëó÷èòñÿ, åñëè óñòðåìèòü 𝐻 ê áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà â ïîñëåä-

íåì ðàâåíñòâå âòîðîå ñëàãàåìîå óñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó áûñòðîãî (íàâåðíîå,

âñåãäà ýêñïîíåíöèàëüíîãî) óáûâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, à ïåðâîå áóäåò òàêèì æå, êàê â [13] ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî èíòåãðàë ïî óãëàì ó íàñ áåðåòñÿ ïî âñåé îáëàñòè èõ èçìåíåíèÿ, à íå òîëüêî

ïî ïàðàìåòðàì, îïèñûâàþùèì ñêîëüçÿùèå ñòîëêíîâåíèÿ.

Èòàê, äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð âåêòîð ñíîñà 𝑎 ìîæíî ïðèáëèçèòü âûðàæå-

íèåì:

𝑎(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) = −
∫︁
R3

∫︁ 𝜋/2

0

∫︁ 2𝜋

0

𝜉(𝑣1 − 𝑣, 𝜉) | 𝑣1 − 𝑣 | 𝑏(𝜉)

𝛿(𝑥− 𝑥1)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) sin𝛼𝑑𝛼𝑑𝜖,

ïðè÷åì â ñèñòåìå îòñ÷åòà ñ îñüþ 𝑧, íàïðàâëåííîé âäîëü 𝑣1−𝑣, èìååì (ôîðìóëà

(9.27) ãëàâû II â [13]):

𝜉(𝑣1 − 𝑣, 𝜉) =| 𝑣1 − 𝑣 | (sin𝛼 cos𝛼 cos 𝜖, sin𝛼 cos𝛼 sin 𝜖, cos2 𝜖).

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó 𝜖 ïîëó÷èì (êàê è â (9.30) èç [13]):
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𝑎(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) = −
∫︁
R3

(𝑣1 − 𝑣)𝐺(| 𝑣1 − 𝑣 |)

𝛿(𝑥− 𝑥1)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣), (1.5)

ãäå ÷åðåç 𝐺(| 𝑣1 − 𝑣 |) ìû îáîçíà÷èëè òàê æå, êàê è â [17] (ôîðìóëà (9.29)),

âûðàæåíèå:

𝐺(| 𝑣1 − 𝑣 |) = 2𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

cos2 𝛼 | 𝑣1 − 𝑣 | 𝑑2 cos𝛼 sin𝛼𝑑𝛼.

Çäåñü ñòîèò ìíîæèòåëü 2𝜋, êîòîðûé áûë ïîòåðÿí â (9.29) ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî 𝜖. Äèàìåòð ìîëåêóë 𝑑 ìû âûïèñàëè â ýòîé ôîðìóëå äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ

ñ [13], õîòÿ åãî íå äîëæíî çäåñü áûòü, òàê êàê äëÿ ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà â

ÿâíîì âèäå ìû ïåðåøëè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì â (1.5).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàçà ñ óìåðåííûìè ÷èñëàìè Êíóäñåíà ìû ïîëó÷èëè

óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà, àíàëîãè÷íîå êëàññè÷åñêîìó, íî è îòëè÷àþùåå-

ñÿ îò íåãî êàê ïî ñïîñîáó âûâîäà, òàê è ïî ïàðàìåòðàì èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî

ïðèâîäèò ê äàëüíåéøåìó óïðîùåíèþ:

𝐺(| 𝑣1 − 𝑣 |) =
𝜋

2
𝑑2 | 𝑣1 − 𝑣 | .

Òåïåðü ââåäåì åùå îäíî ïðèáëèæåíèå â âåêòîðå ñíîñà 𝑎 � çàìåíèì òî÷íîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) ëîêàëüíûì ìàêñâåëëèàíîì,

òîãäà (îïÿòü â "ðàçìåðíîì"âèäå äëÿ íàãëÿäíîñòè):

𝑎(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) =

−𝜋/2 𝑛1
(2𝜋𝑅𝑇1)3/2

𝑑2
∫︁
R3

(𝑣1 − 𝑣) | 𝑣1 − 𝑣 | 𝑒−
(𝑣−𝑉1)

2

2𝑅𝑇1 𝑑𝑣.

(1.6)

Íàì îñòàåòñÿ âçÿòü ñëåäóþùèé èíòåãðàë:
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∫︁
R3

(𝑣1 − 𝑣) | 𝑣1 − 𝑣 | 𝑒−(𝑣−𝑉1)
2

𝑑𝑣. (1.7)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ 𝑤 ≡ 𝑣 − 𝑉1 è âûáåðåì îñè êîîðäèíàò 𝑤 òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îñü 𝑤𝑧 ñîâïàëà ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà òåïëîâîé ñêîðîñòè

𝑐 ≡ 𝑣1 − 𝑉1.

Òîãäà 𝑤𝑥 - è 𝑤𝑦 - ñîñòàâëÿþùèå íàøåãî èíòåãðàëà áóäóò ðàâíû íóëþ êàê

èíòåãðàëû îò íå÷åòíûõ ôóíêöèé â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ. Êîìïîíåíòó 𝑤𝑧

(òî - åñòü, âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü, à òî÷íåå � ïðîòèâ èç-çà çíàêà "ìè-

íóñ"ïåðåä èíòåãðàëîì â (1.6), âåêòîðà òåïëîâîé ñêîðîñòè 𝑐, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è) ïðåîáðàçóåì ââåäåíèåì öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàò 𝑤𝑥 = 𝜌 sin𝜙,𝑤𝑦 = 𝜌 cos𝜙,𝑤𝑧 = 𝑧. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó 𝜙 ïîëó÷èì

çíà÷åíèå êîìïîíåíòû 𝑤𝑧:

𝑐

| 𝑐 |
2𝜋

∫︁ ∫︁
(| 𝑐 | −𝑧)

√︀
𝜌2 + (| 𝑐 | −𝑧)2𝑒−𝑧2𝑒−𝜌2𝜌𝑑𝜌𝑑𝑧,

èëè ïîñëå çàìåíû 𝜌2 íà 𝑟:

𝑐

| 𝑐 |
𝜋

∫︁ ∫︁
(| 𝑐 | −𝑧)

√︀
𝑟 + (| 𝑐 | −𝑧)2𝑒−𝑧2𝑒−𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧.

∫︁ ∞

0

√
𝑟 + 𝛼𝑒−𝑟𝑑𝑟,

ãäå 𝛼 ≡ (| 𝑐 | −𝑧)2, è áåðåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû
√
𝑟 + 𝛼 ≡ 𝑦 è èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì:

= 𝑒𝛼[
√
𝛼𝑒−𝛼 +

∫︁ ∞

√
𝛼

𝑒−𝑦2𝑑𝑦]. (1.8)
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Ïðèâåäåì íèæå íåñêîëüêî ïîëåçíûõ èíòåãðàëîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

𝛽 ≡ 𝛼− |𝑐|,

𝛾 ≡ 𝛼 + |𝑐|, (1.9)

erf(𝛽) ≡ 2√
𝜋

∫︀ 𝛽

0 𝑒
−𝛾2

𝑑𝛾,

òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.9),

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2+2|𝑐|𝛼−𝑐2𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

0

𝑒−(𝛼−|𝑐|)2𝑑𝛼

=

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽. (1.10)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2−2|𝑐|𝛼−𝑐2𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

0

𝑒−(𝛼+|𝑐|)2𝑑𝛼

=

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾. (1.11)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2+2|𝑐|𝛼−𝑐2𝛼𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)𝑑𝛽 =

= −1

2

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑑𝑒−𝛽2

+

∫︁ ∞

−|𝑐|
|𝑐|𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 =

=
1

2
𝑒−|𝑐|2 +

∫︁ ∞

−|𝑐|
|𝑐|𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 (1.12)
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∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2−2|𝑐|𝛼−𝑐2𝛼𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

(𝛾 − |𝑐|)𝑑𝛾 =

= −1

2

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑑𝑒−𝛾2 −

∫︁ ∞

|𝑐|
|𝑐|𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 =

=
1

2
𝑒−|𝑐|2 −

∫︁ ∞

|𝑐|
|𝑐|𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 (1.13)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2+2|𝑐|𝛼−𝑐2𝛼2𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)2𝑑𝛽 =

=

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽2 + 2𝛽|𝑐| + |𝑐|2)𝑑𝛽 =

=

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝛽2𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 − |𝑐|
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑑𝑒−𝛽2

+ |𝑐|2
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 =

=
(︀
− 1

2
|𝑐|𝑒−|𝑐|2 +

1

2

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽
)︀
+

+|𝑐|𝑒−|𝑐|2 + |𝑐|2
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 =

=
1

2
|𝑐|𝑒−𝑐2 + (

1

2
+ 𝑐2)

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 (1.14)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2−2|𝑐|𝛼−𝑐2𝛼2𝑑𝛼 =

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

(𝛾 − |𝑐|)2𝑑𝛾 =

=

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

(𝛾2 − 2𝛾|𝑐| + |𝑐|2)𝑑𝛾 =

=

∫︁ ∞

|𝑐|
𝛾2𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 + |𝑐|
∫︁ ∞

|𝑐|
𝑑𝑒−𝛾2

+ |𝑐|2
∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 =

=
(︀1

2
|𝑐|𝑒−|𝑐|2 +

1

2

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾
)︀
−|𝑐|𝑒−|𝑐|2 + |𝑐|2

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 =

= −1

2
|𝑐|𝑒−𝑐2 + (

1

2
+ 𝑐2)

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 (1.15)

Ïóñòü 𝑢 =| 𝑐 | −𝑧. C ó÷åòîì (1.8) èíòåãðàë (1.7) ñòàíåò òàêèì:
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𝑐

| 𝑐 |
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑢𝑒𝑢

2

[| 𝑢 | 𝑒−𝑢2

+

∫︁ ∞

|𝑢|
𝑒−𝑦2𝑑𝑦]𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢

=
𝑐

| 𝑐 |
𝜋(𝐼1 + 𝐼2) (1.16)

𝐼1 =

∫︁ ∞

−∞
𝑢𝑒𝑢

2 | 𝑢 | 𝑒−𝑢2

𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢

=

∫︁ ∞

−∞
𝑢 | 𝑢 | 𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢

= −
∫︁ 0

−∞
𝑢2𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢+

∫︁ ∞

0

𝑢2𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢

= −
∫︁ ∞

0

𝑢2𝑒−(𝑢+|𝑐|)2𝑑𝑢+

∫︁ ∞

0

𝑢2𝑒−(𝑢−|𝑐|)2𝑑𝑢

Ó÷èòûâàÿ (1.14) è (1.15)

= |𝑐|𝑒−𝑐2 + (
1

2
+ 𝑐2)(

∫︁ |𝑐|

−|𝑐|
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢) =

|𝑐|𝑒−𝑐2 + (1 + 2𝑐2)(

∫︁ |𝑐|

0

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢) (1.17)

𝐼2 = 𝑒−𝑐2
∫︁ ∞

−∞
𝑢𝑒2|𝑐|𝑢𝑑𝑢

∫︁ ∞

|𝑢|
𝑒𝑦

2

𝑑𝑦 (1.18)

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

= 𝑒−𝑐2
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑦2(

∫︁ 𝑦

−𝑦

𝑢𝑒2|𝑐|𝑢𝑑𝑢)𝑑𝑦 = 𝑒−𝑐2
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑦2𝐼*𝑑𝑦 (1.19)

𝛼 = 2|𝑐|𝑢; 𝐼* =
1

4𝑐2

∫︁ 2|𝑐|𝑦

−2|𝑐|𝑦
𝛼𝑒𝛼𝑑𝛼

=
1

4𝑐2
(𝛼𝑒𝛼|2|𝑐|𝑦−2|𝑐|𝑦 −

∫︁ 2|𝑐|𝑦

−2|𝑐|𝑦
𝑒𝛼𝑑𝛼)

=
1

4𝑐2
(𝑒2|𝑐|𝑦(2|𝑐|𝑦 − 1) + 𝑒−2|𝑐|𝑦(2|𝑐|𝑦 + 1)) (1.20)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.20) â (1.19)

𝐼2 =
1

4𝑐2

∫︁ ∞

0

(𝑒−(𝑦−|𝑐|)2(2|𝑐|𝑦 − 1) + 𝑒−(𝑦+|𝑐|)2(2|𝑐|𝑦 + 1))

Ïðèìåíèâ (1.10) - (1.13)

𝐼2 =

∫︁ |𝑐|

0

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢+
1

2|𝑐|
𝑒−𝑐2

Èòàê, ìû âû÷èñëèëè 𝐼1 è 𝐼2, è òåïåðü âìåñòî (1.6) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå äëÿ áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà ñíîñà 𝑎:

𝑎(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) =

− 𝑐

| 𝑐 |
𝜋

2
𝑛1[

1

2
𝑒𝑟𝑓(| 𝑐 |)(2𝑐2 + 2 − 1

2𝑐2
)+

1√
𝜋
𝑒−𝑐2(| 𝑐 | − 1

2 | 𝑐 |
)]. (1.21)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ 𝑐 ìîäóëü ýòîãî âåêòîðà ìàë (ñëàáîå òîðìîæåíèå),

à ïðè áîëüøèõ 𝑐 âåäåò ñåáÿ, êàê 𝑐2.

Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíó 𝜎2𝑥𝑥.

𝜎2𝑥𝑥(𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑡) =∫︁ ∫︁ ∫︁
𝑓 2𝑥(𝜃, 𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑥, 𝑣)𝑚(𝑑𝜃)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣). (1.22)

Äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð ñëåäóåò âçÿòü:
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𝜃 = 𝜉, 𝜉 ∈ Ξ,Ξ � åäèíè÷íàÿ ñôåðà,

𝜉 = {cos 𝜖 sin𝛼, sin 𝜖 sin𝛼, cos𝛼},

𝑚(𝑑𝜃) =| 𝑣1 − 𝑣 || cos𝛼 | sin𝛼𝑑𝛼𝑑𝜖, 0 < 𝛼 < 𝜋,

0 < 𝜖 < 2𝜋 � óãëû ëîêàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,

îñü z êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì𝑣1 − 𝑣,

ôóíêöèÿ ñêà÷êà 𝑓(·) = 𝜉(𝑣 − 𝑣1, 𝜉), (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) = 𝐹𝑀𝛿(𝑥 − 𝑥1)𝑑𝑥 · 𝑑𝑣, 𝐹𝑀 = (𝑛1/(𝜋𝑇1)
3/2)𝑒𝑥𝑝(−(𝑣 − 𝑉1)

2/𝑇1)�

ëîêàëüíûé ìàêñâåëëèàí, 𝛿 � ôóíêöèÿ Äèðàêà, 𝑛1, 𝑉1, 𝑇1 � ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü

ìîëåêóë, ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêîðîñòü è òåìïåðàòóðà.

Äëÿ áîëåå óäîáíîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1) ìû ñäåëàåì çàìåíó 𝑣 ≡ 𝑣′′
√︀
𝑇 ′
1,

òîãäà ëîêàëüíûé ìàêñâåëëèàí âíóòðè èíòåãðàëà ïðèìåò âèä

𝐹𝑀 = (1/𝜋3/2)𝑒𝑥𝑝(−(𝑣 − 𝑉1)
2),

è ñòàíîâÿòñÿ ïîíÿòíûìè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ c â âûðàæåíèÿõ (1.45)è (1.46).

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ 𝑥�êîìïîíåíòû ôóíêöèè ñêà÷êà 𝑓𝑥 â ëî-

êàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàäî ïðîäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

äëÿ ýòîé êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝜉𝑥. Ïóñòü â ãëîáàëüíîé ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò îí èìååò êîîðäèíàòû, îïðåäåëÿåìûå ïîëÿðíûì óãëîì 𝜓 è

àçèìóòàëüíûì 𝛿. Òîãäà ïåðåõîä èç ãëîáàëüíîé ñèñòåìû â ëîêàëüíóþ

𝜉 = 𝐴 · 𝜉𝑙𝑜𝑐

ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos 𝛿 cos𝜓 − sin𝜓 sin 𝛿 cos𝜓

cos 𝛿 sin𝜓 cos𝜓 sin 𝛿 sin𝜓

sin 𝛿 0 cos 𝛿

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

𝐴 = 𝐴3(𝜓) · 𝐴2(𝛿)

ìàòðèö ïîâîðîòà íà óãîë 𝜓 âîêðóã îñè 𝑧

𝐴3(𝜓) =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos𝜓 − sin𝜓 0

sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

à çàòåì íà óãîë 𝛿 âîêðóã îñè 𝑦

𝐴2(𝛿) =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos 𝛿 0 sin 𝛿

0 1 0

− sin 𝛿 0 cos 𝛿

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Îòñþäà
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𝜉𝑥 = cos 𝜖 sin𝛼 cos 𝛿 cos𝜓 − sin 𝜖 sin𝛼 sin𝜓 + cos𝛼 sin 𝛿 cos𝜓,

𝑓𝑥 = 𝜉𝑥 | 𝑣1 − 𝑣 | cos𝛼.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð è ëîêàëüíî ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ

𝜎2𝑥𝑥 =

1

2

∫︁
𝑅3

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝜉2𝑥 | 𝑣1 − 𝑣 |3 cos2 𝛼 | cos𝛼 | 𝐹𝑀 sin𝛼𝑑𝜖𝑑𝛼𝑑3𝑣.

Ìíîæèòåëü 1/2 âîçíèêàåò èç�çà òîãî, ÷òî èíòåãðàë íàäî áðàòü ïî ïîëóñôåðå

(𝑣 − 𝑣1, 𝜉) > 0, ÷òî îçíà÷àåò äâèæåíèå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâóõ ìîëåêóë (â

ðåçóëüòàòå êîòîðîãî è ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå), à óäîáíåå åãî áðàòü ïî âñåé

ñôåðå. Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðèåì, èñïîëüçóåìûé ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-

íà.

Èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì 𝜖 è 𝛼 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ 𝑣 − 𝑣1 ≡ 𝑤 è 𝑣1 − 𝑉1 ≡ 𝑐

(òåïëîâàÿ ñêîðîñòü), ïîëó÷èì:

𝜎2𝑥𝑥 =
𝜋

4

1

𝜋3/2

∫︁
𝑅3

| 𝑤 |3 (1/3 + sin2 𝛿 cos2 𝜓)𝑒𝑥𝑝(−(𝑐− 𝑤)2)𝑑3𝑤,

èëè

𝜎2𝑥𝑥 =
1

4𝜋1/2

∫︁
𝑅3

((1/3) | 𝑤 |3 +𝑤2
𝑥 | 𝑤 |)𝑒𝑥𝑝(−(𝑐− 𝑤)2)𝑑3𝑤.

Êñòàòè, òàêîå æå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå

ñòîëêíîâåíèé ìîëåêóë â òåðìèíàõ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà è óãëà ðàññåÿíèÿ, à
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òàêæå ñîîáðàæåíèÿ òåíçîðíîé ðàçìåðíîñòè, êàê ýòî äåëàëîñü Á.À. Òðóáíèêî-

âûì äëÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â [16], ãäå òàêæå ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå

îáñóæäåíèå ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àåìûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü 𝑧 êîòî-

ðîé ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì 𝑐 òåïëîâîé ñêîðîñòè. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äåëàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ òîé æå ìàòðèöû ïîâîðîòà 𝐴 ñ çàìåíîé óãëîâ 𝜓 è 𝛿 íà óãëû 𝜙 è 𝜃,

îïðåäåëÿþùèå âåêòîð 𝑐 â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

𝑤 = 𝐴 · 𝑤𝑙𝑜𝑐, 𝑤𝑙𝑜𝑐 ≡ {𝑥, 𝑦, 𝑧}𝑇 .

Òîãäà

𝑤𝑥 = cos 𝜃 cos𝜙 𝑥− sin𝜙 𝑦 + sin 𝜃 cos𝜙 𝑧.

Â íîâîé ñèñòåìå âåêòîð 𝑐 = {0, 0, |𝑐|}𝑇 , à äëèíû âåêòîðîâ è ýëåìåíò òðåõ-

ìåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íå èçìåíÿòñÿ.

Âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

∫︁ ∫︁ ∫︁ ∞

−∞
𝑥2
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑒−𝑥2−𝑦2−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜑
√︀
𝑟2 + 𝑧2 𝑒−𝑟2−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝜑𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧 =

= 𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒−(|𝑐|−𝑧)2

∫︁ ∞

0

𝑟2
√︀
𝑟2 + 𝑧2 𝑒−𝑟2𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧 (1.23)

Ðàññìîòðèì
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𝐼 =

∫︁ ∞

0

𝑟2
√︀
𝑟2 + 𝑧2𝑒−𝑟2𝑟𝑑𝑟 =

=
1

2

∫︁ ∞

0

𝜌
√︀
𝜌+ 𝑧2𝑒−𝜌𝑑𝜌, (1.24)

ãäå

𝜌 = 𝑟2.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

√︀
𝜌+ 𝑧2 ≡ 𝛼,

òîãäà

𝜌 = 𝛼2 − 𝑧2, 𝑑𝜌 = 2𝛼𝑑𝛼,

a

𝐼 =
1

2

∫︁ ∞

|𝑧|
(𝛼2 − 𝑧2)𝛼𝑒−𝛼2+𝑧22𝛼𝑑𝛼 =

=
1

2
𝑒𝑧

2

[

∫︁ ∞

|𝑧|
𝛼3𝑒−𝛼2

𝑑𝛼2 − 𝑧2
∫︁ ∞

|𝑧|
𝛼𝑒−𝛼2

𝑑𝛼2] =

=
1

2
𝑒𝑧

2

[−|𝑧|3𝑒−𝑧2 − 3

2
(−|𝑧|𝑒−𝑧2− (1.25)

−
∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼) − 𝑧2(−|𝑧|𝑒−𝑧2 −
∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼)] =

=
3

4
|𝑧| +

1

2
𝑒𝑧

2

(
3

2
− 𝑧2)

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼.

Îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü:
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∫︁ ∞

−∞

∫︁ 2𝜋

0

cos2 𝜑 𝑒−(|𝑐|−𝑧)2 𝐼 𝑑𝜑𝑑𝑧 =

=

∫︁ ∞

−∞

𝜋

4
[3|𝑧|+

+
1

2
𝑒𝑧

2

(
3

2
− 𝑧2)

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼]𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧 =

=
𝜋

4
(3𝐼1 + 𝐼2), (1.26)

ãäå

𝐼1 =

∫︁ ∞

−∞
|𝑧|𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧, (1.27)

𝐼2 =

∫︁ ∞

−∞

1

2
𝑒𝑧

2

(
3

2
− 𝑧2)(

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼) 𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧. (1.28)

Ðàññìîòðèì

𝐼1 =

∫︁ ∞

−∞
|𝑧|𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧 = −

∫︁ 0

−∞
𝑧𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧 +

∫︁ ∞

0

𝑧𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧.

Ïîëîæèì 𝑧 − |𝑐| ≡ 𝑢, òîãäà

𝐼1 = −
∫︁ |𝑐|

−∞
(𝑢+ |𝑐|)𝑒−𝑢2

𝑑𝑢+

∫︁ ∞

−|𝑐|
(𝑢+ |𝑐|)𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 =

= 2

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑢𝑒−𝑢2

+

∫︁ |𝑐|

−|𝑐|
(𝑢+ |𝑐|)𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 =

𝑒−𝑐2 +
√
𝜋|𝑐|erf(|𝑐|). (1.29)

Äàëåå ðàññìîòðèì
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𝐼2 =

∫︁ ∞

−∞

1

2
𝑒𝑧

2

(
3

2
− 𝑧2)(

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼) 𝑒−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑧 =

=

∫︁ ∞

−∞

1

2
(
3

2
− 𝑧2)(

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝛼2

𝑑𝛼) 𝑒(2|𝑐|𝑧−𝑐2)𝑑𝑧 =

=
1

2
𝑒−𝑐2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2

(

∫︁ 𝛼

−𝛼

(
3

2
− 𝑧2)𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧)𝑑𝛼 =

=
1

2
𝑒−𝑐2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2

(

∫︁ 𝛼

−𝛼

3

2
𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧 +

∫︁ 𝛼

−𝛼

−𝑧2𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧)𝑑𝛼. (1.30)

∫︁ 𝛼

−𝛼

3

2
𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧 =

3

2

1

2|𝑐|
𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧

⃒⃒⃒𝛼
−𝛼

=

=
3

4|𝑐|
(𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼) (1.31)

−
∫︁ 𝛼

−𝛼

𝑧2𝑒2|𝑐|𝑧𝑑𝑧 = − 1

2|𝑐|
(𝑧2𝑒2|𝑐|𝑧|𝛼−𝛼 −

∫︁ 𝛼

−𝛼

𝑒2|𝑐|𝑧2𝑧𝑑𝑧) =

= − 1

2|𝑐|
(𝛼2(𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼) − 1

|𝑐|

∫︁ 𝛼

−𝛼

𝑧𝑑𝑒2|𝑐|𝑧) =

− 1

2|𝑐|
(𝛼2(𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼)) +

1

|𝑐|
(𝛼(𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼))−

− 1

2|𝑐|
(𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼))) = − 𝛼2

2|𝑐|

(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
+

+
𝛼

2|𝑐|2
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 + 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
− 1

4|𝑐|3
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
(1.32)
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Èç (1.31) è (1) ïîëó÷àåì:

𝐼2 =
1

2
𝑒−𝑐2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼2
(︁ 3

4|𝑐|

(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
−

− 𝛼2

2|𝑐|

(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
+

𝛼

2|𝑐|2
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 + 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
−

− 1

4|𝑐|3
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁)︁
𝑑𝛼 (1.33)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.10) - (1.15) â (1.33) ïîëó÷èì:

𝐼2 =

√
𝜋

2|𝑐|
erf(|𝑐|)(4 − 𝑐2 − 1

𝑐2
) + 𝑒−𝑐2(

1

|𝑐|
− 3). (1.34)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.29) è (1.34) â (1.26), èìååì:

∫︁ ∫︁ ∫︁ ∞

−∞
𝑥2
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑒−𝑥2−𝑦2−(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜋

4
[
√
𝜋erf(| 𝑐 |)(2 | 𝑐 | +

2

| 𝑐 |
− 1

2 | 𝑐 |3
) + 𝑒−𝑐2(2 +

2

𝑐2
)] (1.35)

Ðàññìîòðèì òåïåðü

∫︁ ∫︁ ∫︁ ∞

−∞
𝑧2
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑒−𝑥2−𝑦2(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

Âíîâü ïåðåéäåì â öåëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑧2
√︀
𝑟2 + 𝑧2𝑒−𝑟2−(|𝑐|−𝑧)2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧. (1.36)
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Ðàññìîòðèì

𝐼 =

∫︁ ∞

0

√︀
𝑟2 + 𝑧2𝑒−𝑟2𝑟𝑑𝑟 =

1

2

∫︁ ∞

0

√︀
𝜌+ 𝑧2𝑒−𝜌𝑑𝜌,

ãäå 𝜌 = 𝑟2. Ïîëîæèì
√︀
𝜌+ 𝑧2 = 𝑢, òîãäà 𝜌 = 𝑢2 − 𝑧2, à 𝑑𝜌 = 2𝑢𝑑𝑢

𝐼 =
1

2
𝑒𝑧

2

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑢𝑒−𝑢2

2𝑢𝑑𝑢 =
1

2
𝑒𝑧

2

(|𝑧|𝑒−𝑧2 +

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢)

Òåïåðü îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü

∫︁ ∞

−∞
𝑒−(𝑧−|𝑐|)2𝑧2

(︂
1

2
𝑒𝑧

2

(|𝑧|𝑒−𝑧2 +

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢)

)︂
𝑑𝑧 =

= 𝐼3 + 𝐼4, (1.37)

ãäå

𝐼3 =

∫︁ ∞

−∞
𝑒−(𝑧−|𝑐|)2𝑧2

1

2
𝑒𝑧

2|𝑧|𝑒−𝑧2𝑑𝑧

=
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑒−(𝑧−|𝑐|)2|𝑧|3𝑑𝑧 =

1

2
(𝐼+ + 𝐼−) (1.38)

è

𝐼4 =

∫︁ ∞

−∞
𝑒−(𝑧−|𝑐|)2𝑧2

1

2
𝑒𝑧

2

(

∫︁ ∞

|𝑧|
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢)𝑑𝑧. (1.39)

𝐼+ =

∫︁ ∞

0

𝑒−(𝑧−|𝑐|)2𝑧3𝑑𝑧 =,
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âñïîìèíàÿ (1.9)

=

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)3𝑑𝛽 =

=

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝛽(𝛽 + |𝑐|)2𝑑𝛽 + |𝑐|
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)2𝑑𝛽 =

= −1

2
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)2
⃒⃒⃒∞
−|𝑐|

−
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)𝑑𝛽+

+|𝑐|
∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

(𝛽 + |𝑐|)2𝑑𝛽 =

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.12), (1.14) ïîëó÷èì:

= 𝑒−𝑐2 1

2
(1 + 𝑐2) + (−3

2
|𝑐| − |𝑐|3)

∫︁ ∞

−|𝑐|
𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 (1.40)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.9), (1.13) è (1.15)

𝐼− =

∫︁ ∞

0

𝑒−(𝑧−|𝑐|)2𝑧3𝑑𝑧+

= 𝑒−𝑐2 1

2
(1 + 𝑐2) + (

3

2
|𝑐| + |𝑐|3)

∫︁ ∞

|𝑐|
𝑒−𝛾2

𝑑𝛾 (1.41)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.40), (1.41) â (1.38), ïîëó÷èì:

𝐼3 = 2(
3

2
|𝑐| + |𝑐|3)

∫︁ |𝑐|

0

𝑒−𝛽2

𝑑𝛽 + 2𝑒−𝑐2+

=
√
𝜋erf(|𝑐|)(3

2
|𝑐| + |𝑐|3) + 2𝑒−𝑐2 (1.42)

Ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèå â 𝐼4 (1.39) ïîëó÷èì:
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𝐼4 = 𝑒−𝑐2
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑢2

(

∫︁ 𝑢

−𝑢

1

2
𝑧2𝑒|𝑐|𝑧𝑑𝑧)𝑑𝑢 =

𝑒−𝑐2
∫︁ ∞

0

1

2
((
𝛼2

2|𝑐|

(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
(1.43)

− 𝛼

2|𝑐|2
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 + 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
+

1

4|𝑐|3
(︁
𝑒2|𝑐|𝛼 − 𝑒−2|𝑐|𝛼

)︁
))𝑑𝑢 =

âñïîìèíàÿ (1.10)-(1.15),

1

2|𝑐|

(︂
𝑒−𝑐2(|𝑐| − 1

|𝑐|
) +

√
𝜋erf(|𝑐|)(𝑐2 − 1

2
+

1

2𝑐2
)

)︂
Ñêëàäûâàÿ (1.42) è (1.43), ïîëó÷àåì:

∫︁ ∫︁ ∫︁ ∞

−∞
𝑧2
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑒−𝑥2−𝑦2(|𝑐|−𝑧)2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

= [
√
𝜋erf(| 𝑐 |)(| 𝑐 |3 +2 | 𝑐 | − 1

4 | 𝑐 |
+

+
1

4 | 𝑐 |3
) + 𝑒−𝑐2(𝑐2 + 3/2 − 1

2𝑐2
)], (1.44)

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ 𝜎2𝑥𝑥. Êîìïîíåíòà 𝜎
2
𝑥𝑦 è äðóãèå êîìïîíåíòû ìàò-

ðèöû äèôôóçèè âû÷èñëÿþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Èòàê, ïðè ìàëûõ ÷èñåë Êíóäñåíà äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð (â ïðèáëèæåíèè,

êîãäà ïðè âû÷èñëåíèè âåêòîðà "ñíîñà"a è ìàòðèöû �äèôôóçèè� 𝜎2 â ïðîñòðàí-

ñòâå ñêîðîñòåé äåëàåòñÿ óïðîùåíèå â âèäå ëîêàëüíîé ìàêñâåëëîâîñòè è èçîòðîï-

íîñòè ïî òåïëîâîé ñêîðîñòè c ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜆𝑡 âíóòðè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ïÿòèêðàòíûõ èíòåãðàëîâ), ýòè êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ (1.1),(1.2)

ïîëó÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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a(c) = −c
𝑐
𝑛′𝑇 ′1/2

√
𝜋

4
[
√
𝜋erf(𝑐)(2𝑐2 + 2 − 1

2𝑐2
)

+𝑒−𝑐2(2𝑐+
1

𝑐
)], (1.45)

𝜎2𝑥𝑥(𝑐) = 𝑛′𝑇 ′3/2
√
𝜋

4
[𝑃 (𝑐) + 𝑐2𝑥𝑆(𝑐)],

𝜎2𝑥𝑦(𝑐) = 𝑛′𝑇 ′3/2
√
𝜋

4
𝑐𝑥𝑐𝑦𝑆(𝑐), (1.46)

𝑃 (𝑐) =
√
𝜋erf(𝑐)(

𝑐3

3
+

3

2
𝑐+

3

4𝑐
− 1

8𝑐3
) + 𝑒−𝑐2(

𝑐2

3
+

4

3
+

1

4𝑐2
),

𝑆(𝑐) =
√
𝜋erf(𝑐)(𝑐+

3

2𝑐
− 3

4𝑐3
+

3

8𝑐5
) + 𝑒−𝑐2(1 +

1

𝑐2
− 3

4𝑐4
);

îñòàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû 𝜎2(𝜆𝑡) âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî ïðè-

âåäåííûì. 𝜎2 çàâèñèò îò 𝜆𝑡, ïîòîìó ÷òî c çàâèñèò îò 𝜆𝑡. Â âûðàæåíèÿõ äëÿ a

è 𝜎2 îáîçíà÷åíî (ýòî áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî): 𝑐 ≡ 𝑐′/
√
𝑇 ′, ãäå 𝑛′, 𝑐′ è 𝑇 ′ �

áåçðàçìåðíûå ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü, òåïëîâàÿ ñêîðîñòü è òåìïåðàòóðà.

Ðèñ. 1.1: Áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû (𝑛′ = 1, 𝑇 = 1) 𝑎(|𝑐|) è 𝜎𝑥𝑥(|𝑐|) â ïðåä-

ïîëîæåíèè î ëîêàëüíîé ìàêñâåëëîâîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

37



Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) èëè óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.2) ìîãóò

ñëóæèòü âïîëíå ïðèåìëåìîé (êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ óáåäèòåëüíîñòè åå âûâîäà, òàê

è ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè) ìîäåëüþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà è áûòü èñïîëüçîâàíû â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.
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Глава 2

Линейная задача о

пространственно -

однородной релаксации в

сферической системе

координат

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè â ÿâíîì âèäå óïðîùåííûå êîýôôèöèåíòû äëÿ äèôôóçè-

îííîé ìîäåëè ãàçà ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ 𝐾𝑛. Íî îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î

ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ò.å. î òîì, íàñêîëüêî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ

òàêàÿ ìîäåëü îò èñõîäíîé.

Ñàìûì ñëîæíûì ìåñòîì â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èëè ìîäåëüíûõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî îïåðàòîðà, ïîýòîìó äëÿ

òåñòèðîâàíèÿ è âåðèôèêàöèè ìîäåëåé è ìåòîäîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò ïðîñòðàí-

ñòâåííî - îäíîðîäíóþ çàäà÷ó î ðåëàêñàöèè. Ïî ñóòè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øèì òåñòîì äëÿ íàøåé ìîäåëè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ
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[28, 87, 27].

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íàøó ìîäåëü ëèáî êàê ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ëèáî äåòåðìèíèñòè÷åñêè, êàê óðàâíåíèå Êîë-

ìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà. Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîèñêà ñòàöèîíàðíîãî

ðåøåíèÿ â çàäà÷å î ðåëàêñàöèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé âòîðîé ïðåäñòàâëåíèå

îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ò.ê. ñôåðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò

ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé, è äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â îòëè÷èå

î ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, åñòü âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíóþ

çàäà÷ó, à íå ïðîâîäèòü ñ÷åò íà óñòàíîâëåíèå.

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+
𝜕(a(𝑐)𝐹 (𝑐))

𝜕v
=

1

2

𝜕2(𝜎2(𝑐)𝐹 (𝑐))

𝜕v2
(2.1)

Ãäå âåêòîð a è ìàòðèöà 𝜎2 âûïèñàíû â (1.45). Â äàííîé ïîñòàíîâêå îòñóò-

ñòâóåò ìíîæèòåëü 1
𝐾𝑛 , êîòîðûé ïðîñòî ëèíåéíî âíåñåí â ïåðåìåííóþ 𝑡.

Ïîñêîëüêó 𝐹 , 𝑃 , 𝑆 è 𝑎 çàâèñèò îò ìîäóëÿ òåïëîâîé ñêîðîñòè, óäîáíî ïåðåéòè

â ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷ëåí

𝜕2(𝜎2𝐹 )

𝜕v2
=

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2(𝜎2𝑖𝑗𝐹 )

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗
. (2.2)

Ïåðåîáîçíà÷èì 𝑣1 = 𝑐𝑥 = 𝑥, 𝑣2 = 𝑐𝑦 = 𝑦, 𝑣3 = 𝑐𝑧 = 𝑧𝑐 = 𝑟, òîãäà

𝐹 = 𝐹 (𝑟); 𝑃 = 𝑃 (𝑟); 𝑆 = 𝑆(𝑟);

(2.3)

𝜕2(𝜎211𝐹 )

𝜕𝑣1𝜕𝑣1
=
𝜕2(𝜎2𝑥𝑥𝐹 )

𝜕𝑥2
=

√
𝜋

4
[
𝜕2((𝑃 (𝑐) + 𝑥2𝑆(𝑐))𝐹 )

𝜕𝑥2
]

c ó÷åòîì (1.4)
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Ñäåëàåì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ äëÿ ïåðåõîäà â ñôåðè÷åñêóþ ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò:

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑;

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑; (2.4)

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃.

Ñîîòâåòñòâåííî:

𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2; 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(

√
𝑥2+𝑦2

𝑧 )

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(
𝑦

𝑥
);

𝜕𝑟

𝜕𝑥
= sin 𝜃 cos𝜑;

𝜕𝑟

𝜕𝑦
= sin 𝜃 sin𝜑;

𝜕𝑟

𝜕𝑧
= cos 𝜃;

𝜕𝜃

𝜕𝑥
=

cos 𝜃 cos𝜑

𝑟
;
𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

cos 𝜃 sin𝜑

𝑟
; (2.5)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
=

− sin 𝜃

𝑟
;

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
=

1 − sin2 𝜃 cos𝜑

𝑟
;
𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
=

1 − sin2 𝜃 sin2 𝜑

𝑟
;

𝜕𝑟

𝜕𝑧
=

1 − cos2 𝜃

𝑟
;

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −sin2 𝜃 sin𝜑 cos𝜑

𝑟
;

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑧
= −sin 𝜃 cos 𝜃 cos𝜑

𝑟
;

𝜕2𝑟

𝜕𝑦𝜕𝑧
= −sin 𝜃 cos 𝜃 sin𝜑

𝑟
.
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𝜕2((𝑃 (𝑐) + 𝑥2𝑆(𝑐))𝐹 )

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝑃𝐹

𝜕𝑥2⏟  ⏞  
𝐷1

+
𝜕2𝑥2𝑆𝐹

𝜕𝑥2⏟  ⏞  
𝐷2

.

Îáîçíà÷èì 𝑃𝐹 = 𝐺; 𝑆𝐹 = 𝐻, òîãäà:

𝐷1 =
𝜕2𝐺(𝑟)

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑟

)︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+
𝜕𝐺

𝜕𝑟

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2

=
𝜕2𝐺

𝜕𝑟2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂2

+
𝜕𝐺

𝜕𝑟

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
, (2.6)

𝐷2 =
𝜕2𝑥2𝐻(𝑟)

𝜕𝑥2
= 𝑥2

𝜕2𝐻

𝜕𝑥2
+ 4𝑥

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 2𝐻 =

𝑥2

(︃
𝜕2𝐻

𝜕𝑟2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂2

+
𝜕𝐻

𝜕𝑟

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2

)︃
+ 4𝑥

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+ 2𝐻

=
𝜕2𝐻

𝜕𝑟2

(︃
𝑥2
(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂2
)︃

+

(︂
𝑥2
𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
+ 4𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+ 2𝐻, (2.7)

𝜕2 (𝑥𝑦𝐻(𝑟))

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑥𝑦

𝜕2𝐻

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕𝐻

𝜕𝑦
+ 𝑥

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+𝐻

= 𝑥𝑦

(︂
𝜕2𝐻

𝜕𝑟2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+
𝜕𝐻

𝜕𝑟

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂
+𝑦

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦

)︂
+ 𝑥

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+𝐻

=
𝜕2𝐻

𝜕𝑟2

(︂
𝑥𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕𝐻

𝜕𝑟

(︂
𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 𝑥𝑦

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂
+𝐻. (2.8)

Îñòàëüíûå ÷ëåíû (2.2) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ
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(2.5), ïîëó÷àåì â êîýôôèöèåíòû ïåðåä

𝐻 áóäåò 12;

ïåðåä
𝜕𝐻

𝜕𝑟
áóäåò 8

(︂
𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧

)︂
+(︂

𝑥2
𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
+ 𝑦2

𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
+ 𝑧2

𝜕2𝑟

𝜕𝑧2
+ 2𝑥𝑦

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2𝑥𝑧

𝜕2𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ 2𝑦𝑧

𝜕2𝑟

𝜕𝑦𝜕𝑧

)︂
= 8𝑟;

ïåðåä
𝜕2𝐻

𝜕𝑟2
áóäåò

𝑥2
(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂2

+ 𝑦2
(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑦

)︂2

+ 𝑧2
(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑧

)︂2

+

2𝑥𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 2𝑥𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑧
+ 2𝑦𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑧
=

(︂
𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧

)︂2

= 𝑟2;

ïåðåä
𝜕𝐺

𝜕𝑟
áóäåò

(︂
𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑟

𝜕𝑧2

)︂
=

2

𝑟
;

ïåðåä
𝜕2𝐺

𝜕𝑟2
áóäåò

(︃(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑧

)︂2
)︃

= 1. (2.9)

Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå ïîëó÷èì:

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2(𝜎2𝑖𝑗(𝐹 )𝐹 )

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗
= 12𝐻 + 8𝑟

𝜕𝐻

𝜕𝑟
+ 𝑟2

𝜕2𝐻

𝜕𝑟2

+
2

𝑟

𝜕𝐺

𝜕𝑟
+
𝜕2𝐺

𝜕𝑟2

=
1

𝑟2

(︂
𝜕2(𝐻𝑟4)

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝐺

𝜕𝑟

)︂)︂
=

1

𝑟2

(︂
𝜕2(𝑆𝐹𝑟4)

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑃𝐹

𝜕𝑟

)︂)︂
. (2.10)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷ëåí
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𝜕(𝑎c𝐹 )

𝜕v
=

3∑︁
𝑖=1

𝜕(𝑐𝑖𝑎𝐹 )

𝜕𝑐𝑖
. (2.11)

Ââåäåì òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäûäóùåãî ÷ëåíà:

𝜕(𝑐1𝑎𝐹 )

𝜕𝑣1
=
𝜕(𝑥𝑎𝐹 )

𝜕𝑥
=
𝜕(𝑥𝑎𝐹 )

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑥𝑎𝐹 )

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑥𝑎𝐹 )

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑥

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑎 è 𝐹 çàâèñÿò òîëüêî îò 𝑟,

=

(︂
𝑎𝐹

𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑎𝐹

𝜕𝑟

)︂
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑎𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑎𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑥
.

Îñòàëüíûå ÷ëåíû ñóììû(2.11) âûïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Çàïè-

øåì êîýôôèöèåíòû ïðè 𝑎𝐹 è 𝜕𝑎𝐹
𝜕𝑟 , ñ ó÷åòîì (2.5):

𝑎𝐹 :

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥
+
𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑥

)︂
+

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+
𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑦
+
𝜕𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑦

)︂
+

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑧
+
𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑧
+
𝜕𝑧

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑧

)︂
= 3;

𝜕𝑎𝐹

𝜕𝑟
: 𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧
= 𝑟.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà (2.11) ðàâíà

3𝑎𝐹 + 𝑟
𝜕𝑎𝐹

𝜕𝑟
=

1

𝑟2

(︂
𝜕(𝑟3𝑎𝐹 )

𝜕𝑟

)︂
. (2.12)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.10) è (2.12), ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Êîëìîãîðîâà-Ôîêêåðà-Ïëàíêà (2.1) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä:

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

1

𝐾𝑛

1

𝑟2

(︂
𝜕(𝑟3𝑎𝐹 )

𝜕𝑟
− 1

2

(︂
𝜕2(𝑟4𝑆𝐹 )

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕(𝑃𝐹 )

𝜕𝑟

)︂)︂)︂
= 0

(2.13)
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Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê âûãëÿäèò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.15):

𝜕(𝑟3𝑎𝐹 )

𝜕𝑟
− 1

2

(︂
𝜕2(𝑟4𝑆𝐹 )

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕(𝑃𝐹 )

𝜕𝑟

)︂)︂
= 0 (2.14)

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé 𝑟, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîëåêóë ñ áåñ-

êîíå÷íî áîëüøîé ñêîðîñòü íåò, òî 𝐹 áóäåò ñòðåìèòñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè,

ñëåäîâàòåëüíî êîíñòàíòà ïðè èíòåãðèðîâàíèè 𝐶 = 0.

𝑟3𝑎𝐹 − 1

2

(︂
𝜕(𝑟4𝑆𝐹 )

𝜕𝑟
+ 𝑟2

𝜕(𝑃𝐹 )

𝜕𝑟

)︂
+ 𝐶 = 0

Åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, ïîìèìî ñòðåìëåíèÿ ê

íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, áóäåò ðàâåíñòâî íóëþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íà÷àëå

êîîðäèíàò. ðàçäèôôåðåíöèðîâàâ, ïîëó÷èì:

𝜕𝐹

𝜕𝑟
= 𝐹

2𝑎𝑟3 − 𝑟2
𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 4𝑟3𝑆 − 2𝑟4

𝜕𝑆

𝜕𝑟
𝑃 + 𝑟4𝑆

= 𝜆𝐹 (2.15)

Òàê áóäåò âûãëÿäåòü êîýôôèöèåíò 𝜆,ãðàôèê õîðîøî îòðàæàåò ñâîéñòâà ðåøå-

íèÿ, îïèñàííûå âûøå:

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

⎧⎨⎩ 𝐹 ′(𝑟) = 𝜆(𝑟)𝐹 (𝑟);

𝐹 (0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
(2.16)

Íèæå ïðèâåäåíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà, â ñðàâíå-

íèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìàêñâåëëèàíîì.
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Ðèñ. 2.1: 𝜆

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

â ôîðìå "ãîðáà�, îòíåñåííîãî îò íà÷àëà êîîðäèíàò:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟3𝑎𝐹 −1

2

(︂
𝜕(𝑟4𝑆𝐹 )

𝜕𝑟
+ 𝑟2

𝜕(𝑃𝐹 )

𝜕𝑟

)︂
= 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙];

𝐹 (𝑥, 0) = 0.4 * 𝑒𝑥𝑝(−10 * (𝑥− 1)2);

𝐹 ′(𝑡, 0) = 0;

𝐹 (𝑡, 𝑙) = 0.

Ðèñ. 2.2: Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
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à) á)

Ðèñ. 2.3: Ýâîëþöèÿ "îäíîãîðáîãî" íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó

ðåøåíèþ à) ïîëó÷åííàÿ â ðàñ÷åòàõ , á) ïîëó÷åííàÿ â [28]
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Глава 3

Пространственно –

однородная релаксация для

модели в форме системы

стохастических

дифференциальных

уравнений с упрощенными

коэффициентами

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ïðîñòðàíñòâåííî � îäíîðîäíîé

ðåëàêñàöèè, íî óæå â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå, è èñïîëüçîâàòü äëÿ åå ðåøåíèÿ

ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä ÷àñòèö.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(1.1), ïîêàæåì ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìîé ÑÄÓ ñ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
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íûõ (1.2).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ {𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡)}, ïðîòåêàþùèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

è îïèñûâàåìûé (1.1), ïîðîæäàåò ìåðó 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣), ïëîòíîñòü 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà

[18]:

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑉𝑖𝐹

𝜕𝑥𝑖
− 1

𝐾𝑛

3∑︁
𝑖=1

𝜕(𝑎𝑖(𝐹 )(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹 )

𝜕𝑣𝑖

=
1

𝐾𝑛

1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2(𝜎2𝑖𝑗(𝐹 )𝐹 )

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

+
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

[
𝜕2(𝑎−1

√
𝐾𝑛̃︀𝜎)2𝑖𝑗𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 2

𝜕2(𝑎−1̃︀𝜎)𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗
], (3.1)

ãäå ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ìàëû ïî 𝐾𝑛 ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì,

è ïðè ìàëûõ 𝐾𝑛 èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ñíà÷àëà ìû äîëæíû ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ñëó÷àéíîé äëÿ ìåðû 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) â

øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-

ñîì {𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡)} (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 𝑧(𝑡)), ïðîòåêàþùèì â íàøåì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ýòà ìåðà 𝜆𝑡(𝑑𝑧) èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ìîëåêó-

ëû â ýëåìåíòå 𝑑𝑧 ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èëè êîëè÷åñòâà íàõîäÿùèõñÿ â íåì

ìîëåêóë â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

×èñëî ìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè 𝐷×R3, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë

ïî ìåðå:

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜒(𝑧𝑙(𝑡) ∈ 𝐷 ×R3) =

∫︁
𝐷×R3

𝜆𝑡𝑑𝑧,

ãäå 𝜒 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Îáùåå ÷èñëî ìîëåêóë â ñèñòåìå 𝑁 ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëî ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 𝑧(𝑡), ïðåäñòàâëÿþ-
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ùåãî ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1).

Îãðàíè÷èìñÿ çàäà÷åé Êîøè. Îïðåäåëèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ýìïèðè÷åñêóþ ìå-

ðó 𝜆𝑡(𝑑𝑧) ñîîòíîøåíèåì: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝜓 ∈ 𝐶
(2)
𝑏 (R3 ×R3) (ïðîñòðàíñòâó

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå)

∫︁
𝜓(𝑧)𝜆𝑡(𝑑𝑧) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜓(𝑧𝑙(𝑡)). (3.2)

Ýòî âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå ìåðû ñ ðåàëèçàöèÿìè ïîëîæå-

íèé ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, ÿâëÿåòñÿ, åñëè ÷èòàòü

åå ñëåâà íàïðàâî, êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ×åáûøåâà (âåñà 1
𝑁 èçâåñòíû, óçëû �

ïàðàìåòðû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ).

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ìåðû 𝜆𝑡(𝑑𝑧), âîçüìåì ñòîõàñòè÷åñêèé äèô-

ôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé (3.2).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Èòî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíê-

öèè

𝑑𝜓(𝑧) =
6∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓

𝜕𝑧𝑚
𝑑𝑧𝑚 +

1

2

6∑︁
𝑚,𝑛=1

𝜕2𝜓

𝜕𝑧𝑚𝜕𝑧𝑗
𝑑𝑧𝑚𝑑𝑧𝑛, (3.3)

ãäå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû 𝑑𝑧𝑚 áåðóòñÿ èç ñèñòåìû (1.1):

𝑑𝑥𝑖 = 𝑉𝑖𝑑𝑡+
√
𝐾𝑛

∑︀3
𝑗=1

̃︀𝜎𝑖𝑗

𝑎 𝑑𝑤𝑗, (𝑖 = 1, 2, 3),

𝑑𝑣𝑖 = − 𝑎
𝐾𝑛(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝑑𝑡+ 1√

𝐾𝑛

∑︀3
𝑗=1 𝜎𝑖𝑗𝑑𝑤𝑗, (𝑖 = 1, 2, 3),

èëè
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𝑑𝑧𝑚 = 𝑎𝑚𝑑𝑡+
6∑︁

𝑛=1

𝑏𝑚𝑛𝑑𝑤𝑛, (1 ≤ 𝑚 ≤ 6), (3.4)

ãäå

𝑎𝑚 ≡ 𝑉𝑚, (1 ≤ 𝑚 ≤ 3),

𝑎𝑚 ≡ − 1
𝐾𝑛(𝑣𝑚−3 − 𝑉𝑚−3), (4 ≤ 𝑚 ≤ 6),

𝑏𝑚𝑛 ≡
√
𝐾𝑛̃︀𝜎𝑚𝑛

𝑎 , (1 ≤ 𝑚,𝑛 ≤ 3),

𝑏𝑚𝑛 ≡ 1√
𝐾𝑛
𝜎𝑚−3,𝑛−3, (4 ≤ 𝑚,𝑛 ≤ 6),

𝑏𝑚𝑛 = 0, (1 ≤ 𝑚 ≤ 3; 4 ≤ 𝑛 ≤ 6)𝑜𝑟(4 ≤ 𝑚 ≤ 6; 1 ≤ 𝑛 ≤ 3).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðèðàðàùåíèÿ ñòàíäàðòíîãî òðåõìåðíîãî âèíåðîâñêîãî ïðî-

öåññà, ìàëîñòü êîòîðîãî åñòü
√
𝑑𝑡, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû Èòî èñïîëüçóåòñÿ

òàêîå ïðàâèëî [25]:

𝑑𝑤𝑖𝑑𝑤𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑡, 𝑑𝑤𝑖𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝑡2 = 0, (3.5)

𝛿𝑖𝑗 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òîãäà

𝑑𝑧𝑚𝑑𝑧𝑛 =

(︃
6∑︁

𝑘=1

𝑏𝑚𝑘𝑑𝑤𝑘

)︃(︃
6∑︁

𝑙=1

𝑏𝑛𝑙𝑑𝑤𝑙

)︃
=

6∑︁
𝑘,𝑙=1

𝑏𝑚𝑘𝑏𝑛𝑙𝛿𝑘𝑙𝑑𝑡

=
6∑︁

𝑘=1

𝑏𝑚𝑘𝑏𝑛𝑘𝑑𝑡 = 𝑏2𝑚𝑛𝑑𝑡,

à ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝑏2 âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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𝑏2𝑚𝑛 = 𝐾𝑛
̃︀𝜎2𝑚𝑛

𝑎2
, (1 ≤ 𝑚,𝑛 ≤ 3),

𝑏2𝑚𝑛 =
1√
𝐾𝑛

𝜎2𝑚−3,𝑛−3, (4 ≤ 𝑚,𝑛 ≤ 6),

𝑏2𝑚𝑛 =
̃︀𝜎2𝑚,𝑛−3

𝑎
, (1 ≤ 𝑚 ≤ 3; 4 ≤ 𝑛 ≤ 6)

𝑏2𝑚𝑛 =
̃︀𝜎2𝑚−3,𝑛

𝑎
(4 ≤ 𝑚 ≤ 6; 1 ≤ 𝑛 ≤ 3).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Èòî ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

𝑑𝜓(𝑧) =

(︃
6∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚
𝜕𝜓

𝜕𝑧𝑚
+

1

2

6∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑏2𝑚𝑛

𝜕2𝜓

𝜕𝑧𝑚𝜕𝑧𝑛

)︃
𝑑𝑡

+
6∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑏𝑚𝑛
𝜕𝜓

𝜕𝑧𝑚
𝑑𝑤𝑛. (3.6)

Åñëè âåðíóòüñÿ ê îáîçíà÷åíèþ òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç (𝑥, 𝑣)

âìåñòî 𝑧, òî ïîëó÷èì:

𝑑𝜓(𝑥, 𝑣) =
3∑︁

𝑖=1

(︂
𝑉𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)

𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂
𝑑𝑡

+
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 2
̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗
+

1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗

𝜕2𝜓

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

)︃
𝑑𝑡

+
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+

1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗
𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂
𝑑𝑤𝑗.

Òîãäà ïîëó÷èì ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé (3.2):
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𝑑

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣)

=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

(

[︃
3∑︁

𝑖=1

(︂
𝑉𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)

𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂]︃

+

[︃
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 2
̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗
+

1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗

𝜕2𝜓

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

)︃]︃
)(𝑥𝑙(𝑡))𝑑𝑡

+
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

{︃[︃
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+

1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗
𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂]︃
(𝑥𝑙(𝑡))𝑑𝑤𝑗

}︃
,

èëè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.2) ñïðàâà íàëåâî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âû-

ðàæåíèÿ,

𝑑

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣)

=

∫︁
(

[︃
3∑︁

𝑖=1

(︂
𝑉𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)

𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂]︃
𝑑𝑡

+
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝐾𝑛
̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+2
̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗
+

1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗

𝜕2𝜓

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗
)𝑑𝑡

+

[︃
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+

1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗
𝜕𝜓

𝜕𝑣𝑖

)︂]︃
𝑑𝑤𝑗)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà � Ôîê-

êåðà � Ïëàíêà.

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) ó ñòîõàñòè÷åñêîé ýìïèðè-

÷åñêîé ìåðû 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) è îáðàùåíèå â íóëü 𝐹 , 𝑣𝐹 è 𝑣2𝐹 íà ãðàíèöàõ íàøåé

(áåñêîíå÷íîé) îáëàñòè, òîãäà, ïðîèíòåãðèðîâàâ îäèí è äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ, ïîëó÷èì:
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𝑑

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑣

=

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)(

[︃
−

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖𝐹 ) +

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︁ 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹

)︁]︃
𝑑𝑡

+[
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2
𝐹

)︃

+2
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝐹

)︂
+

𝜕2

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗𝐹

)︂
)]𝑑𝑡

−

[︃
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎
𝐹

)︂
+

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︂
1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗𝐹

)︂)︂]︃
𝑑𝑤𝑗)𝑑𝑥𝑑𝑣,

(3.7)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè 𝜓, îòêóäà ñëåäóåò ñòîõàñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

𝑑𝐹 =

[︃
−

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖𝐹 ) +

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︁ 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹

)︁]︃
𝑑𝑡

+[
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2
𝐹

)︃

+2
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝐹

)︂
+

𝜕2

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗𝐹

)︂
)]𝑑𝑡

−

[︃
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎
𝐹

)︂
+

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︂
1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗𝐹

)︂)︂]︃
𝑑𝑤𝑗,

à óñðåäíèâ ïî âðåìåíè (âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ó÷èòûâàÿ îáðàùå-

íèå â íóëü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ 𝑑𝑤𝑗 ([25], òåîðåìà

3.2.1)) � äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà äëÿ

óñðåäíåííîé ïî âðåìåíè äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡):
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𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︀
𝑉𝑖𝐹

)︀
−

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︂
𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹

)︂

=
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

[
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2
𝐹

)︃

+2
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗

(︃̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝐹

)︃
+

𝜕2

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗𝐹

)︂
], (3.8)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Êíóäñåíà.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ñèñòåìû ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ, à òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ íàëè÷èå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà, ÷òî â ñëåäóþùåé ãëàâå îêàæåòñÿ äîâîëüíî âàæíûì. Ïîêàæåì

èõ âûïîëíåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Ñîõðàíåíèå ìàññû âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ (3.7), åñëè ïîëîæèòü 𝜓(𝑥, 𝑣) ≡ 1:

𝑑

∫︁
𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑣

=

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑣(

[︃
−

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖𝐹 ) +

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︁ 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣𝑖 − 𝑉𝑖)𝐹

)︁]︃
𝑑𝑡

+[
1

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

(
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︃
𝐾𝑛

̃︀𝜎2𝑖𝑗
𝑎2
𝐹

)︃

+2
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂̃︀𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
𝑎

𝐹

)︂
+

𝜕2

𝜕𝑣𝑖𝜕𝑣𝑗

(︂
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑖𝑗𝐹

)︂
)]𝑑𝑡

−

[︃
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎𝑖𝑗
𝑎
𝐹

)︂
+

𝜕

𝜕𝑣𝑖

(︂
1√
𝐾𝑛

𝜎𝑖𝑗𝐹

)︂)︂]︃
𝑑𝑤𝑗) = 0,

â ñèëó äèâåðãåíòíîãî âèäà âñåõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, à òàêæå èõ îáðà-

ùåíèÿ â íóëü íà ãðàíèöàõ è ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ.

Ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå åãî ýâîëþöèþ. Êîëè-
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÷åñòâî äâèæåíèÿ ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ñâÿæåì ñ âåê-

òîðíîé ìåðîé 𝜈𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: ∀𝜓(𝑥, 𝑣) ∈ 𝐶
(2)
𝑏 (R3 ×R3)

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝜈𝑡,𝑖(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑣𝑖,𝑙𝜓(𝑥𝑙(𝑡), 𝑣𝑙(𝑡)) (𝑖 = 1, 2, 3).

(3.9)

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è:

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝜈𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙𝜓(𝑥𝑙(𝑡), 𝑣𝑙(𝑡)). (3.10)

Âîçüìåì ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà.

Ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ([25])

𝑑(𝑣𝜓) = 𝑣𝑑𝜓 + 𝜓𝑑𝑣 + 𝑑𝑣𝑑𝜓,

èç (1.1):

𝑑𝑥 = 𝑉 𝑑𝑡+
√
𝐾𝑛𝑎−1𝜎̃𝑑𝑤,

𝑑𝑣 = − 1

𝐾𝑛
𝑎(𝑣 − 𝑉 )𝑑𝑡+

1√
𝐾𝑛

𝜎𝑑𝑤,

(𝑑𝑥)2 = 𝐾𝑛
𝜎̃2

𝑎2
𝑑𝑡,

(𝑑𝑣)2 =
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑑𝑡,

𝑑𝑥𝑑𝑣 =
𝜎̃𝜎

𝑎
𝑑𝑡,

à ïî ôîðìóëå Èòî (3.7)
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𝑑𝜓 =

(︂
𝑉
𝜕𝜓

𝜕𝑥
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣 − 𝑉 )

𝜕𝜓

𝜕𝑣

)︂
𝑑𝑡

+
1

2

(︂
𝐾𝑛

̃︀𝜎2
𝑎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2
̃︀𝜎𝜎
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑣
+

1

𝐾𝑛
𝜎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑣2

)︂
𝑑𝑡

+

(︂√
𝐾𝑛

̃︀𝜎
𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥
+

1√
𝐾𝑛

𝜎
𝜕𝜓

𝜕𝑣

)︂
𝑑𝑤,

ïîýòîìó

𝑑(𝑣𝜓) = 𝑑𝑡[𝑣(

(︂
𝑉
𝜕𝜓

𝜕𝑥
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣 − 𝑉 )

𝜕𝜓

𝜕𝑣

)︂
+

1

2

(︂
𝐾𝑛

̃︀𝜎2
𝑎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2
̃︀𝜎𝜎
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑣
+

1

𝐾𝑛
𝜎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑣2

)︂
)

− 1

𝐾𝑛
𝑎(𝑣 − 𝑉 )𝜓 +

𝜎̃𝜎

𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥
]

+𝑑𝑤[· · · ].

Ìû íå âûïèñûâàåì ÷ëåíû ïðè 𝑑𝑤, ïîòîìó ÷òî â äàëüíåéøåì îíè ïðîïàäóò

ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè.

Òîãäà, ïîñëå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.9), èñïîëü-

çîâàíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3.10) ñïðàâà íàëåâî è ïðåäïîëîæåíèÿ î ñó-

ùåñòâîâàíèè ïëîòíîñòè 𝑣𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) ìåðû 𝜈𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣), îáîáùåííîå óðàâíåíèå äëÿ

èìïóëüñà ïîëó÷èòñÿ â âèäå:

𝑑

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝑣𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑣

= 𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑣𝐹 [𝑣(

(︂
𝑉
𝜕𝜓

𝜕𝑥
− 𝑎

𝐾𝑛
(𝑣 − 𝑉 )

𝜕𝜓

𝜕𝑣

)︂
+

1

2

(︂
𝐾𝑛

̃︀𝜎2
𝑎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2
̃︀𝜎𝜎
𝑎

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑣
+

1

𝐾𝑛
𝜎2
𝜕2𝜓

𝜕𝑣2

)︂
)

− 1

𝐾𝑛
𝑎(𝑣 − 𝑉 )𝜓 +

𝜎̃𝜎

𝑎

𝜕𝜓

𝜕𝑥
]

+𝑑𝑤

∫︁
[· · · ],
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îòêóäà, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (â òîì ÷èñëå, è íóæíîå ÷èñëî ðàç ïî ÷àñòÿì),

ïîëîæèòü 𝜓(𝑥, 𝑣) ≡ 1 è ó÷åñòü, ÷òî∫︁
𝑑𝑣𝐹

𝑎

𝐾𝑛
(𝑣 − 𝑉 ) =

∫︁
𝑑𝑣𝑣𝐹

𝑎

𝐾𝑛
− 𝑉

∫︁
𝑑𝑣𝐹

𝑎

𝐾𝑛
= 0,

ñëåäóåò ñîõðàíåíèå èìïóëüñà.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Îïðåäåëèì ìåðó 𝜖𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣): ∀𝜓 ∈ 𝐶
(2)
𝑏 (R3 ×R3)

∫︁
𝜓(𝑥, 𝑣)𝜖𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑣2𝑙 (𝑡)

2
𝜓(𝑥𝑙(𝑡), 𝑣𝑙(𝑡)).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ôîðìóëîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ

𝑑(
𝑣2

2
𝜓) = 𝜓𝑑(

𝑣2

2
) +

𝑣2

2
𝑑𝜓 + 𝑑(

𝑣2

2
)𝑑𝜓,

𝑑(
𝑣2

2
) = 𝑣𝑑𝑣 +

1

2
(𝑑𝑣)2,

ñèñòåìîé (1.1), ôîðìóëîé Èòî (3.7) è ñîîòíîøåíèÿìè

(𝑑𝑣)2 =
1

𝐾𝑛
𝜎2𝑑𝑡.

Îñòàëüíûå âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ìàññû èëè èìïóëüñà.

Îíè íåìíîãî áîëåå ãðîìîçäêè.

Ñïðàâåäëèâîñòü 𝐻 � òåîðåìû Áîëüöìàíà â ñèëó äèôôóçèîííîãî âèäà èíòå-

ãðàëà ñòîëêíîâåíèé òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå âûçûâàþùåé ñîìíåíèé.

Ñàìûì ïðîñòûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè [87], [28]. Íàñ áóäåò èíòåðåñî-

âàòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ â ïîëíîì ñìûñëå òåñòîâîé,

òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòèêà ïî 𝐾𝑛, à â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé

çàäà÷å 𝐾𝑛 ñêðûò â ìàñøòàáèðîâàíèè ïî âðåìåíè.
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Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ðàñ÷åòîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå ñèñòåìû ÑÄÓ

ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðèåìëåìûì ìåòîäîì, íåæåëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

� Ôîêêåðà � Ïëàíêà. Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â [63], [56], [10].

Â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü òîëüêî âòî-

ðîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (1.1), êîòîðîå, íà ñàìîì äåëå, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ñèñòåìó óðàâíåíèé (íàïîìíèì, ÷òî 𝑣(𝑡) - òðåõìåðíûé âåêòîð):

𝑑𝑣(𝑡) = −𝑎(𝑣(𝑡))𝑣(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎(𝑣(𝑡))𝑑𝑤(𝑡). (3.11)

Â ýòîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð 𝐾𝑛, ò.ê. îí ëèíåéíî âíåñåí â

íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t, ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü 𝑉 , ôèãóðèðóþùàÿ â

(1.1), ðàâíà 0. ×òîáû ðåøèòü ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

íàì íåîáõîäèìî "ðàçáèòü" íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìåëêèå ÷à-

ñòèöû èëè "ðàñêèäàòü" òàêèå ÷àñòèöû òàê, ÷òîáû îíè àïïðîêñèìèðîâàëè 𝐹 (𝑣, 𝑡).

Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (3.11). Êàæäàÿ ÷àñòèöà îáëà-

äàåò ôàçîâîé "ìàññîé". Çàòåì, äëÿ êàæäîé èç ÷àñòèö íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü

íåñêîëüêî ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ò.å. ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ðåàëè-

çàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, èëè íåñêîëüêî òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,

â íàøåì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèÿ (3.11). Äëÿ èõ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòåé-

øèì (íàñ èíòåðåñóåò ëèøü êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷)

ìåòîäîì Ýéëåðà - Ìàðóÿìû:

𝑣(𝑡+ △𝑡) = 𝑣(𝑡) − 𝑎(𝑣(𝑡))△𝑡+ 𝜎(𝑣(𝑡))△𝑤, (3.12)

ãäå △𝑤 ïðèðàùåíèå ñòàíäàðòíîãî òðåõìåðíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ò.å. âåê-

òîð ñ êîìïîíåíòàìè - íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè 𝜂 = 𝑁(0, 1)
√

∆𝑡,
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ãäå 𝑁(0, 1) - íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì 0 è

äèñïåðñèåé 1:

△𝑤 = (𝜂1, 𝜂2, 𝜂3). (3.13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â íåêîòîðîé

òî÷êå, íàì íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ìàññû âñåõ ÷àñòèö, ñîäåðæàùèõñÿ â

íåêîòîðîì îáúåìå, è ðàçäåëèòü íà âåëè÷èíó ýòîãî îáúåìà.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû 𝜎 =
√
𝜎2 ìû ïîñòóïèì òàêæå, êàê ýòî ñäåëàíî â

[10]. Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò 𝜎2 â âèäå (1.46) ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè
√
𝜎2, áóäóò:

𝜆1 = 𝜆2 = 𝑎 = 𝑃 (𝑐),

𝜆3 = 𝑏 = 𝑐2𝑆(𝑐) + 𝑃 (𝑐),

òîãäà

𝜎 = 𝑐0𝐸 + 𝑐1𝜎
2,

𝑐0 = (𝑎𝑏)1/2(𝑎1/2 + 𝑏1/2)−1, 𝑐1 = (𝑎1/2 + 𝑏1/2)−1,

𝐸 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå

äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé 𝜎2 = 𝜎·𝜎.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî èçîáðàçèòü ðåøåíèå â âèäå îäíîìåðíûõ ãðà-

ôèêîâ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ ìàðãèíàëüíûõ ïëîòíîñòåé

𝜉() òðåõìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêæå, êàê ýòî ñäåëàíî â [11]: òàê êàê
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çàäà÷à èçîòðîïíà, ðåøåíèå F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

òðåõ îäèíàêîâûõ ïëîòíîñòåé ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì:

𝐹 (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) = 𝜉(𝑣𝑥)𝜉(𝑣𝑦)𝜉(𝑣𝑧). (3.14)

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ (1.46). Ñðàâíèì ðåøåíèÿ

çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè, ïîëó÷åííîå ñòîõàñòè÷åñêèì

ìåòîäîì (òðåõìåðíàÿ çàäà÷à), ñ ðåøåíèåì òîé æå çàäà÷è â ñôåðè÷åñêè - ñèì-

ìåòðè÷íîì ñëó÷àå (îäíîìåðíàÿ çàäà÷à), îïèñàííîé â [11], ïîëó÷åííûì êîíå÷íî

- ðàçíîñòíûì ìåòîäîì. Óðàâíåíèå (1.2) äëÿ çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîä-

íîé ðåëàêñàöèè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

1

𝐾𝑛

1

𝑟2

(︂
𝜕(𝑟3𝑎𝐹 )

𝜕𝑟
− 1

2

(︂
𝜕2(𝑟4𝑆𝐹 )

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕(𝑃𝐹 )

𝜕𝑟

)︂)︂)︂
= 0

(3.15)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âîçüìåì â âèäå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñðàâíèì

ñòàöèîíàð, ïîëó÷åííûé ïðè ðåøåíèè ñôåðè÷åñêè - ñèììåòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Êîëìîãîðîâà � Ôîêêåðà � Ïëàíêà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, ñî ñòàöèîíàð-

íûì ðåøåíèåì ÑÄÓ (3.11), òî÷íåå, ñ ïëîòíîñòüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ãå-

íåðèðóåìîé ýòèì ðåøåíèåì.

Òåïåðü ïðîñëåäèì ýâîëþöèþ "äâóãîðáîãî" ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò

ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîäîáíîãî îïèñàííîìó â [87], [28], ðèñóíîê

(3.2). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêîãî ðîäà ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç

ñåáÿ øàðîâîé ñëîé. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà:

⎧⎨⎩ 𝑓0(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑟 <
√︁
𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦 + 𝑣2𝑧 < 𝑅

𝑓0(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) = 0, â îñòàëüíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà
(3.16)
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Ðèñ. 3.1: Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèÿ ñôåðè÷åñêè - ñèììåòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ÊÔÏ

è ñèñòåìû ÑÄÓ.

Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ ê íàéäåííîìó ñòàöèîíàðó

äàæå â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêñâåëëèàíîì, íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé, ÷òî ãîâîðèò î åãî íåçàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ðåëàêñà-

öèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì òåñòîì äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåæåííûì ãàçîì.

Îäíàêî, ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ïîðîé âîçíèêàþò â îáëàñòÿõ, íàïðÿìóþ íå ñâÿçàí-

íûõ ñ ôèçèêîé. Íàïðèìåð, â òàê íàçûâàåìîé ýêîíîôèçèêå, ìîäåëè áîëüöìàíîâ-

ñêîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áîãàòñòâà íà ïðîñòûõ

ðûíêàõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ, èçëîæåííàÿ â ðàáîòàõ Ìàíäåëüáðîòà [68], ñîñòîèò â

òîì, ÷òî çàêîíû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè îïèñûâàþò ïîâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñ-

ëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì àãåíòîâ, òî÷íî òàê æå êàê ìîëåêóëû ãàçà.

Êëàññè÷åñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãàçîâ ìîæåò áûòü ëåãêî ïðèìåíåíà â êîí-

òåêñòå ýêîíîìèêè: ìîëåêóëû è èõ ñêîðîñòè çàìåíÿþòñÿ àãåíòàìè è èõ áîãàò-

ñòâîì, à âìåñòî ñîîóäàðåíèé ïðîèñõîäèò òîðãîâëÿ ìåæäó ó÷àñòíèêàìè ðûíêà.

Ìîäåëèðóÿ òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî âîññòàíîâèòü ìàêðîñêîïè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-

íèå áîãàòñòâà, òàêîé ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [51].

Äðóãîå ïðèëîæåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ïîÿâèâøååñÿ íå òàê

äàâíî, ýòî ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê â ñôåðå ôîðìèðîâàíèÿ îáùåñòâåí-
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à) á)

â) ã)

Ðèñ. 3.2: Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â âèäå

ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ: à) t = 0, á) t = 0.2, â) t = 0.3, ã) t = 0.5
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íîãî ìíåíèÿ â ñîöèîëîãèè, ñîöèîäèíàìèêà èëè ñîöèîôèçèêà [88]. Íà äàííûé

ìîìåíò â ñîöèîëîãèè ñòîèò çàäà÷à ñîçäàíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ïîñòðîåíèÿ øè-

ðîêîãî êëàññà ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ êîëëåêòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â

îáùåñòâå, â òîì ÷èñëå, è ôîðìèðîâàíèå îáùåñòâåííîãî ìíåíèÿ, ÷òî, áåçóñëîâíî,

èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîëèòèêè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðåäñêà-

çàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ãîëîñîâàíèÿ è òåíäåíöèé îáùåñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé [88].

Çàäàâàÿ ïðàâèëà ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé èçìåíåíèÿ ìíåíèé, ìû ìîæåì ïîëó-

÷àòü óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà äëÿ ñîöèîôè-

çèêè [58]. Ôîêêåð � Ïëàíêîâñêèå ìîäåëè òàêæå èìåþò ìåñòî â ðàññìîòðåííîé

òåìàòèêå [38].

Èç âûøåñêàçàííîãî âèäíî, ÷òî çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé ðå-

ëàêñàöèè èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî

ðàçâèâàòü ìåòîäû åå ðåøåíèÿ.
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Глава 4

Пространственно –

однородная релаксация для

модели в форме системы

стохастических

дифференциальных

уравнений с нелинейными

коэффициентами

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ íåëèíåéíîé çàäà÷è ñ êîýôôèöèåíòàìè â

âèäå èíòåãðàëîâ (1.3),(1.4). Äîïîëíèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿ-

åòñÿ ðàñ÷åò âûøåóêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðåõîä â ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [11], ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì òðóäîåìêèì,

ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà òðåõìåðíîé çàäà÷å. Êðîìå òîãî, íàøåé ãëàâíîé öå-
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ëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ ê øèðîêîìó

êðóãó çàäà÷. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí äëÿ àðõèòåêòó-

ðû CUDA, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ëîãè÷íûì äëÿ ñòðóêòóðû íàøåé çàäà÷è

(îäèí ïîòîê íà îäíó ÷àñòèöó).

Êàê îòìåòèë â ñâîåì äîêëàäå [50] Äæåê Äîíãàððà, ñîâðåìåííûå òåíäåíöèè

â ïîñòðîåíèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ãåòåðîãåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àðõèòåê-

òóð âåäóò ê âñå áîëåå ÷àñòîìó èñïîëüçîâàíèþ ðàçíîãî ðîäà àïïàðàòíûõ óñêî-

ðèòåëåé â âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ (GPGPU). Â

äåñÿòêå ñàìûõ ïðîèçâîäèòåëüíûõ ñèñòåì ïî äàííûì íà 2013 ã. ïðèñóòñòâóåò 2

êîìïüþòåðà, èñïîëüçóþùèõ ãðàôè÷åñêèå êàðòû â êà÷åñòâå ñîïðîöåññîðîâ 4.1.

È èõ ïîïóëÿðíîñòü íåóêëîííî ðàñòåò â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ïÿòè ëåò 4.2, ÷òî

îáóñëîâëåíî íèçêîé ñòîèìîñòüþ è âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ

óñêîðèòåëåé ïî ñðàâíåíèþ ñ àëüòåðíàòèâàìè.

Ðèñ. 4.1: 10 ñàìûõ ïðîèçâîäèòåëüíûõ ñèñòåì íà èþíü 2013ã. [50].

Èçíà÷àëüíî âèäåîêàðòû (ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû) áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñòðèçàöèè èçîáðàæåíèÿ, ò.å. ïåðåâîäà òðåóãîëüíèêîâ â
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Ðèñ. 4.2: Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ óñêîðèòåëåé ïðè ïîñòðîåíèè âûñîêîïðîèç-

âîäèòåëüíûõ ñèñòåì. [50].

ìàññèâû ïèêñåëåé), ñ ïîääåðæêîé áóôåðà ãëóáèíû è íàëîæåíèÿ òåêñòóð. Îá-

ðàáîòêà âåðøèí ïðîâîäèëàñü íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå, à ãðàôè÷åñêèé óñêî-

ðèòåëü ïîëó÷àë íà âõîä óæå ñïðîåêòèðîâàííûå âåðøèíû. Èìåííî ýòó ïðîñòóþ

çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü î÷åíü áûñòðî, èñïîëüçóÿ âèäåîêàðòó, êàê ñîïðîöåñ-

ñîð, ÷òî è îáóñëîâèëî äàëüíåéøåå èõ ðàçâèòèå.

Òðàäèöèîííûå çàäà÷è ðåíäåðèíãà è ðàáîòû ñ ïèêñåëüíûì èçîáðàæåíèåì

èìåþò âûñîêóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íåçàâèñèìîé îáðà-

áîòêå êàæäîãî ýëåìåíòà. Ýòî è îïðåäåëèëî îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ àð-

õèòåêòóðû ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ.

Âìåñòå ñ ðîñòîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âèäåîêàðò èçìåíÿëàñü è óâåëè÷èâàëàñü

èõ ôóíêöèîíàëüíîñòü. Ãëàâíûì ïðîðûâíûì ñâîéñòâîì ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññî-

ðà ñòàëà âîçìîæíîñòü ïðîãðàììèðîâàòü àëãîðèòì îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ èçîá-

ðàæåíèÿ. Âèäåîêàðòà ÿâëÿåòñÿ SIMD - ïðîöåññîðîì. SIMD (single instruction

multiple data) - ìåòîä îáðàáîòêè äàííûõ, ïðè êîòîðîì îäíà è òà æå îïåðàöèÿ
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ïðèìåíÿåòñÿ íåçàâèñèìî êî âñåì ýëåìåíòàì, ïîäëåæàùèì îáðàáîòêå 4.3.

)

Ðèñ. 4.3: SIMD àðõèòåêòóðà.

Ðàíüøå äëÿ âèäåîêàðò ðàçðàáàòûâàëèñü API, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàáîòó

òîëüêî ñ ãðàôè÷åñêèìè äàííûìè, íî â ïîñëåäíèå ãîäû íà ñìåíó èì ïðèøëè

ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, àäàïòèðîâàííûå èìåííî äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷:

CUDA, Direct Compute, OpenCL. Ëèäåðîì â ýòîé îáëàñòè íà äàííûé ìîìåíò

ÿâëÿåòñÿ êîìïàíèÿ nVidia, ðàçðàáàòûâàþùàÿ CUDA, à òàê æå ñïåöèàëüíóþ

âåòêó ïðîöåññîðîâ (Tesla, Fermi, Kepler), ïðåäíàçíà÷åííûõ â áîëüøåé ñòåïåíè

äëÿ âû÷èñëåíèé, íåæåëè ÷åì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïî ïðÿìîìó íàçíà÷åíèþ.

Èç ïðåäûäóùåé ãëàâû âèäíî, ÷òî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäèòñÿ ê ãåíåðàöèè ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èíûìè ñëîâàìè, ìû èìååì ìíîæåñòâî ÷àñòèö, ðàñêè-

äàííûõ ïî ïðîñòðàíñòâó è îáðàçóþùèõ âûáîðêó, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùóþñÿ èññëåäóåìûì îáúåêòîì, à çàòåì ìû ñäâèãà-

åì ýòè ÷àñòèöû ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîýôôèöèåíòàìè
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óðàâíåíèé. Òàêàÿ çàäà÷à êàê íåëüçÿ ëó÷øå ëîæèòñÿ íà ïðîãðàììíî - àïïàðàò-

íóþ àðõèòåêòóðó ñîâðåìåííûõ âèäåîêàðò, êàê è ìíîãèå àëãîðèòìû òèïà Ìîíòå

- Êàðëî.

Â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è äåëî îñëîæíÿåòñÿ âû÷èñëå-

íèåì êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ, êîòîðûå èìåþò âèä:

𝑎(𝑣1(𝑡), 𝑡) = −𝜋
2

∫︁
R3

(𝑣1 − 𝑣) | 𝑣1 − 𝑣 | 𝐹𝑑𝑣 (4.1)

𝜎2𝑖𝑖(𝑣1(𝑡), 𝑡) =

1
4
√
𝜋

∫︀
R3(

1
3 | 𝑣1 − 𝑣 |3 +(𝑣𝑖 − 𝑣1𝑖)

2 | 𝑣1 − 𝑣 |)𝐹𝑑𝑣. (4.2)

Âîñïîëüçóåìñÿ çäåñü ìåòîäîì Ìîíòå - Êàðëî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, ò.ê.

ìû óæå èìååì íàáîð òî÷å÷íûõ ìàññ (𝑁 - êîëè÷åñòâî ÷àñòèö), ïðåäñòàâëÿþùèõ

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå, è èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

â êà÷åñòâå óçëîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Òîãäà:

𝑎(𝑣(𝑡), 𝑡) ≈ −𝜋
2

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑣 − 𝑣𝑗) | 𝑣 − 𝑣𝑗 |,

𝜎2𝑖𝑖(𝑣(𝑡), 𝑡) ≈ 1

4
√
𝜋

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(
1

3
| 𝑣 − 𝑣𝑗 |3 +(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗𝑖)

2 | 𝑣 − 𝑣𝑗 |).

Òàêîå ñóììèðîâàíèå ìîæåò áûòü òàêæå ëåãêî ðàñïàðàëëåëåíî äëÿ îáðàáîòêè

íà ãðàôè÷åñêîé ïëàòå. Äëÿ ýòîãî íà k - îì øàãå öèêëà ñóììèðîâàíèÿ áóäåì

âû÷èñëÿòü ÷ëåíû ñóìì äëÿ i -îé è (i + k) mod N - îé ÷àñòèö, êàê ýòî ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå (4.4) è äîáàâëÿòü ðåçóëüòàò ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììå, âñåãî íàì

ïîíàäîáèòñÿ N øàãîâ öèêëà.
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Ðèñ. 4.4: Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñóìì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ íåëèíåéíîé çàäà÷è, k -

ûé øàã öèêëà.

Íà ðèñóíêå (4.5) ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü âûøåóêàçàííûõ ñóìì ê àíàëèòè÷å-

ñêèì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ÷àñòèö äëÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, 𝑧 - ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêèõ çíà-

÷åíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì, äàþùèì ñõîäè-

ìîñòü ïîðÿäêà 1√
𝑁
.

à) á)

Ðèñ. 4.5: Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäîì Ìîíòå

- Êàðëî îò êîëè÷åñòâà òî÷åê, ìîäåëèðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå à) äëÿ ýëåìåíòîâ

âåêòîðà a (ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 𝑧 èç 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3), á) äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

𝜎 (ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 𝑧 èç 𝑧𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3; 𝑗 = 1, 2, 3).

Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â ñëó÷àå ñ íåëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè

÷èñëåííî äîñòè÷ü ñòàöèîíàðà ñíà÷àëà íå óäàâàëîñü. Ðåçóëüòàòîì íàêîïëåíèÿ
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âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé �ñòîõàñòè÷åñêèé íàãðåâ�,

èëè ÷èñëåííàÿ äèôôóçèÿ. Çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò ñèòóàöèþ ââåäåíèå ýòàïà êîð-

ðåêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåëüþ ñîáëþäåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûé

äåëàåò âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä ïîëíîñòüþ (íå òîëüêî ïî ìàññå, ÷òî îáåñïå÷èâà-

åòñÿ ïîñòîÿíñòâîì ÷èñëà ÷àñòèö, íî è ïî ýíåðãèè) êîíñåðâàòèâíûì:

𝐸𝑘 =
∑︀𝑁

𝑗=1 | 𝑣𝑘𝑗 |2

∆𝐸 = 𝐸𝑘+1 − 𝐸𝑘,

𝛿𝐸 = Δ𝐸
𝑁 ,

𝑣𝑘+1
𝑗 =

√︁
|𝑣𝑗 |2+𝛿𝐸

|𝑣𝑗 |2 𝑣𝑘+1
𝑗 , (4.3)

ãäå 𝐸𝑘 - ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íà k-îì øàãå ïî âðåìåíè, 𝛿𝐸 - êîððåê-

öèîííàÿ äîáàâêà ê ýíåðãèè îäíîé ÷àñòèöû, 𝑣𝑘+1
𝑗 - ñêîððåêòèðîâàííàÿ ñêîðîñòü

÷àñòèöû.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ôëóêòóàöèîííîé. Ñîãëàñíî [1] ðå-

ëàêñàöèþ òàêîé ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê çàòóõàíèå ðàâíîâåñíûõ ôëóêòóàöèé. Ñâÿçü ìåæäó ýòèì çàòóõà-

íèåì è äèíàìèêîé íåðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà

ôëóêòóàöèîííî � äèññèïàöèîííûìè òåîðåìàìè. Â ÷àñòíîñòè äëÿ íàøåé ñèñòå-

ìû, êîòîðàÿ èìååò ñõîäñòâî (íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ñëó÷àåì) ñ

óðàâíåíèÿìè Ëàíæåâåíà, îïèñûâàþùèìè äâèæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû,

𝑉̇ = −𝛾𝑉 (𝑡) +𝑅(𝑡);

⟨𝑅𝑖(𝑡1)𝑅𝑗(𝑡2)⟩ = 2𝐷𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑡1 − 𝑡2).

Çäåñü 𝑉 - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, 𝑅 ñëó÷àéíàÿ ñèëà äåéñòâóþùàÿ ñ èíòåíñèâíî-

ñòüþ 𝐷, åå ïðèðàùåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì ïðèðàùåíèÿ âèíåðîâñêî-

ãî ïðîöåññà. Èíòåíñèâíîñòü 𝐷 Ëàíæåâåíîâñêîãî èñòî÷íèêà â äàííîé ñèñòåìå
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ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ââåäåíèå

òàêîãî ðîäà çàâèñèìîñòè, êàê îòìå÷àåò Ðåïêå â [1], ññûëàÿñü íà [2], ïðèâîäèò ê

îïðåäåëåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì òðóäíîñòÿì.

Ðåøåíèå äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 𝑣(𝑡0) =

𝑣0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ôîðìàëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì:

𝑣(𝑡) = 𝑣0𝑒
−𝛾(𝑡−𝑡0) + 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝑒−𝛾(𝑡′−𝑡0)𝑟(𝑡′),

𝑟(𝑡) - ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 𝑅(𝑡), êàæäîé 𝑟(𝑡) - ñîîòâåòñòâóåò 𝑣(𝑡).

Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 𝑉 (𝑡) èìååì:

⟨𝑉 (𝑡)⟩ = 𝑣0𝑒
−𝛾(𝑡−𝑡0) + 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝑒𝛾(𝑡
′−𝑡0)⟨𝑅(𝑡′)⟩,

Äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà, ïîëó÷àåì:

⟨𝑉 2(𝑡)⟩ = 𝑣20𝑒
−2𝛾(𝑡−𝑡0) + 𝑒−2𝛾(𝑡−𝑡0)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′′𝑒𝛾(𝑡
′+𝑡′′)⟨𝑅(𝑡′)𝑅(𝑡′′)⟩

ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà 𝑅(𝑡):

⟨𝑉 2
𝑖 (𝑡)⟩ = 𝑣2𝑖,0𝑒

−2𝛾(𝑡−𝑡0) +
𝐷

𝛾
(1 − 𝑒−2𝛾(𝑡−𝑡0))

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ôëóêòóàöèîííî - äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà äàåò òàê íà-

çûâàåìîå ñîîòíîøåíèå Ýéíøòåéíà, ïîëó÷åííîå èñõîäÿ èç ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â

ñèñòåìå ïðè åå ñòðåìëåíèè ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ:

lim
𝑡→∞

⟨𝑉 2
𝑖 ⟩ =

𝐷

𝛾
. (4.4)

Òàêîå ñîîòíîøåíèå â íåêîòîðîì óñðåäíåííîì ñìûñëå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è

äëÿ íàøåãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì îáåçðàçìåðèâàíèÿ è íà÷àëüíûõ

äàííûõ (äèñïåðñèÿ ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò

ñêîðîñòè, ò.å. ⟨𝑉 2
𝑖 ⟩ =

√
2) îíî áóäåò èìåòü âèä: 𝐷 =

√
2𝛾, ãäå 𝐷 ïîëó÷åíî

ïóòåì óñðåäíåíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû 𝜎2 ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì
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𝜎2𝑖𝑖 ≈ 𝐷, 𝑖 = 1, 2, 3; 𝜎2𝑖𝑗 ≈ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗, à 𝛾 - óñðåäíåíèåì âåëè÷è-

íû
√︁∑︀3

𝑖=1(
𝑎2𝑖
𝑣2𝑖

), 𝑎𝑖 - êîìïîíåíòû âåêòîðà a = 𝑎(𝑐)c, 𝑣𝑖 - êîìïîíåíòû âåêòîðà

òåïëîâîé ñêîðîñòè v = c, ò.ê ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü 𝑉 = 0. Ïîëó÷èëîñü

𝐷 ≈ 4.18, 𝛾 ≈ 2.95, ò.å. 𝐷 ≈ 1.41𝛾

Ðèñ. 4.6: Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ÑÄÓ à) ëèíåéíûé ñëó÷àé , á) íåëèíåéíûé

ñëó÷àé.

Ðèñ. 4.7: Ñðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â ëèíåéíîì è íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ.

Èç ðèñóíêîâ 4.6 è 4.7 âèäíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ëèíåé-

íîì ñëó÷àå, áëèçêî ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Äèíàìèêà ñõîäèìîñòè

ê ñòàöèîíàðó â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàêæå áëèçêà, ðèñóíêè 4.8 è 4.9. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàäåÿòüñÿ â çàäà÷àõ, íåîäíîðîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó, íà õîðîøèå ðåçóëüòàòû

ïðè èñïîëüçîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûõ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëü-
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à) á)

Ðèñ. 4.8: Ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó îò íà÷àëüíûõ äàííûõ â ôîðìå

ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â à) ëèíåéíîì è á) íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ, øàã ïî

âðåìåíè ∆𝑡 = 0.001, êîëè÷åñòâî ÷àñòèö 𝑁 = 100000. ‖𝜉𝑛−𝜉𝑛+𝑗‖ íîðìèðîâàííàÿ

ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèÿìè íà 𝑛 - îì è 𝑛+ 𝑗 - îì øàãàõ ïî âðåìåíè.

Ðèñ. 4.9: Ðàçëè÷èå ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷ â çàâèñèìî-

ñòè îò øàãà ïî âðåìåíè. ‖𝜉𝑙𝑖𝑛 − 𝜉𝑛𝑜𝑛𝑙𝑖𝑛‖ íîðìèðîâàííàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ðåøå-

íèÿìè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷è íà 𝑛 - îì øàãå ïî âðåìåíè.
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íîé ìàêñâåëëèçàöèè, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü íà

ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíî ïðîñòîãî àëãîðèòìà ñêâîçíîãî ñ÷åòà ìèêðî - ìåçî

- ìàêðî íà áàçå ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàííûì,

÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïîëó÷èëîñü â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ "òÿæåëûìè õâî-

ñòàìè". Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó. Êñòàòè, åñëè â íàøåé

ìîäåëè âçÿòü óñðåäíåííûå êîýôôèöèåíòû (êîíñòàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ôëóê-

òóàöèîííî - äèññèïàöèîííîé òåîðåìå), òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ â

âèäå ìàêñâåëëèàíà.

Â ëèòåðàòóðå [12] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû (îáîáùåííûå ïðîöåññû Êîêñà),

äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

𝑍𝑛(𝑡) =

𝑁
(𝑛)
1 (Λ𝑛(𝑡))∑︁

𝑖=1

𝑋𝑛,𝑖, (4.5)

ò.å. ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðåäåëà ñêà÷êîîáðàçíîãî ïðîöåññà. Çäåñü

ãäå {𝑁 (𝑛)
1 (𝑡), 𝑡 > 0}𝑛>1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ åäèíè÷-

íîé èíòåíñèâíîñòüþ; ïðè êàæäîì 𝑛 = 1, 2, ... ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, ...

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïðè÷åì ïðè êàæäîì 𝑛 > 1 âåëè÷èíû 𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, ... è

ïðîöåññ 𝑁
(𝑛)
1 (𝑡), 𝑡 > 0, íåçàâèñèìû; ïðè êàæäîì 𝑛 = 1, 2, ...Λ𝑛(𝑡), 𝑡 > 0, � ýòî

ïðîöåññ Ëåâè. Òîãäà ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, ïîðîæäåííûå óêàçàííûìè îáîá-

ùåííûìè ïðîöåññàìè Êîêñà, ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðîöåññó Ëåâè Z(t),

ïîðîæäàþùåìó ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå îò íîðìàëüíîãî. Ðàññìàòðèâàåìàÿ â

äàííîé ðàáîòå ìîäåëü ïîëó÷åíà êàê àñèìïòîòèêà ïî ÷èñëó Êíóäñåíà ñèñòåìû

ÑÄÓ , îïèñàííîé â [22]:

𝑑𝑥1(𝑡) = 𝑣1(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑣1(𝑡) =

∫︁ ∫︁ ∫︁
𝑓(𝜃, 𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑥, 𝑣)𝑝(𝑑𝜃 × 𝑑𝑥× 𝑑𝑣 × 𝑑𝑡),
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ãäå 𝑓 � ôóíêöèÿ ñêà÷êà, 𝑝 � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì:

E𝑝(𝑑𝜃 × 𝑑𝑥× 𝑑𝑣 × 𝑑𝑡) =
1

𝐾𝑛
𝑚(𝑑𝜃)𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣)𝑑𝑡,

𝑚(𝑑𝜃) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñòîëêíîâèòåëüíóþ ìîäåëü, 𝜆𝑡(𝑑𝑥, 𝑑𝑣)

� ìåðà, ïîðîæäàåìàÿ ïðîöåññîì {𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡)}, ÷òî îòíîñèò ðàññìàòðèâàåìóþ çà-

äà÷ó ê êëàññó íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì. Çäåñü 𝑥1 è 𝑣1 îïðåäåëÿþò ïîëî-

æåíèå è ñêîðîñòü ÷àcòèöû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðàë ïî ñòîõàñòè÷åñêîé

ïóàññîíîâñêîé ìåðå îïèñûâàåò èìïóëüñíóþ ñëó÷àéíóþ ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ,

êîòîðàÿ ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèö ñêà÷êîîáðàçíî (ñêà÷êîì ìåíÿþòñÿ èìïóëü-

ñû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö) â ñëó÷àéíûå íåîäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûå, êàê

ñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, ìîìåí-

òû âðåìåíè. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ,

àíàëîãè÷íûå (4.5), íî óñòðîåííûå áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì, è ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ åñòåñòâåííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè àï-

ïðîêñèìàöèÿìè äëÿ òàêîãî ðîäà ïðîöåññîâ. Â ñëó÷àå, åñëè 𝑁
(𝑛)
1 (𝑡), êîëè÷åñòâî

ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö, áóäåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì, ìû ïðèäåì ê ñèòóàöèè,

ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà.
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Заключение

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû íèæå.

1. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ óïðîùåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæå-

íèå ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà â

ïðåäïîëîæåíèè î ëîêàëüíîé ìàêñâåëëîâîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê

â äåêàðòîâûõ òàê è â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâà ñêîðîñòåé.

2. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé â ôîðìå Êîë-

ìîãîðîâà - Ôîêêåðà - Ïëàíêà (ÊÔÏ) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ

ïðîñòðàíñòâåííî - îäíîðîäíîé çàäà÷è î ðåëàêñàöèè ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð

â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè åãî êîýôôèöèåíòîâ òîëüêî îò òåïëîâîé ñêîðîñòè.

Íàéäåíî ÷èñëåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

3. ×èñëåííî ðåøåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííî-

îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå òðåõìåðíîé çàäà-

÷è, ïîëó÷åííîå ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäîì ÷àñòèö, ñîâïàäàåò ñ ñòàöèîíàðîì

îäíîìåðíîé çàäà÷è â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

4. Ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí êîíñåðâàòèâíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîé òðåõìåðíîé çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííî - îäíîðîäíîé ðåëàê-

ñàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àðõèòåêòóðû CUDA. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè áëèçêî ê ñòàöèîíàðó ëèíåéíîé çàäà÷è,
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êîãäà êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò òîëüêî îò òåïëîâîé ñêîðîñòè. Ýòî äåëàåò

âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû ïðè

ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííî - íåîäíîðîäíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ñóùåñòâåííî ñýêîíîìèò âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.

Áëèçîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷ î ïðîñòðàí-

ñòâåííî � îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà õîðîøèå ðåçóëüòàòû

ïðè èñïîëüçîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûõ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé

ìàêñâåëëèçàöèè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ñëó÷àÿ, à ýòî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü íà ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíî ïðîñòîãî

àëãîðèòìà ñêâîçíîãî ñ÷åòà ìèêðî - ìåçî - ìàêðî. Ïîýòîìó ãëàâíûì íàïðàâëå-

íèåì äëÿ ðàçâèòèÿ äàííîé ðàáîòû âèäèòñÿ âåðèôèêàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñòî-

õàñòè÷åñêîé ìîäåëè ãàçà ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà íà ïðîñòðàíñòâåííî

� íåîäíîðîäíûõ çàäà÷àõ, à òàê æå ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ, àäàïòèðîâàííûõ ê ñîâðåìåííûì àïïàðàòíûì àðõèòåêòóðàì, íà åå

áàçå.
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