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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà

ïîëó÷åíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé è ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, à òàê-

æå ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåí-

íûì è øèðîêî èññëåäóåìûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè. Âàæíûìè çàäà÷àìè

òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ

ñâîéñòâ ôóíêöèè ìèíèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êà÷å-

ñòâåííîå èçó÷åíèå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ èìååò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ýêî-

íîìèêè, èíæåíåðíûì çàäà÷àì, çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîáëåì ìåäèöèíû è áèîëîãèè è ò.ä. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò èññëå-

äîâàíèå íåëèíåéíûõ àíîðìàëüíûõ çàäà÷ è äèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýòèõ è ïåðå-

÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷, à òàêæå ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê äèñêðåòíûì

çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ òàêæå ïðîâå-

äåíî â äèññåðòàöèè â ðàìêàõ îáîçíà÷åííîé òåìû.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äî-

ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ïîëó-

÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, èñ-

ñëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè ìèíèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ è êâàäðàòè÷íûìè êîíöåâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

àïïàðàòà.
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Ïðåäìåò è îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äèñ-

ñåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì è

äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñëó÷àé îñîáûõ óïðàâëåíèé), çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ è êâàäðàòè÷íûìè êîí-

öåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ïðåäìåòîì èññëåäîâà-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îñîáûõ óïðàâëåíèé è ïðè îñëàáëåííûõ óñëîâèÿõ íà

ïðàâóþ ÷àñòü ÿâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè; äèôôåðåíöèàëüíûå è òî-

ïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ìèíèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ è êâàäðàòè÷íûìè êîíöåâû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâ-

ëÿåìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ âêëþ÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè äèññåðòàöèîííîãî èññëå-

äîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ñðåäñòâà íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåá-

ðû, òåîðèè íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé, òåîðèè îïòèìèçàöèè, òåîðåìû î

íåÿâíîé ôóíêöèè â àíîðìàëüíîé òî÷êå, à òàêæå ìåòîä êîíå÷íîìåðíûõ

àïïðîêñèìàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ïðèíöèïè-

àëüíî íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé

ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñè-

ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Îíè

îñíîâàíû íà ïîëó÷åííîé àâòîðîì òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñò-

íîñòè àíîðìàëüíîé òî÷êè. Òàêæå â ðàáîòå äîêàçàíû íîâûå ðåçóëüòàòû

îòíîñèòåëüíî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî,

ðàçðàáîòàí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû íà-

êðûâàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà êîíóñå. Íàêîíåö, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

âûïóêëîñòè, ëèïøèöåâîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ìèíèìóìà

äëÿ îäíîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåí-
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öèàëüíîé ñâÿçüþ, êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì è êâàäðàòè÷íûìè êîíöå-

âûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ïîëîæåíèé îáóñëîâëåíà ñòðîãîñòüþ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è èñïîëüçîâàíèåì àïðîáèðîâàííûõ íàó÷íûõ

ìåòîäîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äèññåðòà-

öèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì

è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ïðè èññëåäîâàíèè êîððåêòíîñòè çàäà÷ îïòèìè-

çàöèè, ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè

àíîðìàëüíîé òî÷êè (ò.å. òî÷êè, â êîòîðîé íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿð-

íîñòè Ðîáèíñîíà) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà çíà÷åíèÿ íåÿâíîé

ôóíêöèè.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå ïîëó÷åí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû íàêðû-

âàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà êîíóñå.

Òàêæå â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàç-

ðåøèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî

ïîðÿäêà äëÿ äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Íàêîíåö, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûïóêëîñòè,

ëèïøèöåâîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ, êâàä-

ðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì è êâàäðàòè÷íûìè êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè.

Â äèññåðòàöèè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ, äèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïàñ-

ïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëà-
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äûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• íàó÷íûé ñåìèíàð "Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà" ïîä ðó-

êîâîäñòâîì àêàäåìèêà À. Á. Êóðæàíñêîãî íà êàôåäðå ñèñòåìíîãî

àíàëèçà ÂÌÊ ÌÃÓ,

• íàó÷íûé ñåìèíàð "Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è íåëèíåéíûé àíàëèç" ïîä

ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Â. Àðóòþíîâà íà êàôåäðå íåëèíåéíîãî

àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ôàêóëüòåòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòå-

ñòâåííûõ íàóê ÐÓÄÍ,

• êîíôåðåíöèÿ "Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ - 2013" (ã. Ìîñêâà, 2013),

• âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé, íåëèíåéíûé àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ"

(ã. Ìîñêâà, 2013 ã.),

• ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ - VI.

Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ" (ã. Òàìáîâ, 2013).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, îïóá-

ëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Âñå 8 óêàçàííûõ ðàáîò îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ ÐÔ. Âñå

ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àâòîð äèññåðòàöèè áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Àðóòþíîâà Àðà-

ìà Âëàäèìèðîâè÷à çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è

öåííûå çàìå÷àíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû

èç 86 èñòî÷íèêîâ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 109 ñòðàíèö.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îïèñàíû ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèâåäåíî êðàòêîå èçëîæå-

íèå íåêîòîðûõ ýòàïîâ ðàçâèòèÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ, îïèñàíà åãî ìå-

òîäèêà, îòðàæåíà íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâ-

íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à òàêæå ïðèâåäåíà èíôîðìàöèÿ

îá àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ðå-

çóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå ïðè èññëåäîâàíèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ðàáîòû.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïîëó÷åíà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè

àíîðìàëüíîé òî÷êè. Ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü X, Y, Σ �

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U ⊂ X � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü

äàíû îòîáðàæåíèå F : X × Σ → Y è òî÷êè x∗ ∈ U , σ∗ ∈ Σ, äëÿ êîòîðûõ

F (x∗, σ∗) = 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

F (x, σ) = 0, x ∈ U, (1)

â êîòîðîì x � íåèçâåñòíîå, à σ � ïàðàìåòð. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè (x∗, σ∗), åñëè ñóùåñòâóþò

îêðåñòíîñòü O òî÷êè σ∗ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x : O → U, òàêàÿ, ÷òî

F (x(σ), σ) ≡ 0, x(σ∗) = x∗.

Èçâåñòíî (ñì. 1), ÷òî ðåøåíèå â çàäà÷å (1) ñóùåñòâóåò, åñëè F ñòðîãî

äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ðàâíîìåðíî ïî σ â òî÷êå (x∗, σ∗), ìíîæåñòâî U ÿâ-

ëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì êîíóñîì è âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

Ðîáèíñîíà
∂F

∂x
(x∗, σ∗) cone(U − {x∗}) = Y. (2)

Î÷åâèäíî, óñëîâèå (2) ñóùåñòâåííî. Òàê, íàïðèìåð, åñëè X = U = R2,

Y = R = Σ, x∗ = (0, 0), σ∗ = 0, F (x, σ) = x21 + x22 − σ, ãäå x = (x1, x2), òî

(2) íàðóøàåòñÿ, è, êàê íåñëîæíî âèäåòü, ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè (x∗, σ∗)

1Àðóòþíîâ À. Â. Ê òåîðåìàì î íåÿâíîé ôóíêöèè â àíîðìàëüíûõ òî÷êàõ // Òð. Èí-òà ìàòåì. è

ìåõ. ÓðÎ ÐÀÍ. � 2010. � Ò. 16, � 1. � C. 30-39.
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íå ñóùåñòâóåò. Åñëè æå â ýòîì ïðèìåðå ïîëîæèòü F (x, σ) = x21 − x22 −
σ, òî óñëîâèå (2) òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ, îäíàêî ðåøåíèå â ýòîé çàäà÷å

ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíî, íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ â çàäà÷å (1) â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå

Ðîáèíñîíà íå âûïîëíÿåòñÿ, áûë èçó÷åí À.Â. Àðóòþíîâûì â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì êîíóñîì (ñì. 1, 2,

3, 4). Â äèññåðòàöèè ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé, êîãäà U �

çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G : X → Y � çàäàííîå îòîáðà-

æåíèå, G(x∗) = 0. Îòíîñèòåëüíî G áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗. Îáîçíà÷èì

U = cone (U − {x∗}) .

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò

h ∈ U : h ∈ ker
∂G

∂x
(x∗), −∂

2G

∂x2
(x∗)[h, h] ∈

∂G

∂x
(x∗)U .

Îòîáðàæåíèå G íàçûâàåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì â òî÷êå x∗ îòíîñèòåëüíî ìíî-

æåñòâà U ïî íàïðàâëåíèþ h, åñëè èìååò ìåñòî

∂G

∂x
(x∗)U +

∂2G

∂x2
(x∗)[h,U ∩ ker

∂G

∂x
(x∗)] = Y.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíè-

ÿì.

(F1) F äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî x â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (x∗, σ∗). Ïðè êàæäîì σ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè σ∗

îòîáðàæåíèå
∂2F

∂x2
(·, σ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàí-

òîé, íå çàâèñÿùåé îò σ. Îòîáðàæåíèÿ F (x∗, ·),
∂F

∂x
(x∗, ·),

∂2F

∂x2
(x∗, ·)

2Àðóòþíîâ À. Â. Íàêðûâàíèå íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé íà êîíóñå â îêðåñòíîñòè àíîðìàëüíîé

òî÷êè // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2005. � Ò. 77, � 4. � C. 483-497.
3Àðóòþíîâ À. Â. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé íîðìàëüíîñòè // Æ.

âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. � 2006. � Ò. 46, � 2. � Ñ. 205-215.
4Àðóòþíîâ À. Â. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè íà êîíóñå â îêðåñòíîñòè àíîðìàëüíîé òî÷êè //

Ìàòåì. çàìåòêè. � 2005. � Ò. 78, � 4. � C. 619-621.
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íåïðåðûâíû â òî÷êå σ∗. Îòîáðàæåíèå F (·) íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (x∗, σ∗).

Ïîëîæèì

V =
∂F

∂x
(x∗, σ∗)U .

(F2) Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà spanV êîíóñà V çàìêíóòà, è ýòî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî òîïîëîãè÷åñêè äîïîëíÿåìî.

×åðåç π áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-

òîð, ïðîåêòèðóþùèé Y íà êàêîå-íèáóäü ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíÿþùåå

spanV . ×åðåç BX(x, r) áóäåì îáîçíà÷àòü øàð â ïðîñòðàíñòâå X ñ öåí-

òðîì â òî÷êå x ðàäèóñà r.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü riV íåïóñòà, è îòîá-

ðàæåíèå F (·, σ∗) 2-ðåãóëÿðíî â òî÷êå x∗ îòíîñèòåëüíî U ïî íåêîòî-

ðîìó íàïðàâëåíèþ h ∈ X. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü O

òî÷êè σ∗, ÷èñëà c ≥ 0 è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå x(·) : O → U, ÷òî

F (x(σ), σ) ≡ 0, è

∥x(σ)− x∗∥ ≤ c

(∥∥∥∥∂F∂x (x∗, σ)
∥∥∥∥+

√
∥F (x∗, σ)∥

)
∀σ ∈ O. (3)

Â ïàðàãðàôå 1.2 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû íàêðû-

âàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà âûïóêëîì êîíóñå. À èìåííî, ðàññìîòðåíà

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn → Rk è âåê-

òîðû b1, ..., bs ∈ Rn. Ïîëîæèì

K = {x ∈ Rn : ⟨x, bj⟩ ≤ 0, j = 1, s}.

Çäåñü ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèåΨ : K →
AK, Ψ(x) ≡ Ax ÿâëÿåòñÿ α-íàêðûâàþùèì äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, ò.å.

∀x0 ∈ K, ∀ y ∈ AK ∃x ∈ K : y = Ψ(x) è |x− x0| ≤
|y −Ψ(x0)|

α
.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé çà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî øàãîâ âûðàçèòü íàèáîëüøóþ êîíñòàíòó íàêðûâàíèÿ α îòîáðàæåíèÿ Ψ

9



÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàå-

ìûõ îïåðàòîðîì A è âåêòîðàìè bj, j = 1, s.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [5].

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ëîêàëüíîé ðàçðåøè-

ìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå

2.1 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè ñìåøàííûõ îãðà-

íè÷åíèé. Ðàññìîòðåíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè è ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íà

óïðàâëåíèå 

ẋ(t) = f(t, x, u) ∀̇ t,

x(t0) = x0,

g(t, x, u) = 0 ∀̇ t,

u(t) ∈ U ∀ t.

(4)

Çäåñü t ∈ R � âðåìÿ; t0 ∈ R � çàäàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè; x0 ∈
Rn � çàäàííàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà; x ∈ Rn � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ; u ∈ Rm �

óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð; f : R× Rn × Rm → Rn è g : R× Rn × Rm → Rk

� çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà; U ⊂ Rm � çàäàííîå

çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å (4) ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå-

âîçìîæíûå ôóíêöèè u(·) ∈ C([t0, t0 + τ ],Rm), τ > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå u(t) ∈ U äëÿ âñåõ t.

Cèñòåìà (4) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé â òî÷êå (t0, x0), åñëè

ñóùåñòâóþò ÷èñëî τ > 0 è äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·) òàêèå, ÷òî çàäà÷à
Êîøè

ẋ = f(t, x, u(t)), x(t0) = x0,

íà îòðåçêå [t0, t0+ τ ] èìååò ðåøåíèå x(·), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

g(t, x(t), u(t)) = 0 ∀̇t ∈ [t0, t0 + τ ].

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïàðàãðàôå 2.1. Ïóñòü çà-
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äàíà òî÷êà u0 ∈ U, äëÿ êîòîðîé g(t0, x0, u0) = 0, è íåêîòîðîå γ > 0.

Ïîëîæèì D = [t0, t0 + γ]×BRn(x0, γ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : D × Rm → Rn óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: ïðè ï.â. t ôóíêöèÿ f(t, ·, ·) íåïðåðûâíà; ïðè
ëþáûõ (x, u) ôóíêöèÿ f(·, x, u) èçìåðèìà; ñóùåñòâóþò òàêàÿ ñóììèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ ψ : R → R è ÷èñëî τ > 0, ÷òî |f(t, x, u)| ≤ ψ(t) äëÿ ï.â.

t ∈ [t0, t0 + τ ], äëÿ ëþáûõ u ∈ BRm(u0, γ), x ∈ BRn(x0, γ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ D ôóíêöèÿ g äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî u íà BRm(u0, γ), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-

èçâîäíûå íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(t0, x0, u0), à îòîáðàæåíèå
∂2g

∂u2
(t, x, ·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà

BRm(u0, γ) äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ D ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, íå çàâèñÿùåé îò

(t, x).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð h ∈ Rm, ÷òî ôóíêöèÿ

g(t0, x0, ·) 2-ðåãóëÿðíà ïî ïåðåìåííîé u â òî÷êå u0 îòíîñèòåëüíî U ïî

íàïðàâëåíèþ h. Òîãäà ñèñòåìà (4) ëîêàëüíî ðàçðåøèìà â òî÷êå (t0, x0).

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðå-

øèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñìåøàí-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàññìîòðåíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöè-

àëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ãåîìåòðè÷åñêèì îãðà-

íè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì, íå ðàçðåøåí-

íûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

0 ∈ F (t, x, ẋ, u) ∀̇t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0,

0 ∈ G(t, x, u) ∀̇t ∈ [t0, t1],

u(t) ∈ U ∀̇t ∈ [t0, t1].

(5)

Çäåñü F : [t0, t1]×Rn×Rn×U ⇒ Rk, G : [t0, t1]×Rn×U ⇒ Rs � çàäàííûå

ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, U ⊆ Rm � çàäàííîå íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, x0 ∈ Rn � çàäàííûé âåêòîð, t0, t1 ∈ R � çàäàííûå ÷èñëà. Çäåñü è
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äàëåå ïîä ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì áóäåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå, êî-

òîðîå êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåïóñòîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññå

L∞([t0, t1], U).

Óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (5) áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé, åñëè

ñóùåñòâóþò ÷èñëî τ > 0, äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·), àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·) òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ x(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

Êîøè

0 ∈ F (t, x, ẋ, u(t)), x(t0) = x0,

íà îòðåçêå [t0, t0+τ ], è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0+τ ] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

0 ∈ G(t, x(t), u(t)).

Ïàðó (x, u) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåøåíèåì ñèñòåìû (5) íà

îòðåçêå [t0, t0 + τ ].

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïàðàãðàôå 2.2. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ F è G óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êàðàòåî-

äîðè, òî åñòü:

1) îòîáðàæåíèÿ F (·, x, z, u) è G(·, x, u) èçìåðèìû äëÿ âñåõ x, z ∈ Rn,

u ∈ U ;

2) îòîáðàæåíèÿ F (t, ·) è G(t, ·) íåïðåðûâíû äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1];

3) äëÿ êàæäîãî R > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî åñëè

|x|+ |z|+ |u| ≤ R, òî |y| ≤M äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1], äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x, z, u).

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 2.2, íà-

ïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà ñ ìåòðèêàìè ρX , ρY , ñîîòâåòñòâåííî, è çàäàíî ÷èñëî α > 0.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. 5) Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X ⇒ Y íàçû-

5Àðóòþíîâ À. Â. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è íåïîäâèæíûå òî÷êè

// Äîêë. ÐÀÍ. � 2007. � Ò. 416, � 2 � Ñ. 151-155.
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âàåòñÿ α-íàêðûâàþùèì, åñëè

F (BX(x0, r)) ⊇ BY (F (x0), αr) ∀r ≥ 0, ∀x0 ∈ X.

×èñëî α > 0 íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé íàêðûâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ F.

Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. 5) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå F : X ⇒ Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â êîíñòàíòîé L ≥ 0,

åñëè

h(F (x1), F (x2)) ≤ LρX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè h � ýòî îáîáùåííîå ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó.

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè x0 ∈ AC∞([t0, t1],Rn), u0 ∈ L∞([t0, t1], U), f0 ∈
L∞([t0, t1],Rk), g0 ∈ L∞([t0, t1],Rs) òàêèå, ÷òî

f0(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t), u(t)), g0(t) ∈ G(t, x(t), u(t)) ∀̇t ∈ [t0, t1].

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a) îòîáðàæåíèÿ F (t, ·, v, u), F (t, x, v, ·), G(t, ·, u) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòàìè L1 ≥ 0, L2 ≥ 0 è L3 ≥ 0, ñîîòâåòñòâåííî,

äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1], äëÿ âñåõ x, v ∈ Rn, u ∈ U ;

b) îòîáðàæåíèÿ F (t, x, ·, u), G(t, x, ·) ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ñ êîí-

ñòàíòàìè αF > 0 è αG > 0, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn,

u ∈ U.

Òîãäà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (5) ëîêàëüíî ðàçðåøèìà. Ïðè÷åì äëÿ âñåõ

ε > 0 è τ ∈ (0, τ0), ãäå τ0 =
αFαG

L2L3 + L1αG
, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (x, u)

ñèñòåìû (5) íà îòðåçêå [t0, t0 + τ ] òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè

|x0(t)− x(t)| ≤ τ

[
L2∥g0∥∞ + αG∥f0∥∞(
αF − τL1

)
αG − τL2L3

+ ε

]
∀̇t ∈ [t0, t0 + τ ],

|u0(t)− u(t)| ≤

(
αF − τL1

)
∥g0∥∞ + τL3∥f0∥∞(

αF − τL1

)
αG − τL2L3

+ ε ∀̇t ∈ [t0, t0 + τ ].
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [3], [4].

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñî-

ñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Â

ïàðàãðàôå 3.2 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî

ïîðÿäêà äëÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

φ(x(N + 1)) → min,

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, N ],

x(0) = x0,

u(t) ∈ U(t), t ∈ [0, N ].

(6)

ÇäåñüN � çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íóëü, t ∈ [0, N+1] := {0, 1, ..., N,N+

1} � äèñêðåòíîå âðåìÿ, x(t) ∈ Rn � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, u(t) ∈ Rm �

óïðàâëåíèå, f : [0, N ] × Rn × Rm → Rn è φ : Rn → R � çàäàííûå ôóíê-

öèè, U : [0, N ] ⇒ Rm � çàäàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì â çàäà÷å (6) áóäåì íàçûâàòü ïàðó (x, u), u =(
u(0), ..., u(N)

)
, u(i) ∈ Rm, x =

(
x(0), ..., x(N +1)

)
, x(i) ∈ Rn, òàêóþ, ÷òî

u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(t) ∈ U(t), t ∈ [0, N ], à x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ x(t + 1) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, N ], ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì x(0) = x0.

Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̄, ū) íàçîâåì ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì

â çàäà÷å (6), åñëè φ(x̄(N + 1)) 6 φ(x(N + 1)) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðî-

öåññîâ (x, u) èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà (x̄, ū).

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïàðàãðàôå 3.2. Äëÿ p ∈
Rn ïîëîæèì

H(t, x, u, p) := pTf(t, x, u).

Òåîðåìà 4 Ïóñòü (x, u) � ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (6).

Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè x̄(N+1), äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è äëÿ âñåõ t ∈ [0, N ]

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: ôóíêöèÿ f(t, ·, ·) íåïðåðûâíà,
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ôóíêöèÿ f(t, ·, ū(t)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x̄(t), ìíîæåñòâà U(t)

çàìêíóòû, ìíîæåñòâà f(t, x̄(t), U(t)) âûïóêëû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå p : [0, N ] → Rn ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

p(t) = Hx(t, x(t), u(t), p(t+ 1)), t ∈ [0, N ],

p(N + 1) = −φx(x(N + 1)),
(7)

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìàêñèìóìà

H(t, x(t), u(t), p(t+ 1)) = max
u∈U(t)

H(t, x(t), u,p(t+ 1)), t ∈ [0, N ]. (8)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò èçâåñòíûå óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. 6), ïîñêîëüêó â íåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ëèøü â òî÷êå x̄(t), à íå â öåëîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x̄(t), è ëèøü ïðè u = ū(t). Ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé

f(t, x̄(t), U(t)) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïóêëûìè òàêæå òîëüêî ïðè x = x̄(t), à

íå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̄(t).

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòî-

ðîãî ïîðÿäêà äëÿ îñîáûõ óïðàâëåíèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

φ(x(t1)) → min,

ẋ = f(t, x, u) ∀̇t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0,

u(t) ∈ U(t) ∀̇t ∈ [t0, t1].

(9)

Çäåñü t0, t1 ∈ R � çàäàííûå ÷èñëà, t ∈ [t0, t1] � âðåìÿ, x ∈ Rn � ôàçîâàÿ

ïåðåìåííàÿ, u ∈ Rm � óïðàâëåíèå, φ : Rn → R, f : [t0, t1] × Rn ×
Rm → Rn � çàäàííûå ôóíêöèè, U : [t0, t1] ⇒ Rm � çàäàííîå ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå.

Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì â çàäà÷å (9) ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-

öèÿ u : [t0, t1] → Rm, ÷òî u(t) ∈ U(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t1]. Ïàðó (x, u)

áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, åñëè u � ýòî äîïóñòèìîå óïðàâ-

ëåíèå, à x � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = f(t, x, u(t)), x(t0) = x0.

6Èîôôå À. Ä., Òèõîìèðîâ Â. Ì. Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. � Ì. : Íàóêà, 1974.
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Âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(H1) ôóíêöèè φ(·), f(t, ·, ·) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè φx(·), φxx(·), fx(t, ·, ·) è fxx(t, ·, ·) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1];

(H2) ôóíêöèè f(·, x, u), fx(·, x, u) è fxx(·, x, u) èçìåðèìû äëÿ âñåõ (x, u);

(H3) U(·) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ çàìêíóòûìè îãðàíè÷åííûìè

çíà÷åíèÿìè, íåïðåðûâíîå â ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Îïðåäåëåíèå 4 (ñì. 7) Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̄, ū) íàçûâàåòñÿ ïîíò-

ðÿãèíñêèì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè äëÿ êàæäîãî c > 0 ñóùåñòâóåò

ε = ε(c) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (x(·), u(·)), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

|x(t1)− x̄(t1)|+ µ {t ∈ [t0, t1]|u(t) ̸= ū(t)} 6 ε, |u(t)| ≤ C ∀̇t ∈ [t0, t1],

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî φ(x(t1)) ≥ φ(x̄(t1)). Çäåñü µ îáîçíà÷àåò ìåðó

Ëåáåãà.

Äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·) íàçûâàåòñÿ îñîáûì íà îòðåçêå [t2, t3] ⊂
[t0, t1], åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t2, t3] ñóùåñòâóåò òî÷êà w ∈ U(t) òàêàÿ,

÷òî u(t) ̸= w è

H(t, x(t), u(t), p(t)) = H(t, x(t), w, p(t)).

Çäåñü x(·) � òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ u(·), H : [t0, t1]×
Rn × Rm × Rn → R, H(t, x, u, p) ≡ pTf(t, x, u) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-

Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷è (9), p(·) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ṗ(t) =

−Hx(t, x(t), u(t), p(t)) ñ êîíöåâûì óñëîâèåì p(t1) = −φx(x(t1)).

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ îñîáûõ óïðàâëå-

íèé, ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà 8. Îñîáûå óïðàâëåíèÿ èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðà-

ìè ( ñì., íàïðèìåð, 9, 10). Óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ êóñî÷íî-

7Àðóòþíîâ À. Â., Ìàãàðèë-Èëüÿåâ Ã. Ã., Òèõîìèðîâ Â. Ì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. � Ì.

: Ôàêòîðèàë Ïðåññ, 2006.
8Ðîçîíîýð Ë. È. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà â òåîðèè îïòèìàëüíûõ ñèñòåì, III //

Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 1959. � Ò. 20, Âûï. 12. � Ñ. 1561�1578.
9Ãàáàñîâ Ð. Ô., Êèðèëëîâà Ô. Ì. Îñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ. � Ì. : Ëèáðîêîì, 2013.
10Gabasov R., Kirillova F. M. High-Order Necesssary Conditions for Optimality // SIAM J. Control

and Optimization. � 1972. � Vol. 10, no. 1. � P. 127-169.
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íåïðåðûâíûõ óïðàâëåíèé áûëè âíà÷àëå ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè f ïî t è ïðè óñëîâèè U(t) ≡ const. Çàòåì ýòîò ðåçóëü-

òàò áûë ðàñïðîñòðàíåí â 11 íà ñëó÷àé èçìåðèìîé ïî t ôóíêöèè f .

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî (à íå

ãëîáàëüíîãî) ïîíòðÿãèíñêîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (9). Ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ìåòîäîì êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé. Ìåòîä çà-

êëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è (9) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ è ïîëó÷åíèþ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â èñõîäíîé çà-

äà÷å ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå äëÿ

ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ ñ êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿ-

ìè (ñì. 12, 13), â çàäà÷àõ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè áîëåå ñëàáûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè (ñì. 14).

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïàðàãðàôå 3.3. Äëÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé ìàòðèöû A è âåêòîðîâ y, y1, y2 ñîîòâåòñòâóþùåé îäèíàêîâîé

ðàçìåðíîñòè ïîëîæèì

A[y]2 := yTAy, A[y1, y2] := yT1 Ay2.

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

fx(t) := fx(t, x̄(t), ū(t)),

∆vf(θ) := f(θ, x̄(θ), v(θ))− f(θ, x̄(θ), ū(θ)).

Ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ

ṙ(t) = fx(t, x̄(t), ū(t))r, t ∈ [t0, t1],

îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(·, ·).
11Ìîðäóõîâè÷ Á. Ø. Ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. � Ì. : Íàóêà,

1988.
12Àëåêñååâ Â. Ì., Òèõîìèðîâ Â. Ì., Ôîìèí Ñ. Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. � Ì. : Ôèçìàòëèò, 2007.
13Arutyunov A. V., Vinter R. B. A Simple `Finite Approximations' Proof of the Pontryagin Maximum

Principle under Reduced Di�erentiability Hypotheses // Set-Valued Analysis. � 2004. � Vol. 12. � P. 5-24.
14Shvartsman I. New approximation method in the proof of the maximum principle for nonsmooth

optimal control problems with state constraints // J. Math. Analysis and Applications. � 2007. � Vol. 326,

no. 2, P. 974-1000.
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Ïîëîæèì

pT (t) := −φT
x (x̄(t1))Φ(t1, t), t ∈ [t0, t1]. (10)

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò ñî-

ïðÿæåííîé ñèñòåìå:

ṗT (t) = −pT (t)fx(t, x̄(t), ū(t)), p(t1) = −φx(x̄(t1)). (11)

Ïîëîæèì

H(t, x, u, p) = pTf(t, x, u),

Hx(t) := Hx(x̄(t), ū(t), p(t)), Hxx(t) := Hxx(t, x̄(t), ū(t), p(t)),

∆vHx(t) := Hx(t, x̄(t), v(t), p(t))−Hx(t, x̄(t), ū(t), p(t)).

Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Ψ(t), t ∈ [t0, t1], êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ψ̇(t) = Hxx(t)− fTx (t)Ψ(t)−Ψ(t)fx(t) (12)

ñ êîíöåâûì óñëîâèåì

Ψ(t1) = φxx(x̄(t1)). (13)

Òåîðåìà 5 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·, x, u) íåïðåðûâíà ñïðàâà äëÿ âñåõ (x, u).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (x̄(·), ū(·)) ÿâëÿåòñÿ ïîíòðÿãèíñêèì ëîêàëü-

íûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (9), ôóíêöèÿ ū(·) íåïðåðûâíà ñïðàâà, v(·) �

òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî v(t) ∈ U(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t1]

è ñóùåñòâóåò îòðåçîê [t2, t3] ⊂ [t0, t1] òàêîé, ÷òî v(t) ̸= ū(t) äëÿ ïî÷òè

âñåõ t ∈ [t2, t3] è âûïîëíåíî

H(t, x̄(t), v(t), p(t)) ≡ H(t, x̄(t), ū(t), p(t)) ∀t ∈ [t2, t3], (14)

ãäå p(·) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (11).

Òîãäà

Ψ(t)[∆vf(t)]
2 −∆vH

T
x (t)∆vf(t) > 0 ∀t ∈ [t2, t3]. (15)

Â ïàðàãðàôå 3.4 òðåòüåé ãëàâû èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ôóíêöèè ìè-

íèìóìà äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü çàäàíû
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ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû Q0, Q1, ..., Qk ðàçìåðíîñòè n× n ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì ýòè ìàòðèöû ïîïàðíî êîììóòèðóþò. Îïðåäå-

ëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q0 : Rn → R è êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå

Q : Rn → Rk ïî ôîðìóëàì

q0(x) = ⟨Q0x, x⟩, Q(x) =


⟨Q1x, x⟩

...

⟨Qkx, x⟩

 , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Èíûìè ñëîâàìè, êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå � ýòî âåêòîð-ôóíêöèÿ, êàæ-

äàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé äèôôåðåí-

öèàëüíîé ñâÿçüþ, êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì è êâàäðàòè÷íûìè êîí-

öåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

q0(x(1)) → min,

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ [0, 1],

x(0) = 0,

Q(x(1)) = y.

(16)

Çäåñü t ∈ [0, 1] � âðåìÿ, x ∈ Rn � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, u ∈ Rm � óïðàâëÿ-

þùèé ïàðàìåòð, A(t) è B(t) � íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, y � çàäàííûé âåêòîð èç Rk.

Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì â çàäà÷å (16) íàçîâåì ïàðó (x(·), u(·)) òàêóþ,
÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êî-

øè ẋ = A(t)x + B(t)u, x(0) = 0, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Q(x(1)) = y,

à óïðàâëåíèå u(·) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûì. Ïîä

ðåøåíèåì çàäà÷è (16) áóäåì ïîíèìàòü äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂(·), û(·)),
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ óñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (x(·), u(·)) 7→
q0(x(1)).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q ñþðúåêòèâíî,

òî åñòü Q(Rn) = Rk. Äëÿ êàæäîãî y ∈ Rk, ÷åðåç ω(y) îáîçíà÷èì îïòè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå â çàäà÷å (16), òî åñòü

ω(y) = inf
{
q0(x(1)) : ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ [0, 1], x(0) = 0, Q(x(1)) = y

}
.
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Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèì â çàäà÷å (16) ôóíêöèþ ìèíèìóìà ω : Rk →
R
∪
{∞}.
Öåëüþ ïàðàãðàôà 3.4 ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ è

òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ω. Ñâîéñòâà ôóíêöèè ìèíèìóìà â ðàç-

ëè÷íûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èçó÷àþòñÿ âî

ìíîãèõ ðàáîòàõ. Òàê, íàïðèìåð, Ô. Êëàðêîì â 15 èññëåäîâàíà ôóíêöèÿ

ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà f : Rn → R ïðè îãðà-

íè÷åíèÿõ òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ

x ∈ C ⊂ Rn. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè ìèíèìóìà êî-

íå÷íî â íóëå è ìíîæåñòâà {x ∈ C : f(x) ≤ r} êîìïàêòíû äëÿ âñåõ

r ∈ R, ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ îáîùåííîãî ãðàäèåíòà ôóíêöèè ìèíèìóìà,
à òàêæå óñëîâèÿ ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ìèíèìóìà. À.

Äîí÷åâûì â 16 èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ïîâå-

äåíèÿ ôóíêöèè ìèíèìóìà � òåîðèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèâî-

äÿòñÿ îöåíêè ôóíêöèè ìèíèìóìà, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. À.Â. Àðóòþ-

íîâûì â 17 èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ôóíêöèè ìèíèìóìà äëÿ êâàäðàòè÷íîé

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïàðàãðàôå 3.4. Ðàññìîò-

ðèì ñèñòåìó  Ψ̇ = −A∗(t)Ψ,

Ψ(0) = E,
(17)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, Ψ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-

ðèöà ñèñòåìû Ψ̇ = −A∗(t)Ψ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξi(t), i = 1, n, ñòîëáöû

ìàòðèöû B∗(t)Ψ(t), t ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 6 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

15Êëàðê Ô. Îïòèìèçàöèÿ è íåãëàäêèé àíàëèç. � Ì. : Íàóêà, 1988.
16Äîí÷åâ À. Ñèñòåìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Âîçìóùåíèÿ, ïðèáëèæåíèÿ è àíàëèç ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè. � Ì. : Ìèð, 1987.
17Àðóòþíîâ À. Â. Ñâîéñòâà ôóíêöèè ìèíèìóìà â êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2013.

� Ò. 94, �1. � Ñ. 36�45.

20



à)
n∑

i=1

λiξi(t) ̸≡ 0 äëÿ âñåõ λ = (λ1, ..., λn) ̸= 0;

á) q0(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x, òàêèõ ÷òî Q(x) = 0.

Òîãäà

1) ôóíêöèÿ ω âûïóêëà;

2) ôóíêöèÿ ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà;

3) ôóíêöèÿ ω äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Rk, êðî-

ìå, áûòü ìîæåò, òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îáúåäèíåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà

ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [1], [2], [6]� [8].

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû, ïî-

ëó÷åííûå â äèññåðòàöèè.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ, ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ

• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè.

• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñìåøàííûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè.

• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

îñîáûõ óïðàâëåíèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì.

• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûïóêëîñòè, ëèïøèöåâîñòè è äèôôåðåíöèðóåìî-

ñòè ôóíêöèè ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëè-

íåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ, êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì è

êâàäðàòè÷íûìè êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

• Äîêàçàíà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè àíîðìàëüíîé

òî÷êè (ò.å. òî÷êè, â êîòîðîé íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè Ðî-

áèíñîíà).
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