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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè áèîðòîãîíàëüíûõ
ðàçëîæåíèé ôóíêöèé äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ÷¼òíîãî è íå÷¼òíîãî ïîðÿäêîâ ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, çàäàí-
íûõ íà êîíå÷íîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Óêàçàííûå áèîðòîãîíàëüíûå ðàç-
ëîæåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå (ÒÐÔ). Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ýòèõ ðàçëîæåíèé
äëÿ îïåðàòîðîâ â ñêàëÿðíîì è âåêòîðíîì ñëó÷àÿõ êàê íà ïðîèçâîëüíîì âíóò-
ðåííåì êîìïàêòå, òàê è íà âñ¼ì îòðåçêå, âûäåëåíà çàâèñèìîñòü óêàçàííûõ
îöåíîê îò ðàññòîÿíèÿ êîìïàêòà äî ãðàíèöû èíòåðâàëà.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âîïðîñàìè ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé

ôóíêöèé çàíèìàëèñü Â.À. Ñòåêëîâ, ß.Ä. Òàìàðêèí, Ì. Ñòîóí, À. Õààð, Á.Ì.
Ëåâèòàí, ß.Ë. Ãåðîíèìóñ, Â.À. Èëüèí, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé,
Å.È. Ìîèñååâ, À.Ï. Õðîìîâ, Â.Á. Ëèäñêèé, À.À. Øêàëèêîâ, Ã.Â. Ðàäçèåâñêèé
è äðóãèå.

Ì.Â. Êåëäûø óñòàíîâèë òåîðåìó î ïîëíîòå ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ
è òåîðåìó îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ øèðîêîãî
êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ ïó÷êîâ íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ. Ýòè òåîðå-
ìû ïðèâåëè òàêæå ê íîâûì ñèëüíûì ðåçóëüòàòàì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàáîòû Ì.Â. Êåëäûøà ñòèìóëèðîâàëè èññëåäîâà-
íèÿ ñâîéñòâ ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèé â ðÿäû ïî ýòèì ñèñòåìàì, è
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åíû.

Â 1975 ãîäó Â.À. Èëüèí îïóáëèêîâàë äâå ðàáîòû, çàëîæèâøèå îñíîâó íîâî-
ãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé êàê
ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ, òàê è íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ (ìîäèôèêàöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Èëüèíà, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ). Ýòè ðàáîòû ïîñâÿ-
ùåíû âîïðîñàì ëîêàëüíîé áàçèñíîñòè ïîäñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷-
êà Ì.Â. Êåëäûøà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è âîïðîñàì
ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé. Íîâûé ïîäõîä çàêëþ÷àëñÿ â îòêàçå îò ðàññìîò-
ðåíèÿ êîíêðåòíûõ êðàåâûõ ôîðì îïåðàòîðà. Çàìåíÿëè èõ êîíñòðóêòèâíûå è
ëåãêî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñèñòåìû êîðíåâûõ
ôóíêöèé, ò.å. ðàññìàòðèâàëèñü íåêîòîðûå ñóæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòî-
ðà.

Â äàëüíåéøåì Â.À. Èëüèíûì è åãî ó÷åíèêàìè Â.Ä. Áóäàåâûì, Í.Á. Êå-
ðèìîâûì, À.Ñ. Ìàêèíûì, È.Ñ. Ëîìîâûì, Â.Ì. Êóðáàíîâûì, Ë.Â. Êðèöêî-
âûì, Ò.À. Ñàìàðñêîé, Å.È. Íèêîëüñêîé ìåòîä áûë ïðèìåí¼í ê øèðîêîìó
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êëàññó íåèññëåäîâàííûõ ðàíåå îáûêíîâåííûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ,
ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ êîòîðûõ ñîäåðæàëè ëèíåéíî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè â
L2(0, 1) ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé, ëîêàëüíîé áàçèñíîñòè è ëîêàëüíîé ðàâíî-
ñõîäèìîñòè áèîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé ñ ÒÐÔ, ðàâíîñõîäèìîñòè
ýòèõ ðàçëîæåíèé íà âñ¼ì îòðåçêå.

Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ðàññìîòðåíèå îáîáù¼ííûõ êîðíåâûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà, ÿâëÿþùèõñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Èäåÿ òàêîãî ïîä-
õîäà âîñõîäèò ê À.Í. Òèõîíîâó. Èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
(ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ) äëÿ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé èç ÿäðà Äèðèõëå âûäåëÿåòñÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà è äàëåå ïðîâîäèòñÿ ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà îñòàò-
êà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïðèîðíûõ îöåíîê êîðíåâûõ ôóíêöèé. Íèæå ïðèâåä¼í
îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåìå
äèññåðòàöèè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìàì êîðíåâûõ ôóíêöèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íàðÿäó ñ âîïðîñàìè î ïîëíîòå è áàçèñíîñòè ýòèõ
ñèñòåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âîçíèêàåò çàäà-
÷à îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ê ðàññìàòðèâàåìûì ôóíêöè-
ÿì. Õîðîøî èçâåñòíû ðåçóëüòàòû î ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ øèðîêèõ êëàññîâ
ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè (ñì. ðàáîòû Ã. Àëåêñè÷à, Ñ.Ì. Íèêîëüñêî-
ãî, Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, Ñ.À. Òåëÿêîâñêîãî, Á.Ñ. Êàøèíà è À.À. Ñààêÿíà). Ìåíåå
èçó÷åíû â ýòîì îòíîøåíèè áèîðòîãîíàëüíûå ðÿäû, êàêîâûìè â îñíîâíîì ÿâ-
ëÿþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìàì êîðíåâûõ ôóíêöèé íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïóòü ïðè ðåøåíèè îòìå÷åííîé
çàäà÷è � ýòî ñðàâíåíèå ðàçëîæåíèé ôóíêöèé ïî èññëåäóåìîé áèîðòîãîíàëü-
íîé ñèñòåìå è ïî áëèçêîé åé â êàêîì-òî ñìûñëå è õîðîøî èçó÷åííîé ñèñòåìå
ôóíêöèé.

Íà÷èíàÿ ñ ðåçóëüòàòîâ Â.À. Ñòåêëîâà è Æ. Áèðêãîôà, ìíîãèå ðàáîòû ïî
ðàçëîæåíèþ ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ïîñâÿùåíû òîìó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ðÿäû âåäóò ñåáÿ ñòðîãî âíóò-
ðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè êàê îáû÷íûå ÒÐÔ (â äîïîëíåíèå ê óêàçàííûì âûøå
îòìåòèì òàêæå ðàáîòû ïî ðÿäàì Ëåæàíäðà è ðÿäàì Ôóðüå-Áåññåëÿ Ó. Þí-
ãà è Ì.Ë. Ãîëüäìàíà). Âîïðîñ î ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè òàêèõ ðàçëîæå-
íèé, âèäèìî, âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí â 1978 ãîäó â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà è
È. Éî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ
îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì q(x) ∈ Lr(G), r > 1, G = (0, 1). Áû-

4



ëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà O(1/λ) ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè
íà ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ G ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ σλ(x, f) ïðîèçâîëü-
íîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ñ Sλ(x, f) � ÷àñòè÷íîé ñóììîé
ÒÐÔ ýòîé ôóíêöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíåñ¼í Â.Å. Âîëêîâûì è È. Éî íà
íåñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëàìè èç L2, çàòåì
Å.È. Íèêîëüñêîé íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñóììèðóåìûõ ïîòåíöèàëîâ, îöåíêà
ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè O(lnλ/λ).

Ñèñòåìû ôóíêöèé, ïî êîòîðûì âåä¼òñÿ ðàçëîæåíèå, ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü
ðàçíûì êðàåâûì óñëîâèÿì (èëè íå óäîâëåòâîðÿòü íèêàêèì êðàåâûì óñëîâè-
ÿì áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, êàê â ñëó÷àå ñèñòåìû ýêñïîíåíò), ïîýòîìó
ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ íà âñ¼ì îòðåçêå G â
îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü. Íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, òåì íå ìå-
íåå, òðåáóþò îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé èëè îöåíêè ïî-
ðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè èìåííî íà âñ¼ì
G, ïðè÷¼ì îöåíêó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå. Â ðàáîòàõ
È.Ñ. Ëîìîâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ðàñøè-
ðåíèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì èç Lr(0, 1), r > 1 äëÿ ôóíêöèè
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïîëó÷åíà îöåíêà O(lnλ/λ1/p) ñêîðîñòè ðàâíîñõîäè-
ìîñòè òåõ æå ðàçëîæåíèé, íî âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî íà âñ¼ì èíòåðâàëå
G â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå Lp(G), p ≥ 2; ïîëó÷åíà îöåíêà ïîðÿäêà ïðèáëè-
æåíèÿ ôóíêöèé ýòèìè ðÿäàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíåñ¼í íà íåñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà, ïðè÷¼ì ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà O(1/λ1/p),
è íà îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèì êîýôôèöèåíòîì p1(x) ïðè ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé, p1(x) ∈ Ls(G), s ≥ 1; îïåðàòîð L∗ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê
íå ïðèâëåêàëñÿ. Òàêæå È.Ñ. Ëîìîâ óñòàíîâèë îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäè-
ìîñòè ñ ÒÐÔ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêà íà âíóòðåííåì êîìïàê-
òå è íà âñ¼ì èíòåðâàëå; îòäåëüíî óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ êîìïàêòà äî ãðàíèöû èíòåðâàëà.
Ñõîæèå âîïðîñû ëîêàëüíîé ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷àëèñü
Â.Ì. Êóðáàíîâûì, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè èì
ïðèâåäåíû ëèøü äëÿ îïåðàòîðîâ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòàõ Ñ.Â. Àôîíèíà
è È.Ñ. Ëîìîâà óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ñ ÒÐÔ ñïåê-
òðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà ïðîèçâîëüíîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà êàê íà âíóòðåííåì îòðåçêå, òàê è íà
âñ¼ì èíòåðâàëå.

Ïðèâåä¼ì åù¼ ðÿä áëèçêèõ íàïðàâëåíèé ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôå-

5



ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. À.Ñ. Ìàêèíûì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóì-
ìèðóåìîñòè ìåòîäîì Ðèññà áèîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû
À.Ñ. Ìàêèíà, ïîñâÿù¼ííûå èçó÷åíèþ áàçèñíîñòè ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé è
àñèìïòîòèêè ñïåêòðà, îòâå÷àþùèõ íåñàìîñîïðÿæ¼ííîìó îïåðàòîðó Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ îí
ïîëó÷èë çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ íåðåãóëÿðíûìè è âûðîæäåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Î.Â. Áåëÿíöåâûì äîêàçàí êðèòåðèé áàçèñíîñòè Ðèññà äëÿ îïåðàòîðîâ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî çàäà÷àì ðàâíîñõîäèìîñòè, ïîëó÷åííûõ áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ ïîäõîäà Â.À. Èëüèíà, ïîäðîáíî èçëîæåí â ðàáîòàõ À.Ï. Õðîìîâà.
Â ðàáîòàõ Â.Ñ. Ðûõëîâà äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
n−ãî ïîðÿäêà ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîâ p1 ïðè (n − 1)−îé ïðîèçâîäíîé
è ðåãóëÿðíûìè äâóõòî÷å÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ èíòåðâàëà G ïîëó÷åíû
îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé íà ëþáîì îòðåçêå K ⊂ G ðàâíîñõîäèìîñòè
σλ(x, f) è Sλ(x, f). Êîýôôèöèåíò p1(x) ïðè ýòîì èç áîëåå óçêîãî êëàññà, ÷åì
Ls . Óñëîâèÿ íà p1 è f íàêëàäûâàþòñÿ â òåðìèíàõ êëàññîâ Hα

r (G), ñîñòîÿ-
ùèõ èç ôóíêöèé f(x) ∈ Lr(G), èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωr(f, δ)
êîòîðûõ åñòü âåëè÷èíà O(ln−α(δ−1)), δ → 0+ . Ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè ïðè
ýòîì òàêîâà: åñëè p1 ∈ Hα

q (G), f ∈ Hβ
p (G), α + β > 1, p−1 + q−1 = 1, òî

||σλ(x, f)− Sλ(x, f)||C(K) = O( lnλ
lnα+β λ

+ 1
lnα λ + 1

lnβ λ
).

Ã.Â. Ðàäçèåâñêèé, À.Ì. Ãîìèëêî èññëåäîâàëè îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé y(n) ñî ñëàáûì âîçìóùåíèåì Fy (ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà óñëîâèþ p1(x)y(n−1) ≡ 0) è
äâóõòî÷å÷íûìè ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, âîçìóù¼ííûìè èíòåãðà-
ëàìè Ñòèëòüåñà. Â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
f(x) ∈ L(G) óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè
σλ(x, f) ñ Sλ(x, f) è ñ σ0λ(x, f) (ïðè Fy = 0) íà ∀K ⊂ G. Ñèñòåìà, áèîðòî-
ãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ ñèñòåìîé êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L∗ . Îòäåëüíî Ã.Â. Ðàäçèåâñêèì áûë
ðàññìîòðåí äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð n−ãî ïîðÿäêà (ñ p1(x)y(n−1) ≡ 0)
ñ äâóõòî÷å÷íûìè ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå
êðàåâûõ óñëîâèé (íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå â íèõ ïðîèçâîäíûõ) íà îöåíêó
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì ýòîãî îïåðàòîðà
â ìåòðèêå Lp(G).

Â.À. Âèíîêóðîâ è Â.À. Ñàäîâíè÷èé îïóáëèêîâàëè ñåðèþ ñòàòåé ïî àñèìï-
òîòèêå ëþáîãî ïîðÿäêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå ñ ëèøü ñóììè-
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ðóåìûì ïîòåíöèàëîì è ïîòåíöèàëîì, ñîäåðæàùèì δ−ôóíêöèè. Ïîëó÷åíû
ôîðìóëû ñëåäîâ; äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé
ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñ ÒÐÔ íà âñ¼ì îò-
ðåçêå äëÿ ñóììèðóåìîé ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè. Áëèçêèå âîïðîñû äëÿ îïåðàòî-
ðîâ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè èññëåäîâàëè À.À. Øêàëèêîâ è À.Ì. Ñàâ-
÷óê, à òàêæå È.Â. Ñàäîâíè÷àÿ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Öåëü ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè áèîðòîãî-
íàëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè,
çàäàííûõ íà êîíå÷íîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Óêàçàííûå áèîðòîãîíàëü-
íûå ðàçëîæåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé ðÿä Ôóðüå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé
ôóíêöèé äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà ñ ðàçëîæåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå íà
ïðîèçâîëüíîì âíóòðåííåì êîìïàêòå îñíîâíîãî èíòåðâàëà êàê â ñêàëÿðíîì,
òàê è â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü îöåíêè ñêî-
ðîñòè ëîêàëüíîé ðàâíîñõîäèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ âíóòðåííåãî êîìïàêòà äî
ãðàíèöû èíòåðâàëà.

2. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìî-
ñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ðàçëîæåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ðÿä Ôóðüå íà âñ¼ì îñíîâíîì èíòåðâàëå êàê â ñêàëÿðíîì, òàê è â ìàòðè÷íîì
ñëó÷àå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáùèå ìåòîäû êîìïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà, à òàêæå ñïåêòðàëüíûé ìåòîä Â.À. Èëüèíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ïåðå÷èñëåííûå âû-
øå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò íàéòè ïðèìåíå-
íèå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è äðóãèõ,

7



ïðèâîäÿùèõ ê èçó÷åíèþ íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ. Òàêæå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî ñïåêòðàëü-
íîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïî-
ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè
áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äîêëàäîâ íà XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2008 ã.);
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (2012 ã.); íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðàõ êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ, íàó÷íîì ñåìèíàðå ïîä
ðóêîâîäñòâîì Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, ñîâìåñòíîì íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé è êàôåäðû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è
îïòèìèçàöèè ÐÓÄÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò, 3 èç êîòîðûõ â
èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ([5], [6], [7]). Âî âñåõ ðàáîòàõ àâòîðîì ïîñòà-
íîâêè çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü È.Ñ. Ëîìîâ. À.Ñ. Ìàðêîâ ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîðîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Â.À. Èëüè-
íà, ìåòîäà È.Ñ. Ëîìîâà, èäåé è ðàññóæäåíèé È.Ñ. Ëîìîâà è Ñ.Â. Àôîíè-
íà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íîâîé
àñèìïòîòèêîé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïîäãîòîâêà ìàòåðèàëîâ [1]�[5] è [8] ê
ïóáëèêàöèè áûëà ïðîâåäåíà ñàìîñòîÿòåëüíî àâòîðîì, ìàòåðèàëû [6]�[7] áûëè
ïîäãîòîâëåíû ñîâìåñòíî ñ È.Ñ. Ëîìîâûì.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè
122 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 75 íàèìåíîâàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðîâîäèòñÿ îáùèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ðàñêðûâàþòñÿ å¼ öåëè è çàäà÷è, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ
êðàòêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ëåììû, èñ-
ïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ 4 îïåðàòîðà, çàäàííûå íà
ëþáîì âíóòðåííåì êîìïàêòå K ⊂ G.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

lu = u′′ + p1(x)u′ + q1(x)u, x ∈ G = (0, 1), (1)

íà êëàññå ôóíêöèé D � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîåé
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé;

p1(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, q1(x) ∈ L(G, C), (2)

êîðíåâûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L (ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè)
ïîíèìàþòñÿ â îáîáù¼ííîì (ïî Â.À. Èëüèíó) ñìûñëå.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ2k}∞k=1 è ïðî-
èçâîëüíóþ ñèñòåìó {uk(x)} êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ
ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïóñòü {vk(x)} � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ
ñ {uk} ñèñòåìà ôóíêöèé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîðíåâûå ñèñòåìû (íà îïåðàòîð
L).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþ-
ùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 ∈ C , áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ íå ðàâíóþ

òîæäåñòâåííîìó íóëþ ôóíêöèþ
◦
u (x) ∈ D , óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè âñþ-

äó â G óðàâíåíèþ l
◦
u +λ2

◦
u= 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä ïðèñîåäèí¼ííîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà m,m = 1, 2, ...,

îòâå÷àþùåé òîìó æå λ2 è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè
◦
u, áóäåì ïîíèìàòü ëþ-

áóþ ôóíêöèþ
m
u (x), êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó â G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

l
m
u +λ2

m
u= µm

m−1
u , ãäå ëèáî µm = 1 (çàäà÷à 1), ëèáî µm = λ,Re λ ≥ 0, ïðè

|λ| ≥ 1 è µm = 1 ïðè |λ| < 1 (çàäà÷à 2).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû {λk}, {uk(x), vk(x)} óäîâëå-
òâîðÿëè òð¼ì óñëîâèÿì Èëüèíà (íàçîâ¼ì èõ Óñëîâèÿ À):

1) ñèñòåìà {uk} çàìêíóòà è ìèíèìàëüíà â Lr(G) ïðè íåêîòîðîì r ∈ [1,∞);
2) ñóùåñòâóþò c1, c2 = const > 0 òàêèå, ÷òî

|Imλk| ≤ c1, ∀k;
∑

0≤|λk|−λ≤1

1 ≤ c2, ∀λ ≥ 0;

3) ñóùåñòâóåò c3 = const > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖uk‖r‖vk‖r′ ≤ c3, ∀k,

ãäå vk ∈ Lr
′
(G), r′ = r/(r − 1), ÷åðåç ‖ · ‖r îáîçíà÷àåòñÿ íîðìà â Lr(G).

9



Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(G), r ∈ [1,∞), ñîñòàâèì ÷àñòè÷íûå
ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

σλ(x, f) =
∑
|λk|<λ

fkuk(x), λ > 0, fk = (f, vk).

Ïóñòü ‖ · ‖r,K � íîðìà â Lr(K), K ⊂ G. ×åðåç Sλ(x, f) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ
ñóììó ÒÐÔ ôóíêöèè f(x), ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå
f(x) äëÿ îïåðàòîðà L0u = u′′ ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè â íóëå è åäèíèöå.

Âûïèøåì èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè óñëîâèÿ íà àñèìïòîòèêó êîýôôè-
öèåíòîâ fk :

∃ν = const > 0, β = const : αkfk = O(λ−νk ln−β |λk|), |λk| > 1; (3)

∃ν = const > 0 : αkfk = O(λ−νk ), (4)

ãäå αk = ‖vk‖−1r′ . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L0 ýòè óñëîâèÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà
K ⊂ G îáîçíà÷èì η = ρ(K, ∂G) > 0 � ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû èíòåðâàëà
G. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Áóäóò ðàññìîòðåíû òðè ñèòóàöèè. Â
êàæäîé èç íèõ âûïèñûâàþòñÿ ïî äâå îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî áûëî óñòàíîâëåíî: åñëè ñòðåìèòüñÿ ïîëó÷èòü íàèëó÷øóþ
îöåíêó ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó λ, òî çàãðóáëÿåòñÿ îöåíêà
ïî ïàðàìåòðó η è íàîáîðîò, åñëè îïòèìèçèðîâàòü îöåíêó ïî η , ïðè ýòîì îíà
óëó÷øàåòñÿ íà ïîðÿäîê, òî óõóäøàåòñÿ îöåíêà ïî λ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (1), (2), (3) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë
λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

1). ∆λ ≡ ‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p,K ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ ‖q1‖1

λ + n1
λ +

+‖p1‖s max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s ,

n1 lnλ

λν lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ ‖q1‖1 lnλ

λν+1/p lnβ λ
+

‖p1‖s max

(
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, 1
λν+1/p−1/s ,

n1 ln
2 λ

λν lnβ λ

)]
,

(5)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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2). Åñëè s =∞, ò.å. p1(x) ∈ L∞(G), òî

∆λ ≤


c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ ‖q1‖1

λ + n1 max

(
1
λ , ‖p1‖∞

lnλ
λν lnβ λ

)
+ ‖p1‖∞

λ

]
,

c
η max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
.

(6)
3). Ïóñòü lu = u′′ è äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû ñèñòåìà {uk}
îáëàäàåò ñâîéñòâîì áàçèñíîñòè â Lα(G) äëÿ êàêîãî-ëèáî ÷èñëà α ∈ [1,∞)
(òî åñòü ∀f(x) ∈ Lα(G),∀K ⊂ G : ‖σλ(x, f) − f(x)‖α,K → 0 ïðè λ → ∞),
òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ðàâíîìåðíûå îöåíêè

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖C(K) ≤


c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ n1

λ

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)]
.

(7)

Ïîñòîÿííûå c > 0 â îöåíêàõ (5) � (7) íå çàâèñÿò îò λ è η .

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ïîëó÷åíû äëÿ îïåðàòîðà
ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî îïåðàöèåé

l =
d2n

dx2n
+

2n∑
l=1

pl(x)
d2n−l

dx2n−l
, x ∈ G = (0, 1), n > 1;

p1(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, pl(x) ∈ L(G, C), l = 2, 2n,

(8)

íà êëàññå ôóíêöèé D2n, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè äî (2n− 1)−ãî ïîðÿäêà.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ÷èñëà r0 ∈ [1,∞], γ0 > 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {uk(x)} êîðíå-
âûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðàì {λk},
óäîâëåòâîðÿþùèå Óñëîâèÿì À. Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè âûáèðàåì òàê, ÷òî
â êîðíåâûõ öåïî÷êàõ ñïðàâåäëèâà "àíòèàïðèîðíàÿ"îöåíêà

‖ m−1uk ‖r0 ≤ cαλ‖
m
uk ‖r0, c = const > 0, m = 1,mk, (9)

c íå çàâèñèò îò λk, αλ = |λk|2n−1 äëÿ çàäà÷è 1, αλ = 1 äëÿ çàäà÷è 2. Ïóñòü
òàêæå

‖uk‖∞ ≤ c‖uk‖r0 ∀k; c = const > 0. (10)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (8) � (10) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≡ ‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p,K ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν

)
+ ‖p1‖s max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
lnλ

λν+1/p ,
ln2 λ
λν+1

)
+ m0

λν

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+ ‖p1‖s max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
lnλ

λν+1/p ,
ln2 λ
λν+1

)
+ m0 lnλ

λν

]
(11)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk; åñëè ïðè ýòîì
p1 ≡ 0, òî

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖∞,K ≤


c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν

)
+

2n∑
l=2

‖pl‖1 lnλλν + m0

λν

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+

2n∑
l=2

‖pl‖1 lnλλν + m0 lnλ
λν

]
.

(12)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (8) � (10), è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν lnβ λ

)
+

+‖p1‖s max

(
1
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s ,

ln2 λ
λν lnβ λ

, lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p lnβ λ

, ln2 λ
λν+1 lnβ λ

)
+ m0

λν lnβ λ

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+

+‖p1‖s max

(
1
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s ,

ln2 λ
λν lnβ λ

, lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p lnβ λ

, ln2 λ
λν+1 lnβ λ

)
+ m0 lnλ

λν lnβ λ

]
(13)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk; åñëè ïðè ýòîì
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p1 ≡ 0, òî

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖∞,K ≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ m0

λν lnβ λ

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ m0 lnλ

λν lnβ λ

]
.

(14)

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îïåðàòîðà âòîðîãî è ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî
ïîðÿäêà, ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé îïåðàòîðîâ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

lu = u′′ + P (x)u′ +Q(x)u, x ∈ G = (0, 1),

ãäå

P (x) = {Pij(x)}, Pij(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, i, j = 1, h,

Q(x) = {Qij(x)}, Qij(x) ∈ L(G, C),
u = (u1(x), u2(x), ..., uh(x)), uj(x) ∈ D, j = 1, h,

(15)

êëàññ D � ôóíêöèè, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîåé
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞), ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ2k}∞k=1 è ñèñòåìó {uk(x)}, uj(x) = (uj1(x), uj2(x), ..., ujh(x))
êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì. Ïóñòü ñóùåñòâóåò {vk(x)} � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ {uk} ñè-
ñòåìà ôóíêöèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè f(x) ∈ Lhp(G) ñîñòàâèì
÷àñòè÷íûå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

σλ(x, f) =
∑
|λk|≤λ

〈f, vk〉 · uk(x), λ > 0,

uk ∈ Lhp(G), vk ∈ Lhq (G), p−1 + q−1 = 1. Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, .., h ðàññìîò-
ðèì j−óþ êîìïîíåíòó áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ:

σλj (x, f) =
∑
|λk|≤λ

〈f, vk〉 · ukj (x).

×åðåç Sλ(x, fj) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôó-
ðüå ñîîòâåòñòâóþùåé j−îé êîìïîíåíòû fj(x) ðàçëàãàåìîé âåêòîð-ôóíêöèè
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f(x), ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå fj(x) äëÿ îïåðàòîðà
L0u = u′′ ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè â íóëå è åäèíèöå:

Sλ(x, fj) =
1

π

1∫
0

sinλ(x− y)

(x− y)
fj(y) dy.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (15) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

1). ∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ ‖Q(x)‖1

λ + n1
λ +

+‖P (x)‖s max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s ,

n1 lnλ

λν lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ ‖Q(x)‖1 lnλ

λν+1/p lnβ λ
+

+‖P (x)‖s max

(
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, 1
λν+1/p−1/s ,

n1 ln
2 λ

λν lnβ λ

)]
,

(16)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
2). Åñëè s =∞, òî

∆λ
j ≤


c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ ‖Q(x)‖1

λ + n1 max

(
1
λ ,
‖P (x)‖∞ lnλ

λν lnβ λ

)
+ ‖P (x)‖∞

λ

]
,

c
η max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
,

(17)
äëÿ âñåõ j = 1,m. Ïîñòîÿííûå c > 0 â îöåíêàõ (16) è (17) íå çàâèñÿò îò
λ è η .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (15) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

1). ∆λ
j ≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν

)
+ n1

λ + ‖Q(x)‖1 max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p

)
+

+‖P (x)‖s max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+ n1

λν + ‖Q(x)‖1 lnλ
λν+1/p+

+‖P (x)‖s max

(
ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)]
,

(18)
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ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
2). Åñëè s =∞, òî

∆λ
j ≤


c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν

)
+ n1

λ + ‖Q(x)‖1
λ + ‖P (x)‖∞max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)]
,

c
η max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
,

(19)

äëÿ âñåõ j = 1,m. Ïîñòîÿííûå c > 0 â îöåíêàõ (18) è (19) íå çàâèñÿò îò
λ è η .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

L ≡ lu, l =
d2n

dx2n
+

2n∑
l=1

P l(x)
d2n−l

dx2n−l
, x ∈ G = (0, 1), n > 1;

P 1(x) = {P 1
ij(x)}, P 1

ij(x) ∈ Ls(G, C), ∀i, j = 1, h, s > 1,

P l(x) = {P l
ij(x)}, P l

ij(x) ∈ L(G, C), ∀i, j = 1, h, ∀l = 2, 2n,

(20)

ãäå u = (u1(x), u2(x), ..., uh(x)), uj(x) ∈ D2n, j = 1, h, à êëàññ D2n � àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûå íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî (2n−1)−ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèè.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ÷èñëà r0 ∈ [1,∞], γ0 > 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {uk(x)} êîðíå-
âûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðàì {λk},
óäîâëåòâîðÿþùèå Óñëîâèÿì À. Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè âûáèðàåì òàê, ÷òî
â êîðíåâûõ öåïî÷êàõ ñïðàâåäëèâà "àíòèàïðèîðíàÿ"îöåíêà

‖
m−1
uk ‖Lhr0(G) ≤ cαλ‖

m

uk ‖Lhr0(G), c = const > 0, m = 1,mk, (21)

c íå çàâèñèò îò λk, αλ = |λk|2n−1 äëÿ çàäà÷è 1, αλ = 1 äëÿ çàäà÷è 2. Ïóñòü
òàêæå

‖uk‖Lh∞(G) ≤ c‖uk‖Lhr0(G) ∀k; c = const > 0. (22)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (20) � (22) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
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÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν

)
+ ‖P 1‖Lhs (K) max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖Lh1 (K) max

(
lnλ

λν+1/p ,
ln2 λ
λν+1

)
+ m0

λν

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+ ‖P 1‖Lhs (K) max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν ,

lnλ
λν+1/p−1/s

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖Lh1 (K) max

(
lnλ

λν+1/p ,
ln2 λ
λν+1

)
+ m0 lnλ

λν

]
(23)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk; åñëè ïðè ýòîì
P 1 ≡ 0, òî

‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖L∞(K) ≤


c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν

)
+

2n∑
l=2

‖P l‖L1(K)
lnλ
λν + m0

λν

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+

2n∑
l=2

‖P l‖L1(K)
lnλ
λν + m0 lnλ

λν

]
.

(24)

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (20) � (22) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè.

∆λ
j ≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν lnβ λ

)
+

+‖P 1‖Ls(K) max

(
1
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s ,

ln2 λ
λν lnβ λ

, lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖L1(K) max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p lnβ λ

, ln2 λ
λν+1 lnβ λ

)
+ m0

λν lnβ λ

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+

+‖P 1‖Ls(K) max

(
1
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s ,

ln2 λ
λν lnβ λ

, lnλ
λν+1/p−1/s lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖L1(K) max

(
1
λ ,

lnλ
λν+1/p lnβ λ

, ln2 λ
λν+1 lnβ λ

)
+ m0 lnλ

λν lnβ λ

]
(25)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk; åñëè ïðè ýòîì
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P 1 ≡ 0, òî

‖σλ(x, f)−Sλ(x, fj)‖L∞(K) ≤



c
η2

[
max

(
1
λ ,

1
λν lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖L1(K) max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ m0

λν lnβ λ

]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+

+
2n∑
l=2

‖P l‖L1(K) max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ m0 lnλ

λν lnβ λ

]
.

(26)

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíû òå æå îöåíêè, ÷òî è â ïåðâîé, íî óæå äëÿ
îïåðàòîðà ïåðâîãî è ïðîèçâîëüíîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíîé
îïåðàöèåé

Lu ≡ u′ + a0(x)u, x ∈ G = (0, 1), a0(x) ∈ Ls(G), s > 1 (27)

íà êëàññå ôóíêöèé D , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1].
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}∞k=1 è ïðîèç-

âîëüíóþ ñèñòåìó {uk(x)} êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ýòèì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèå òð¼ì Óñëîâèÿì À.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (27) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≡ ‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p,K ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν

)
+ (n1 + ‖a0‖p) max

(
lnλ
λ ,

ln2 λ
λν

)
+

+‖a0‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+ (n1 + ‖a0‖p) max

(
lnλ
λ ,

ln2 λ
λν

)
+

+‖a0‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s

)]
,

(28)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ
è η .
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (27) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ (n1 + ‖a0‖p) max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+‖a0‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ (n1 + ‖a0‖p) max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+‖a0‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ

)]
,

(29)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ
è η .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé
äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

Lu ≡ u(n)(x) +
n−1∑
k=0

ak(x)u(k)(x), x ∈ G = (0, 1), n = 2l + 1, l ∈ Z, l ≥ 0;

an−1(x) ∈ Ls(G), s > 1, ak(x) ∈ L(G), k = 0, n− 2,

(30)

íà êëàññå ôóíêöèé Dn , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâî-
èìè ïðîèçâîäíûìè äî (n− 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ÷èñëà r0 ∈ [1,∞), γ0 > 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {uk} êîð-
íåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðàì {λk},
óäîâëåòâîðÿþùèå òð¼ì Óñëîâèÿì À.

Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè âûáåðåì òàê, ÷òîáû â êîðíåâûõ öåïî÷êàõ áûëà
ñïðàâåäëèâà "àíòèàïðèîðíàÿ"îöåíêà

‖ m−1u k ‖r0 ≤ cαλ‖
m
uk ‖r0, c = const > 0, m = 1,mk, (31)

c íå çàâèñèò îò λk, αλ = |λk|n−1 äëÿ çàäà÷è 1, αλ = 1 äëÿ çàäà÷è 2. Äëÿ
n ≥ 3 òàêóþ ñèñòåìó âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

‖uk‖∞ ≤ c‖uk‖r0 ∀k; c = const > 0. (32)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå p ∈ [1,∞).
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (30) � (32) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≡ ‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p,K ≤

≤



c
η2

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s

)
+ ‖an−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s ,
ln2 λ
λν

)
+

+
n−2∑
q=0
‖aq‖1 1

λ1/p
+m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν

)]
,

c
η

[
max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λν ,

1
λν+1/p−1/s

)
+ ‖an−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s ,
ln2 λ
λν

)
+

+
n−2∑
q=0
‖aq‖1 1

λ1/p
+m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν

)]
(33)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (30) � (32) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ ≤



c
η2

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s

)
+

+‖an−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, lnλλν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+
n−2∑
q=0
‖aq‖1 1

λ1/p
+m0 max

(
1
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s

)
+

+‖an−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, lnλλν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+
n−2∑
q=0
‖aq‖1 1

λ1/p
+m0 max

(
1
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)]
(34)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé
äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

Lu ≡ u′ + A(x)u, x ∈ G = (0, 1),

ãäå

A(x) = {Aij(x)}, Aij(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, i, j = 1, h,

u = (u1(x), u2(x), ..., uh(x)), uj(x) ∈ D, j = 1, h,
(35)
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êëàññ D � ôóíêöèè, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîåé
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞), ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ2k}∞k=1 è ñèñòåìó {uk(x)}, uj(x) = (uj1(x), uj2(x), ..., ujh(x))
êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì. Ïóñòü ñóùåñòâóåò {vk(x)} � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ {uk} ñè-
ñòåìà ôóíêöèé.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ [1,∞).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (35) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤

≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν lnβ λ

)
+ (n1 + ‖A(x)‖p) max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λnu ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+‖A(x)‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

)
+ (n1 + ‖A(x)‖p) max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λnu ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+‖A(x)‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ

)]
,

(36)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ
è η .

Òåîðåìà 13. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (35) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ
j ≤



c
η2

[
max

(
1
λ2 ,

1
λν

)
+ (n1 + ‖A(x)‖p) max

(
lnλ
λ ,

ln2 λ
λν

)
+

+‖A(x)‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s

)]
,

c
η

[
max

(
1
λ ,

lnλ
λν

)
+ (n1 + ‖A(x)‖p) max

(
lnλ
λ ,

ln2 λ
λν

)
+

+‖A(x)‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s

)]
,

(37)

ãäå n1 = 1, åñëè îáùåå ÷èñëî ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå {uk} áåñ-
êîíå÷íî è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ
è η .
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé
äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé

Lu ≡ u(n)(x) +
n−1∑
k=0

Ak(x)u(k)(x), x ∈ G = (0, 1), n = 2l + 1, l ∈ Z, l ≥ 0;

An−1(x) = {An−1
ij (x)}, An−1

ij (x) ∈ Ls(G, C), s > 1,∀i, j = 1, h,

Ak(x) = {Ak
ij(x)}, Ak

ij(x) ∈ L(G, C), k = 0, n− 2,

(38)

ãäå u = (u1(x), u2(x), ..., uh(x)), uj(x) ∈ Dn, j = 1, h, à êëàññ Dn � àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî (n − 1)-ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ÷èñëà r0 ∈ [1,∞), γ0 > 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {uk} êîðíå-
âûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðàì
{λk}, óäîâëåòâîðÿþùèå òð¼ì Óñëîâèÿì À.

Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè âûáåðåì òàê, ÷òîáû â êîðíåâûõ öåïî÷êàõ áûëà
ñïðàâåäëèâà "àíòèàïðèîðíàÿ"îöåíêà

‖ m−1u k ‖Lhr0(G) ≤ cαλ‖
m
uk ‖Lhr0(G), c = const > 0, m = 1,mk, (39)

c íå çàâèñèò îò λk, αλ = |λk|n−1 äëÿ çàäà÷è 1, αλ = 1 äëÿ çàäà÷è 2. Ïóñòü,
êðîìå òîãî,

‖uk‖Lh∞(G) ≤ c‖uk‖Lhr0(G) ∀k; c = const > 0. (40)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå p ∈ [1,∞).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4), (38) � (40) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤

≤



c
η2

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν ,

1
λν+1/p−1/s

)
+ ‖An−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s ,
ln2 λ
λν

)
+

+
n−2∑
q=0
‖Aq‖1 1

λ1/p +m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν

)]
,

c
η

[
max

(
lnλ
λ ,

lnλ
λν ,

1
λν+1/p−1/s

)
+ ‖An−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s ,
ln2 λ
λν

)
+

+
n−2∑
q=0
‖Aq‖1 1

λ1/p +m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν

)]
(41)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ, m0 = maxmk.
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (38) � (40) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∆λ
j ≤



c
η2

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s

)
+

+‖An−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, lnλλν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+
n−2∑
q=0
‖Aq‖1 1

λ1/p +m0 max

(
1
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)]
,

c
η

[
max

(
lnλ
λ ,

1
λν ,

lnλ
λν lnβ λ

, 1
λν+1/p−1/s

)
+

+‖An−1‖s max

(
1

λν+1/p−1/s ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, lnλλν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
+

+
n−2∑
q=0
‖Aq‖1 1

λ1/p +m0 max

(
1
λ ,

lnλ
λν ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)]
(42)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò η è λ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè
ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî è ïðî-
èçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêîâ íà îñíîâíîì èíòåðâàëå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó-
÷àè îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå îïåðàòîðà, ïîðîæä¼ííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîé îïåðàöèåé ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (1) � (3) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p ≤ max

(
1
λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+ ‖q1‖1

λ +

+‖p1‖s max

(
1
λ ,

1
λν+1/ρ−1/s ,

lnλ
λν+1/ρ−1/s lnβ λ

)
+m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
,

(43)

ãäå m0 = maxmk , ρ = max(2, p, s′) ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p ∈ [1,∞), f ∈ V (G) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäû-
äóùåé Òåîðåìû. Òîãäà

‖f − σλ(x, f)‖p = O

[
max

(
1

λ1/p
, 1λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+ ‖q1‖1

λ +

+‖p1‖s max

(
1
λ ,

1
λν+1/ρ−1/s ,

lnλ
λν+1/ρ−1/s lnβ λ

)
+m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)]
.

(44)
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Òåîðåìà 17. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (8) � (10) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p ≤ max

(
1
λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+ ‖p1‖s max

(
1

λ1/s′
,

1
λν+1/p−1/s ,

1
λν+1/s′−1/Q lnβ λ

, lnλλ ,
lnλ

λν+1/s′−1/Q ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
, ln1/Q λ
λ1/s′ lnβ λ

∣∣
ν=1/Q

,

ln1+1/Q λ
λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/Q−1/s′

)
+

2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1

λ1/p
, lnλλ ,

ln2 λ
λ lnβ λ

∣∣
ν=1−1/p

)
+ m0

λν lnβ λ

(45)
ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé λ, m0 = maxmk, ρ = max(2, p, s′),
Q = min(ρ′, s′) = min(q, s, s′).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p ∈ [1,∞), f ∈ V (G) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäû-
äóùåé Òåîðåìû. Òîãäà

‖f − σλ(x, f)‖p = O

[
max

(
1

λ1/p
, 1λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+

+‖p1‖s max

(
1

λ1/s′
, 1
λν+1/p−1/s ,

1
λν+1/s′−1/Q lnβ λ

, lnλλ ,
lnλ

λν+1/s′−1/Q ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
,

ln1/Q λ
λ1/s′ lnβ λ

∣∣
ν=1/Q

, ln
1+1/Q λ
λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/Q−1/s′

)
+

2n∑
l=2

‖pl‖1 max

(
1

λ1/p
, lnλλ ,

ln2 λ
λ lnβ λ

∣∣
ν=1−1/p

)
+

+ m0

λν lnβ λ

]
.

(46)

Òåîðåìà 18. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (15) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤ max

(
1
λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+

+‖Q(x)‖1
λ + ‖P (x)‖s max

(
1
λ ,

1
λν+1/ρ−1/s ,

lnλ
λν+1/ρ−1/s lnβ λ

)
+m0 max

(
1
λ ,

ln2 λ
λν lnβ λ

)
,

(47)
ãäå m0 = maxmk , ρ = max(2, p, s′) ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò λ.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (20) � (22) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
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÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖Lp(K) ≤ max

(
1
λ ,

1
λν−1/ρ′ lnβ λ

, ln
1/ρ′ λ

λ lnβ λ

∣∣
ν=1+1/ρ′

)
+

+‖P1‖s max

(
1

λ1/s′
, 1
λν+1/p−1/s ,

1
λν+1/s′−1/Q lnβ λ

, lnλλ ,
lnλ

λν+1/s′−1/Q ,
lnλ

λν+1/p−1/s lnβ λ
,

ln1/Q λ
λ1/s′ lnβ λ

∣∣∣∣
ν=1/Q

, ln
1+1/Q λ
λ lnβ λ

∣∣∣∣
ν=1+1/Q−1/s′

)
+

2n∑
l=2

‖Pl‖1 max

(
1

λ1/p
, lnλλ ,

ln2 λ
λ lnβ λ

∣∣
ν=1−1/p

)
+

+ m0

λν lnβ λ
(48)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé λ, m0 = maxmk, ρ = max(2, p, s′),
Q = min(ρ′, s′) = min(q, s, s′).

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìî-
ñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèç-
âîëüíîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà íà îñíîâíîì èíòåðâàëå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó-
÷àè îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå îïåðàòîðà, ïîðîæä¼ííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîé îïåðàöèåé ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå
p ∈ [1,∞).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (30) � (32) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∆λ ≡ ‖σλ(x, f)− Sλ(x, f)‖p ≤ cmax

[
1

λ1/p
,

1

λν−1/δ lnβ λ

]
(49)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò λ, δ = min(2, q, s), q = p
p−1 .

Òåîðåìà 21. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3), (38) � (40) è Óñëîâèÿ À. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∆λ
j ≡ ‖σλj (x, f)− Sλ(x, fj)‖p ≤ cmax

[
1

λ1/p
,

1

λν−1/δ lnβ λ

]
(50)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò λ, δ = min(2, q, s), q = p
p−1 .

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ ïðîôåññîðó Èãîðþ Ñåðãååâè÷ó Ëîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå.
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