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Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñìíîãîçíà÷íûìè òðàåêòîðèÿìè, âûðàæåííûõ â âèäå ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê.Ïîäîáíûå ïîñòàíîâêè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ àêòóàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâ-ëåíèÿ.Îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äîñòèæè-ìîñòè, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òåðìèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé,êîòîðûå ñèñòåìà ìîæåò äîñòè÷ü ê çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè èç ìíîæåñòâàíà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ. Ñîïðÿæåííîé ê íåéÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè � çàäà÷à îòûñêàíèÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèéñèñòåìû, ñòàðòóÿ èç êîòîðûõ, ñèñòåìà ìîæåò ïðè ïîìîùè äîïóñòèìûõ óïðàâëå-íèé ïîïàñòü â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò íà çàðàíåå çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî.Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíûõòðàåêòîðèé ê àíàëèçó àíñàìáëåé òðàåêòîðèé, çàäàþùèõ ìíîãîçíà÷íóþ äèíàìè-êó èññëåäóåìûõ ñèñòåì. Ýâîëþöèÿ òàêèõ àíñàìáëåé ïðèâîäèò ê àíàëèçó òðóáîêäîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè � ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ñå÷åíèÿ êîòîðûõâ êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìîñòè è ðàç-ðåøèìîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Èçó÷åíèåì äèíàìèêè ïîäîáíûõ òðóáîê çàíèìàåòñÿòåîðèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé [47, 48, 8℄.Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçàöèîííûìè çà-äà÷àìè, îäíàêî èì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êî-4



òîðûå îáåñïå÷èâàþò ðåãóëÿðíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé. Ý��åêòèâíûìîáùèì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé �. Áåëëìàíîì [15, 16℄, è îïèðàþùèéñÿ íà ãà-ìèëüòîíîâ �îðìàëèçì. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî ââåñòè ñî-îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîçèöèþ ñèñòåìû � ìèíèìàëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ,îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, âûðàæåííîãî â âèäå ïî-ëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ �óíêöèè öåíû. Ïîñòðîåíèå òðóáîê ðàçðåøèìîñòèïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñèíòåçèðóþùåå óïðàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýêñòðåìàëü-íîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî [63℄.Äàæå â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòèìîãóò èìåòü äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà äèíà-ìèêè òðóáîê äî êîíöà, òî åñòü äî ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ àëãîðèòìîâ, ïðè-ìåíÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Â ðàáîòàõ À.Á. Êóðæàíñêîãî áûëè ïî-ñòðîåíû ïàðàìåòðèçîâàííûå ñåìåéñòâà ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê, ïîçâîëÿþùèåñêîíñòðóèðîâàòü âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè òðóáîê äîñòèæèìîñòè äëÿ ñè-ñòåì ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ [1, 53℄. Òàêèå îöåíêè îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõñâîéñòâ:1. îíè áóäóò òóãèìè, ò.å. îíè áóäóò êàñàòüñÿ òî÷íîãî ìíîæåñòâà âäîëü íåêî-òîðîé êðèâîé;2. îíè äîïóñêàþò ðåêêóðåíòíóþ çàïèñü â âèäå ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäîâ, ïîçâîëÿþùóþ ý��åêòèâíî ïåðå-ñ÷èòûâàòü íîâûå îöåíêè íà îñíîâå óæå ïîëó÷åííûõ áåç äîïîëíèòåëüíûõðàñ÷¼òîâ;3. ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà îöåíîê ê áåñêîíå÷íîñòè îíè çàìåòàþò âñ¼ îöåíèâà-åìîå ìíîæåñòâî;4. îöåíêè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà, ìîãóò áûòü ïîñ÷è-5



òàíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, äîïóñêàÿ âûñîêóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìàâ âû÷èñëåíèÿõ, ïîçâîëÿÿ èñïîëüçîâàòü ñóïåðêîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ[49℄.×èñëåííûå àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå ïîñòðîåíèå òàêèõ îöåíîê, ðåàëèçîâàíû âïðîãðàììíîì ïàêåòå Ellipsoidal Toolbox äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû Matlab[14℄. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì âíóòðåííèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ðàç-ðåøèìîñòè ìîæíî ñòðîèòü ñèíòåçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì ýëëèïñîèäàëü-íîãî ñèíòåçà [1, 50℄.Äðóãèì âîçìîæíûì ïîäõîäîì äëÿ îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåò-ñÿ ïîñòðîåíèå âìåñòî òðóáêè åäèíñòâåííîé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè,óäîâëåòâîðÿþùåé êàêîìó-ëèáî çàäàííîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè (íàïðèìåð,ìèíèìàëüíîñòü îáú¼ìà èëè ñëåäà ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé) [24℄.Íåâûðîæäåííûé ýëëèïñîèä â Rn îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, öåíòðîì,
q, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèé, Q =

= Q′ > 0:
E (q, Q) = {x ∈ R

n :
〈
x− q, Q−1(x− q)

〉
6 1},ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê

E (q(t), Q(t)), òàêæå ñîäåðæàò äâå êîìïîíåíòû: âåêòîðíóþ äëÿ q(t) è ìàòðè÷-íóþ äëÿ Q(t). Â ýëëèïñîèäàëüíîì èñ÷èñëåíèè óðàâíåíèå íà ìàòðèöó Q áóäåòóðàâíåíèåì �èêêàòè. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ �èêêàòè àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ âîìíîãèõ ðàçäåëàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ [22, 23℄. Êðîìå òîãî, ìàòðè÷íûå �àçîâûåïåðåìåííûå òàêæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè íàáëþäåíèé [28℄.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ìàòðè÷íîé �àçîâîé ïåðå-ìåííîé åñòåñòâåííî âûòåêàåò èç îáùåé òåîðèè òðóáîê òðàåêòîðèé.Âàæíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîêÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ãðóïïîâîãî (êîëëåêòèâíîãî) óïðàâëåíèÿ. Â òàêèõ çàäà÷àõ ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà îäíîðîäíûõ (ñõîæèõ) àãåíòîâ, êîòîðûì, âçàèìîäåéñòâóÿ6



äðóã ñ äðóãîì, íàäî âûïîëíèòü íåêîòîðóþ îáùóþ çàäà÷ó. Òàêèå ñèñòåìû ïî-ëó÷àþò âñå áîëüøåå ðñïðîñòðàíåíèå íà ïðàêòèêå â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ìîð-ñêîãî äíà è êàðòîãðà�èðîâàíèÿ [65, 66, 67, 68℄. Â ðàáîòàõ [2, 3, 4℄ ïîñòàâëåíàçàäà÷à ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé äëÿ ãðóïïû àãåíòîâ, êîòîðûì íåîáõîäèìîäîñòè÷ü öåëåâîãî ìíîæåñòâà, èçáåãàÿ ñòîëêíîâåíèé äðóã ñ äðóãîì è âíåøíèìèïðåïÿòñòâèÿìè, íàõîäÿñü ïðè ýòîì âíóòðè âèðòóàëüíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî êîí-òåéíåðà. �åøåíèå ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ âèð-òóàëüíîå äâèæåíèå ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà, êîòîðûé, ïðîèçâîäÿ ðåêîí-�èãóðàöèþ, îñóùåñòâëÿåò èçáåæàíèå ñòîëêíîâåíèé ñ âíåøíèìè ïðåïÿòñòâèÿìè,ïîñëå ÷åãî íàõîäÿòñÿ ñèíòåçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ äëÿ àãåíòîâ âíóòðè êîíòåé-íåðà, äëÿ êîòîðûõ îí ñëóæèò âíåøíèì �àçîâûì îãðàíè÷åíèåì. Èñïîëüçîâàíèåýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå êîìàíäíî-ãî ñâîéñòâà äëÿ ãðóïïû. Ñïåöè�èêà òàêîé çàäà÷è íàêëàäûâàåò ðÿä �àçîâûõîãðàíè÷åíèé íà ìàòðèöó êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà: òàê, îòâå÷àþùèé åé ýëëèï-ñîèä íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì áîëüøèì, ÷òîáû îáõîäèòü ïðåïÿòñòâèÿ, è, êðîìåòîãî, îí íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ìàëåíüêèì, èíà÷å àãåíòû âíóòðè íåãî íå ïîìå-ñòÿòñÿ. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ó÷èòûâàòü â âèäå íåðàâåíñòâ íà ñîáñòâåííûå÷èñëà �àçîâîé ìàòðèöû.Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ìàòðè÷íûìè �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ðàñ-ñìàòðèâàëàñü È.Â. ×åáóíèíûì â ðàáîòå [21℄. Â íåé èññëåäîâàëîñü óðàâíåíèå�èêêàòè [22, 23℄,
Ṗ (t) = AP (t) + PA′(t) +M(t)− P (t)B′N(t)BP (t), P (t0) = P0 > 0, (1)ãäå P (t) ∈ Rn×n � �àçîâàÿ ìàòðèöà, M(t) ∈ Rn×n è N(t) ∈ Rm×m � ìàòðè÷-íûå óïðàâëåíèÿ. Òðåáîâàëîñü íàéòè ïàðó {M(t), N(t)}, êîòîðàÿ ïåðåâîäèëà áûñèñòåìó â ìîìåíò t1 â çàäàííóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ìàòðèöó P ∗. Âñòàòüå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè óðàâíåíèÿ (1) äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:êîãäà óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé è êîãäà îíî7



îáÿçàíî áûòü íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëü-òàòîâ èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ñâîäèëàñü ê âåêòîðíîé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè âûòÿãè-âàíèÿ ìàòðèö â âåêòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà[29, 30, 31, 32℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåñòè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ñè-ñòåì ñ ìàòðè÷íîé �àçîâîé ïåðåìåííîé. Òàêîå èññëåäîâàíèå, ñ îäíîé ñòîðîíû,äîëæíî ó÷èòûâàòü ìàòðè÷íóþ ñïåöè�èêó çàäà÷è, à ñ äðóãîé � äîïóñêàòü àäàï-òàöèþ ïðåäëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿñèñòåì ïîòåíöèàëüíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ñòðóêòóðû äèññåðòàöèè.Â ïåðâîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿçàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì óðàâíåíè-åì
Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t), Q(t0) = Q0, (2)ãäå Q ∈ Rn×n � ìàòðè÷íàÿ �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, U ∈ Rm×m � ìàòðè÷íîå ïîçè-öèîííîå óïðàâëåíèå, Q0 � èçâåñòíîå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû. Òðåáóåòñÿìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû,

Ψ(U(·)) =
θ∫

t0

〈U(t, Q(t)), U(t, Q(t))〉 dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 . (3)ÇäåñüM, D = D′ > 0 � èçâåñòíûå ìàòðèöû. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ âûòÿãèâà-íèÿ ìàòðèöû ïî ñòðîêàì â ñòîëáåö, (·) : Rn×m → Rnm, âî âòîðîì ðàçäåëå ýòàçàäà÷à ñâîäèòñÿ, ïîäîáíî ðàáîòå [21℄, ê âåêòîðíîé. Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à çàòåìðåøàåòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5, 60℄.Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âåêòîð-íîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ, îäíàêî îêàçûâàåòñÿ,÷òî ïåðåéòè îò ïîëó÷åííûõ â èòîãå âåêòîðíûõ �îðìóë îáðàòíî ê ìàòðè÷íûì8



îáîçíà÷åíèÿì � çàäà÷à áîëåå ñëîæíàÿ ÷åì íåïîñðåäñòâåííûé ïðÿìîé ïåðåõîäîò èñõîäíûõ ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé ê ïðîìåæóòî÷íûì âåêòîðíûì.Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîã �îðìóëû, èñïîëüçóåìîé ïðèèñõîäíîì ïåðåõîäå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà äëÿ ïåðåõîäà îáðàòíîãî, èóêàçûâàåòñÿ êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí. Âñòà¼ò âîïðîñî ñîõðàíåíèè ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðåøåíèÿ.Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû âíîâü ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâà-äðàòè÷íàÿ çàäà÷à (2), (3), íî òåïåðü å¼ ðåøåíèå ñòðîèòñÿ áåç âûõîäà èç êëàññàìàòðèö. Äëÿ ýòîãî, îòòàëêèâàÿñü îò èäåé òåíçîðíîãî àíàëèçà [39, 40, 41℄, âîâòîðîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè äåéñòâèÿ ëèíåéíûõîïåðàòîðîâ íàä ìàòðè÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèå ëèíåéíî-ãî îïåðàòîðà íàä Rn îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ çàäàíèåì îáðàçà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà.Åñëè ýòè îáðàçû ¾ñêëåèòü¿, òî ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïðî-âîäèòñÿ â ÷¼ì-òî àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ: äåéñòâèåîïåðàòîðà A íà áàçèñå {Eij}ni,j=1 ìàòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, A = {AEij}ni,j=1, èáóäåò àíàëîãîì ìàòðèöû îïåðàòîðà â âåêòîðíîì ñëó÷àå. Ýòè îáúåêòû â äàëüíå-øéåì íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Çäåñü æå ñòðîÿòñÿïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ è ïðåäñòàâëåíèÿñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, à òàêæå èññëåäóåòñÿ èõ âçàèìîñâÿçü ñ êëàññè÷åñêîéòåîðèåé îïåðàòîðîâ.Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå ñïîñîáà ñâåäåíèÿ çàäà÷è íà-õîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ê ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ.Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå èçâåñòíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èìåþùèå õîðîøóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü [73, 74℄.Áîëåå òîãî, èìåÿ êîíêðåòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìîæíî ïîäîáðàòüïîä íåãî ñïåöèàëüíûé ñïîñîá îòîæäåñòâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñ ìàòðèöàìè, ý�-�åêòèâíûé èìåííî äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà.9



Â òðåòüåì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (2),(3) ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðíàÿ çàäà÷àçàòåì ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïîëó-÷åííîå ðåøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ îáðàòíî â ìàòðè÷íóþ �îðìó. Êðîìå òîãî, âýòîì ðàçäåëå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ �àçîâûõîãðàíè÷åíèé,
λ2
− 6 〈Q,Q〉 6 λ2

+, 0 < λ− < λ+,ãäå λ−, λ+ � èçâåñòíûå êîíñòàíòû. Ýòè íåðàâåíñòâà îãðàíè÷èâàþò âîçìîæíûéðàçìåð ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèé Q(t) øàðàìè ðàäèóñîâ λ− è λ+ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé, ââîäèòñÿíîâàÿ �óíêöèÿ öåíû è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê îïòèìèçà-öèè ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ïî �îðìå çàäà÷å áåç�àçîâûõ îãðàíè÷åíèé.Èçëîæåííàÿ â ýòîé ãëàâå ñõåìà ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé çàäà÷è íîñèò îáùèéõàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèäåéñòâèé:1. Çàïèñàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó â îïåðàòîðíîì âèäå;2. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó;3. �åøèòü îïåðàòîðíóþ çàäà÷ó (å¼ ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ âåêòîðíîéçàäà÷è);4. Âåðíóòüñÿ ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ ïðåäñòàâ-ëåíèé îïåðàòîðîâ.Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòèìåòîäîâ èç ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ ÷åðåç ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáó-åìûõ ïðè âû÷èñëåíèè ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè �îðìóë. Îêàçûâàåòñÿ,10



÷òî îïåðàòîðíûé ìåòîä ý��åêòèâíåå ìåòîäà ÷åðåç âûòÿãèâàíèå. Ýòî ïðîèñõî-äèò ïîòîìó, ÷òî îí ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íóþ ñïåöè�èêóçàäà÷è è èçáåæàòü òåì ñàìûì ÷àñòè ëèøíèõ âû÷èñëåíèé, âîçíèêàþùèõ èç-çàâåêòîðèçàöèè.Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëîæåííûé ïîäõîä çàïèñè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðè-ìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ çàäà÷ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè (¾æ¼ñòêèìè¿) îãðà-íè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå.Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè äëÿ ñèñòåìû ñãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå,
〈U(t), U(t)〉 6 µ2 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, θ].è èùåòñÿ ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå äîñòèæåíèå ñèñòåìîé â òåð-ìèíàëüíûé ìîìåíò θ öåëåâîãî ìíîæåñòâà:

〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 6 1.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷åðåç ñâåäåíèå å¼ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷.Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âèçóàëèçàöèè ìàòðè÷íûõ ìíî-æåñòâ âñâÿçè ñ ïåðåõîäîì îò ðàññìîòðåíèÿ èçîëèðîâàííûõ ìàòðè÷íûõ òðàåê-òîðèé ê ïðîèçâîëüíûì âûïóêëûì ìíîæåòâàì â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî
M (A) =

⋃

Q∈A
E (0, Q) ⊂ R

n.Ýòî ìíîæåñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ìíîæåñòâå A,ïðè ýòîì áóäó÷è ðàçìåðíîñòè n, â òî âðåìÿ êàê ñàìîA ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ n(n−1)
2

-ìåðíûì. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå èñëëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâàM (A) â ñëó÷àåâûïóêëîñòè A. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ âûïóêëîñòü M (A), è ïðèâîäèòñÿ ÿâ-íàÿ �îðìóëà äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ρ (l,M (A)). Êðîìå òîãî, óêàçûâàåòñÿ ÿâíûé11



âèä ìíîæåñòâà M (A) äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ è øàðîâ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö èóêàçûâàåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ M (A) íà ïðàêòèêå.Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâäëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, îïèñàííîãî âî âòîðîì ðàçäåëå.Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè-÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:
Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t),

Q(t0) ∈ E
(
Q0,Q0

)
,

U(t) ∈ E (P (t),P(t)) ,è ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé (â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö) îöåí-êè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â âòîðîì ïîäðàçäåëå ýòàîöåíêà ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíûì ñëó÷àåì [1, 53℄ ñ ó÷åòîì �îðìóë äëÿïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå. Âûâîäÿòñÿ ÿâíûå �îðìóëû äëÿöåíòðà è îïåðàòîðà êîí�èãóðàöèé îöåíêè. Â òðåòüåì ïîäðàçäåëå ïîäîáíûåïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ äëÿ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà.Â ÷åòâåðòîì ïîäðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæ-íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì ÷åðåç âûòÿãèâàíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîõîòÿ îáà àëãîðèòìà èìåþò îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó, ïðåäëàãàåìûé îïåðàòîð-íûé àëãîðèòì íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ áûñòðåå.Â ïÿòîì ïîäðàçäåëå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà. Ýòà çàäà÷à ïðîèñõîäèòèç òåîðèè ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ [3, 4℄. Â íåé ìàòðè÷íîçíà÷íîå äâèæåíèå çà-äà¼ò âèðòóàëüíûé ýëëèïñîèäàëüíûé êîíòåéíåð, êîòîðûé âûñòóïàåò â êà÷åñòâåýòàëîííîãî äâèæåíèÿ äëÿ ãðóïïû îáúåêòîâ: åìó òðåáóåòñÿ, îñóùåñòâëÿÿ íåîáõî-äèìîå äëÿ òîãî èçìåíåíèå ñâîåé �îðìû, ïåðåìåñòèòüñÿ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè,12



èçáåãàÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè, íà çàðàíåå çàäàííîå öåëåâîå ìíîæå-ñòâî. Â ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðà-öèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè äâóõ ïðåïÿòñòâèé.Ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðèìåð.Â øåñòîì ïîäðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ êîíòåéíåðà.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â ïóáëèêàöèÿõ [54, 55℄, à òàêæå áûëèïðåäñòàâëåíû â âèäå äîêëàäîâ íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ:
• 20-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Àâòîìàòèêà¿, Íèêîëàåâ, Óêðàèíà,2013 [56℄;
• 52-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ CDC, Ôëîðåíöèÿ, Èòàëèÿ, 2013 [57℄;
• 21-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ MTNS, �ðîíèíãåí, �îëëàíäèÿ, 2014[58℄.Àâòîð ïðèíîñèò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþÀëåêñàíäðó Áîðèñîâè÷ó Êóðæàíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå çàìå÷àíèÿè ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ
Rn � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
Rn×m � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ñ n ñòðîêàìè è mñòîëáöàìè
L (X, Y ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòî-ðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî

Y

X∗ � ñîïðÿæåííîå ê X ïðîñòðàíñòâî
A∗ � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A:

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 äëÿ âñåõ x, y

‖x‖ � íîðìà âåêòîðà x

‖x‖A � (ïîëó)íîðìà âåêòîðà x, ðàâíàÿ √〈x, Ax〉, äëÿ (íåîò-ðèöàòåëüíî) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû A

〈x, y〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è y

rankA � ðàíã ìàòðèöû A

|A| � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

λmax(A) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåë¼ííîé ìàòðèöû A
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λmin(A) � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ë¼ííîé ìàòðèöû A

A⊗ B � êðîíåêêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B

A ◦ B � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B ïî Àäàìàðó
X � âûòÿãèâàíèå ìàòðèöû X ïî ñòðîêàì â âåêòîð-ñòîëáåö
convA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A

ρ (l, A) � çíà÷åíèå îïîðíîé �óíêöèè ê ìíîæåñòâó A ïî íàïðàâ-ëåíèþ l,
ρ (l, A) = sup

x∈A
〈x, l〉 .

Br (x0) � Øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x0,
Br(x0) = {x : ‖x− x0‖ 6 r}

E (q, Q) � ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â âåêòîðå q è ìàòðèöåé (îïåðàòî-ðîì) êîí�èãóðàöèé Q:
E (q, Q) =

{
x :
〈
x− q, Q−1(x− q)

〉
6 1
}

A′ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A ìàòðèöà
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
volE (q, Q) � îáú¼ì ýëëèïñîèäà E (q, Q)

∂A � ãðàíèöà ìíîæåñòâà A (ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõòî÷åê)
intA � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A (ñîâîêóïíîñòü âñåõ âíóò-ðåííèõ òî÷åê) 15



diagm � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 
 êîìïîíåíòàìè âåêòîðà m íàãëàâíîé äèàãîíàëè
trA � ñëåä ìàòðèöû A:

trA =

n∑

i=1

aii, A = {aij}ni,j=1.

epi f � íàäãðà�èê �óíêöèè f :
epi f = {(x, t) : t > f(x)}

A+ B � ñóììà ìíîæåñòâ A è B ïî Ìèíêîâñêîìó,
A+ B = {z : z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B}

A −̇B � ðàçíèöà ìíîæåñòâ ïî Ìèíêîâñêîìó,
A −̇B = {x : x+B ⊆ A}

d (A,B) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè:
d(A,B) = inf

x∈A,y∈B
‖x− y‖

ẋ(t) � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ x(t) ïî âðåìåíè
16



�ëàâà 1
�åøåíèå ìàòðè÷íîé
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷è ÷åðåç âûòÿãèâàíèå â
âåêòîðà
ÂâåäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íûé àíàëîã ðàñïðîñòðàí¼ííîé âåêòîð-íîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè: òðåáóåòñÿîïòèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ëèíåé-íîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó â âåêòîðíîì âèäå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è õîðîøî èçâåñò-íî, â ýòîé ãëàâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèå ìàòðè÷íîé çàäà÷è ÷åðåç ñâåäåíèå å¼ êâåêòîðíîé. Äëÿ ýòîãî �àçîâàÿ ìàòðè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ âûòÿãèâàåòñÿ â âåêòîð, è,èñïîëüçóÿ ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêêåðà, âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå ïàðàìåòðûíîâûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè. Çàòåì âåêòîðíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè äè-íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: âûïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå �àìèëüòîíà�ßêîáè�17



Áåëëìàíà, ïîñëå ÷åãî ââîäèòñÿ �óíêöèÿ öåíû, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà áóäåòêâàäðàòè÷íîé �îðìîé îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñèñòåìû, è ïðèâîäÿòñÿ äè��å-ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà å¼ ïàðàìåòðû.Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà â òåðìèíàõ âûòÿíóòûõ ìàòðèö ïðåäïðèíèìàåòñÿïîïûòêà âîçâðàùåíèÿ ê èñõîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì: îêàçûâàåòñÿ, ÷òîÿâíûå �îðìóëû äëÿ ïåðåõîäà îò ìàòðè÷íîé �àçîâîé ïåðåìåííîé ê âåêòîðíîé íåèìåþò ìåñòà äëÿ ïåðåõîäà îáðàòíîãî, îò âåêòîðíîé � ê ìàòðè÷íîé. Ïðèâîäèòñÿêëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí.
1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍà �èêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè [t0, θ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t), (1.1)
Q(t0) = Q0,ãäå Q ∈ Rn×n � ìàòðè÷íàÿ �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, U ∈ Rm×m � óïðàâëåíèå,ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû T ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíî äè�-�åðåíöèðóåìûìè. Øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîçèöèîííîå ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå U(t, Q), äîñòàâëÿþùèåìèíèìóì �óíêöèîíàëó

Ψ(U(·)) =
θ∫

t0

〈U(t, Q(t)), U(t, Q(t))〉 dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 (1.2)íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (1.1). Çäåñü M, D = D′ > 0 � èçâåñòíûå ìàòðèöû.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A,B ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 〈A,B〉 = tr(B′A),èíäóöèðóþùåå â Rn×n íîðìó Ôðîáåíèóñà [29, 30℄:
‖A‖ =

(
n∑

i,j=1

a2ij

)1/2

.18



1.2 �åøåíèåÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàïèøåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1.1) â âåêòîðíîì âèäå.×åðåç Q îáîçíà÷èì âûòÿãèâàíèå ìàòðèöû Q ïî ñòðîêàì â âåêòîð�ñòîëáåö,

A =








a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann







, A =






























a11

a12

. . .

a1n

a21

. . .

an1

an2

. . .

ann






























.

Äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé íàì ïîòðåáóåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ êðîíåêêåðîâûì(òåíçîðíûì) ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö [29℄:
A⊗B =











a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB

. . . . . . . . . . . .

an1B an2B . . . annB









Òàêèì îáðàçîì, åñëè A ∈ Rn1×m1, B ∈ Rn2×m2, òî A ⊗ B ∈ Rn1n2×m1m2. Äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàöèèâûòÿãèâàíèÿ.Ëåììà 1 ([29, 31, 32, 19℄). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1. 〈A,B〉 =

〈
A,B

〉;2. (A⊗ B)′ = A′ ⊗B′; 19



3. (A⊗ B)(C ⊗D) = AC ⊗ BD;4. Ïðîèçâåäåíèå A⊗B ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A è B ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè, ïðè÷¼ì

(A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−15. AXB = (A⊗B′)X.6. Åñëè A ∈ Rm×m, λ1, λ2, . . . , λm � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A, è B ∈ Rp×p,

µ1, µ2, . . ., µp � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B, òî ìàòðèöà A×B èìååò mpñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λiµj, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , p.7. trABCD = (D′)′(C ′ ⊗ A)B = (D)′(A⊗ C)B′Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó ñëåäóþùèìîáðàçîì,
Q̇ = (T ⊗ I)Q+ (I ⊗ T )Q+ (B ⊗B)U ≡ AQ + BU.ãäå

A = (T ⊗ I) + (I ⊗ T ), B = (B ⊗ B).Òîãäà �óíêöèîíàë (1.2) çàïèøåòñÿ â âèäå
Ψ(U(·)) =

θ∫

t0

〈
U(t, Q(t)), U(t, Q(t))

〉
dt+

〈
Q(θ), (D⊗ I)Q(θ)

〉
+

+
〈
Q(θ), DM

〉
+ 〈M,DM〉 .Çäåñü è äàëåå ÷åðåç I îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàç-ìåðà. Ïîëó÷åííóþ âåêòîðíóþ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîä (ìàòðè÷íîé) ïîçèöèåé ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü ïàðó

{t, Q}, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó [t0, θ]× Rn×n. Ââåä¼ì �óíêöèþ öåíû
V (t0, Q0) = min

U(·)
{Ψ(U(·)) | Q(t0) = Q0} .20



Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà (�ßÁ) [51℄
∂V

∂t
+min

U

{〈
∂V

∂Q
,AQ+ BU

〉

+
〈
U(t), U(t)

〉
}

= 0, (1.3)ïðè òåðìèíàëüíîì óñëîâèè
V (θ, Q) =

〈
Q(θ), (D⊗ I)Q(θ)

〉
+
〈
Q(θ), DM

〉
+ 〈M,DM〉 . (1.4)Òîãäà ìèíèìóì â (1.3) äîñòèãàåòñÿ íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè

U = −1

2
B′∂V

∂Q
.Ïîäñòàâèâ óïðàâëåíèå U â óðàâíåíèå (1.3), ïîëó÷èì

∂V

∂t
+

〈
∂V

∂Q
,AQ

〉

− 1

4

〈
∂V

∂Q
,BB′∂V

∂Q

〉

= 0.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå åñòü êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îò �àçîâûõ êîîðäèíàò è ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè öåíû.Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò èñêàòü �óíêöèþ öåíû òàêæå â âèäå êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû, à èìåííî,
V (t, Q) =

〈
Q,P(t)Q

〉
+
〈
Q, κ(t)

〉
+ γ(t). (1.5)Ïîäñòàâèì ýòó êâàäðàòè÷íóþ �îðìó â ñèñòåìó:

〈

Q, Ṗ(t)Q
〉

+
〈
Q, κ̇(t)

〉
+ ˙γ(t) +

〈
2P(t)Q+ κ(t),AQ

〉
+

+
〈
2P(t)Q+ κ(t),BB′(2P(t)Q+ κ(t))

〉
.Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ Q, ïîëó-÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ṗ+A′
P+ PA− PBB′

P = 0, P(θ) = D ⊗ I, (1.6)
κ̇+A′κ+ PBB′κ = 0, κ(θ) = −2DM, (1.7)

γ̇ − 1

4
(〈κ,BB′κ〉) = 0, γ(θ) = 〈M,DM〉 = 0. (1.8)21



Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, çàïèøåì óðàâíåíèÿ (1.6)�(1.8) â âèäå
Ṗ+ (T ′ ⊗ I + I ⊗ T ′)P+ P(T ⊗ I + I ⊗ T )− P(BB′ ⊗BB′)P = 0,

P(θ) = D ⊗ I,

κ̇+ (T ′ ⊗ I + I ⊗ T ′)κ+ P(BB′ ⊗BB′)κ = 0, (1.9)
κ(θ) = −2DM,

γ̇ − 1

4
(〈κ, (BB′ ⊗BB′)κ〉) = 0,

γ(θ) = 〈M,DM〉 .Èòàê, ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ �îðìû(1.5). Ïðè íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îíè îäíî-çíà÷íî çàäàþò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.3), (1.4), ÿâëÿþùååñÿ åäèíñòâåí-íûì [60℄. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ öåíû (1.5), ãäå ïàðàìåòðû îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé (1.9),îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1.1), (1.2). Ïðè ýòîì ñèíòåçèðóþ-ùåå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå U(t, Q) äà¼òñÿ �îðìóëîé
U = −1

2
(B ⊗ B)′

∂V

∂Q
. (1.10)

1.3 Âîçâðàùåíèå ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿìÓðàâíåíèÿ (1.9) çàïèñàíû ïóò¼ì ïåðåõîäà îò ìàòðèö ê âåêòîðàì ÷åðåç âû-òÿãèâàíèå. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò âåêòîðíûé âèä, äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê èñ-õîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì íóæíû äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè. Ïåðåõîäîò ìàòðèö ê âåêòîðàì ïðîèçâîäèëñÿ ïî ïðîñòûì è ÿâíûì �îðìóëàì, ïîýòîìóåñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ � âîçìîæåí ëè ïåðåõîä îò ïîëó÷åííîãî âåêòîðíîãîðåøåíèÿ îáðàòíî ê ìàòðè÷íîìó ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé?Èíûìè ñëîâàìè, âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü ÷åðåç ïàðàìåòðû P(t) ∈ Rn2×n2

,22



κ(t) ∈ Rn2 ìàòðèöû P(t) ∈ Rn×n, K(t) ∈ Rn×n òàê, ÷òî áû
〈
Q,P(t)Q

〉
= 〈Q,P(t)Q〉 ,

〈
Q, κ(t)

〉
= 〈Q,K(t)〉 äëÿ âñåõ Q, t, (1.11)ò.å. âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü ìàòðè÷íûå ðåøåíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ïðåäâàðèòåëüíîê âûòÿãèâàíèþ ðåøåíèÿ â ñòîëáåö? È, åñëè ýòî âîçìîæíî, òî êàê ñâÿçàíû ïà-ðàìåòðû P(t), K(t) ñ óðàâíåíèÿìè (1.9)? Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïîçâîëèëà áû íåâûõîäèòü èç êëàññà ìàòðèö ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (1.11) ýê-âèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ

P(t) = P(t)⊗ I äëÿ âñåõ t. (1.12)Åñëè îíî èìååò ìåñòî, äëÿ ïàðàìåòðà K(t), K(t) = κ(t), èç (1.9) âûòåêàåò
K̇ + T ′K +KT ′ + PBB′KBB′ = 0, K(θ) = −DM. (1.13)Ïðè ýòîì óðàâíåíèå íà γ(t) ïðèìåò âèä

γ̇ − 1

4
(〈K,BB′KBB′〉) = 0, γ(θ) = 〈m,Dm〉 + 〈M,DM〉 . (1.14)Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (1.12).Îêàçûâàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå èìååò ìåñòà â ñèëó ñëå-äóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíî âåðíî äëÿ P, òî ïî ëåììå 1

P−1 = P−1(t)⊗ I. Ïðè ýòîì èç (1.9) èìååì, ÷òî
d
(
P−1
)

dt
+ P

−1(T ′ ⊗ I + I ⊗ T ′) + (T ⊗ I + I ⊗ T )P−1 − BB′ ⊗ BB′ = 0.Åñëè âûáðàòü
T =




0 0

0 0



 , B =




1 1

0 1



 ,òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ D ïîëó÷àåì, ÷òî (P−1(t)
)

12
6= 0 ïðè t 6= 0.Çíà÷èò, ïðåäñòàâëåíèå (1.12) â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà.23



Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå (1.12) ñïðàâåäëèâî.Îíî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ äâóõ óñëîâèé, P(θ) = P(θ)⊗ I, è Ṗ(t) = Ṗ(t)⊗ I.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó (1.9) ïåðâîå ó
ëîâèå âûïîëíåíî, è P(θ) = D. Ïóñòüäî ìîìåíòà t (1.12) âåðíî. �àññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ â ìîìåíò t:
Ṗ+ (T ′P + PT )⊗ I + P ⊗ (T + T ′) + (PBB′P)⊗ (BB′) = 0.Ëåììà 2. Âûïîëíåíèå P ⊗ (T +T ′) + (PBB′P)⊗ (BB′) = f(t, Q)⊗ I äëÿ âñåõ

P âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
T (t) + T ′(t) = µ(t)I, B(t)B′(t) = ν(t)I, t ∈ [t0, θ], (1.15)ãäå µ(t), ν(t) � ñêàëÿðíûå �óíêöèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîìàòðèöà f(t, Q)⊗ I ñîñòîèò èç äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ (f(t, Q))ij I � äèàãîíàëü-íûõ ìàòðèö ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëÿõ. Ïóñòü ó T (t) + T ′(t) èëè ó

B(t)B′(t) èìååòñÿ íåíóëåâîé âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò â ïîçèöèè (i, j). Âûáå-ðåì P = kI, ãäå k � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà ñóììà êðîíåêêåðîâûõ ïðîèçâåäåíèéáóäåò èìåòü áëî÷íî�äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè k(T + T ′) + k2(BB′)p,qBB′, èñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî â áëîêå íà ïîçèöèè (i, j) áóäåò ñòîÿòü íå íîëü. Àíàëî-ãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà äèàãîíàëè ñòîÿò îäèíàêîâûå ýëåìåíòû.Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå (1.12) äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî P âîçìîæ-íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû T (t), B(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ(1.15). Òîãäà óðàâíåíèÿ (1.9) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:
Ṗ + PT + T ′P − ν2P2 = 0, P(θ) = D,

K̇ + T ′K +KT ′ + ν2KP = 0, K(θ) = −2DM,

γ̇ − ν2 〈K,K〉 = 0, γ(θ) = 〈M,DM〉 .

(1.16)Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.15) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tóïðàâëåíèå â ñèñòåìå ëèáî îòñóòñòâóåò (B = 0), ëèáî âëèÿåò íà êàæäóþ èç24



êîìïîíåíò ñèñòåìû (ðàçìåðíîñòü óïðàâëåíèÿ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíî-ñòüþ �àçîâîé ïåðåìåííîé, ò.å. m = n).Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íå ïîçâî-ëÿåò êàêèì-ëèáî ïðîñòûì ñïîñîáîì âåðíóòüñÿ ê èñõîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà-÷åíèÿì.
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�ëàâà 2
�åøåíèå ìàòðè÷íîé
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷è îïåðàòîðíûì ìåòîäîì
ÂâåäåíèåÂ ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ëèíåéíî-êâàäðàòè÷-íîé çàäà÷è ÷åðåç ñâåäåíèå ê âåêòîðàì îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíî âåðíóòüñÿê èñõîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì. Åñëè òðåáóåòñÿ ïðîâåðñòè äîïîëíèòåëü-íûé àíàëèç ïîëó÷åííîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè íà êàêèå-ëèáî äîïîëíèòåëü-íûå, íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, òî áûëî áû ïðåäïî÷òèòåëüíåå èìåòüðåøåíèå â âèäå ìàòðèö.Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ìàòðè÷íîãî âèäà ðåøåíèÿ ëèíåéíî-êâà-äðàòè÷íîé çàäà÷è, ò.å. ïîëó÷åíèþ �îðìóë, íå âûõîäÿùèõ èç êëàññà ìàòðèö íàïðîòÿæåíèè âñåãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè ëè-íåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä ïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèö, ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ, èèññëåäóþòñÿ îñíîâíûå èõ ñâîéñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè � â ïåðâóþ î÷åðåäü,26



ñîïðÿæåíèå è êîìïîçèöèÿ. Èçó÷àþòñÿ âçàèìîñâÿçü ïðåäñòàâëåíèé ñ îáû÷íûìïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö. Äàëåå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è êîíñòðóèðóåòñÿ â òåð-ìèíàõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü åãî ìàòðè÷íóþ �îð-ìó. Êðîìå òîãî, â ãëàâå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûé â íåé àëãîðèòì àëãîðèò-ìè÷åñêè ý��åêòèâíåå (â ñìûñëå ÷èñëà òðåáóåìûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé)ðåøåíèÿ ÷åðåç âûòÿãèâàíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî â í¼ì ìîæíî ÿâíîèñïîëüçîâàòü ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö.
2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ñì. (1.1),(1.2)): íàçàäàííîì âðåìåííîì îòðåçêå [t0, θ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ñèñòåìà äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) + B(t)U(t, Q)B′(t), Q(t0) = Q0.Ñèñòåìà ðàññìàòðâèàåòñÿ íà �èêñèðîâàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå [t0, θ]. Òðå-áóåòñÿ íàéòè ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå U(t, Q), äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì �óíê-öèîíàëó
Ψ(U(·, ·)) =

θ
∫

t0

〈U(t, Q(t)), U(t, Q(t))〉 dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (1.1). Çäåñü, êàê è ðàíåå, D = D′ > 0.Çàäà÷à (1.1),(1.2) òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ �à-çîâûõ îãðàíè÷åíèé:
λ2
− 6 〈Q,Q〉 6 λ2

+, 0 < λ− < λ+. (2.1)Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî çàäà¼ò âûïóêëîå îãðàíè÷åíèå, à âòîðîå � êîìïëå-ìåíòàðíîå ê âûïóêëîìó. Ýòè íåðàâåíñòâà îãðàíè÷èâàþò ðàçìåð ýëëèïñîèäà ñ27



�èñ. 2.1: �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îãðàíè÷åíèé (2.1).ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèé Q. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ îãðàíè÷åíèé ïðîèëëþ-ñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 2.1.
2.2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû íàä ìàòðè÷íûìè ïðî-ñòðàíñòâàìèÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè ìàòðè÷íûõ ëèíåé-íûõ îïåðàòîðîâ, óäîáíàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ýòàèäåÿ âîñõîäèò ê ìåòîäàì òåíçîðíîãî àíàëèçà [39, 40, 41℄. Íàïîìíèì îäíî èçâîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé òåíçîðà.Îïðåäåëåíèå 1. Òåíçîðîì òèïà (p, q) ðàíãà p+ q íàä ïðîñòðàíñòâîì W íàçû-âàåòñÿ ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

T : W × . . .×W
︸ ︷︷ ︸

q

×W ∗ × . . .×W ∗
︸ ︷︷ ︸

p

→ R,28



çàäàâàåìîå �îðìóëîé
T (a1, . . . , aq; l

1, . . . , lp) =
∑

i1,...,ip

∑

j1,...,jq

T
i1...ip
j1...jq

aj11 . . . ajqq l
1
j1 . . . l

p
ip
,ãäå ak = {ajkk } ∈ W, lk = {lkik} ∈ W ∗.Òàêèì îáðàçîì, íàäî ïðåäîñòàâèòü îïèñàíèå äåéñòâèå òåíçîðà òèïà (2, 2) âóäîáíîé äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé �îðìå.Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L (X, Y ) ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïå-ðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Y .Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ∈ L (Rn,Rm) íà âåêòîð x ìîæ-íî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà íà âåêòîð, Ax = Ax. Âýòîì ðàçäåëå äëÿ îïåðàòîðîâ íàä ïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèö ââîäÿòñÿ îáúåêòû,àíàëîãè÷íûå ìàòðèöàì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä Rn, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåíî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ L (Rn×n,Rm×m). Çà�èê-ñèðóåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ {Eij}ni,j=1 â Rn×n, íàïðèìåð,

Eij = {Eij
ab}na,b=1, i, j = 1, . . . , n, Eij

ab =







1, a = i è b = j,

0, èíà÷å.Â äàëüíåéøåì ïðè ðàáîòå ñ íàáîðàìè ìàòðèö áóäåì îáîçíà÷àòü ïîðÿäêîâûéíîìåð ìàòðèöû â íàáîðå âåðõíèì èíäåêñîì, à åå êîíêðåòíûé ýëåìåíò � íèæíèìèíäåêñîì. Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ, Aij
pq � ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè p-éñòðî÷êè è q-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Aij.Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó X =

∑n
i,j=1XijE

ijîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì åãî äåéñòâèÿ íà ýëåìåíòàõ áàçèñà,
AX = A

n∑

i,j=1

XijE
ij =

n∑

i,j=1

XijAEij.
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Ââåä¼ì ìàòðèöû Aij = AEij, i, j = 1, . . . , n, Aij ∈ Rm×m. Òàêèì îáðàçîì,êàæäîìó A ∈ L(Rn×n,Rm×m) ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-îòâåòñòâèå íàáîð ìàòðèö A = {Aij}ni,j=1 ∈ Rn×n × Rm×m. Ââåä¼ì ñëåäóþùååîïðåäåëåíèå, êîòîðûì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð A = {Aij = AEij}ni,j=1 ïðåäñòàâëåíè-åì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àòü òàêîå ñîîòâåòñòâèå ÷åðåç A = {Aij}ni,j=1.Ìàòðèöå îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Rn, ðàâíîãî ñóïåðïîçèöèè îïåðàòîðîâ,îòâå÷àåò ìàòðèöà, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ â ìàòðè÷íîì ïðî-ñòðàíñòâå Rn×n êàê ïðåäñòàâëåíèå èõ ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü
A ∈ L

(
R

m×m,Rk×k
)
, A = {Aij}mi,j=1, B ∈ L

(
R

n×n,Rm×m
)
,B = {Bij}ni,j=1.Èìååì:

ABX = A
n∑

i,j=1

BijXij =
m∑

k,l=1

Akl

(
n∑

i,j=1

BijXij

)

kl

=
n∑

i,j=1





m∑

k,l=1

AklBij
kl



Xij.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé A = {Aij}mi,j=1, B = {Bij}ni,j=1íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå C, çàäàâàåìîå �îðìóëîé
C = AB, C =







m∑

k,l=1

AklBij
kl







n

i,j=1

. (2.2)Âèäíî, ÷òî îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå áóäåò àññîöèàòèâíûì.Êðîìå òîãî, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
C ij = ABij.Èññëåäóåì âçàèìîñâÿçü îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé è óìíîæåíèÿìàòðèö. Ïóñòü f(i, j) � ïðîèçâîëüíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíî-æåñòâà èíäåêñîâ (i, j), i, j = 1, 2, . . . , n, â íîìåðà 1, 2, . . . , n2, à g(i, j) � ìíî-æåñòâà (p, q), p, q = 1, . . . , m, â íîìåðà 1, . . . , m2. Òîãäà ëþáîìó ïðåäñòàâëåíèþ30



D = {Dij}ni,j=1, Dij ∈ Rm×m, ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå ìàòðèöó
D̊ = {D̊αβ}m

2,n2

α,β=1, D̊αβ = Dβ
α = D

f−1(β)
g−1(α) , (2.3)Îáîçíà÷èâ γ = g−1(k, l), ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.2) â âèäå

C ij
pq =

n∑

k,l=1

Akl
pqB

ij
kl ⇔ Cβ

α =
m2

∑

γ=1

Aγ
αB

β
γ ⇔ C̊αβ =

m2

∑

γ=1

ÅαγB̊γβ ⇔ C̊ = ÅB̊. (2.4)Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå n2 · k2 êîý��èöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà
C = AB ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû C̊ ðàçìåðà k2 × n2,ïîëó÷àþùåéñÿ êàê óìíîæåíèå ìàòðèö Å è B̊ ðàçìåðîâ k2 ×m2 è m2 × n2 ñîîò-âåòñòâåííî. Äàííàÿ �îðìóëà ïîëåçíà ïðè îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãî-ðèòìîâ äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿÿ îðãàíèçîâûâàòü õðàíåíèå ïðåä-ñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ â ïàìÿòè ñîãëàñîâàíî ñ èìåþùèìñÿ â ðàñïîðÿæåíèè àë-ãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Îíà îñîáåííî ïîëåçíà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàë-ëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.Ôîðìóëà (2.4) òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿîáðàòíîãî îïåðàòîðà. Äåéñòâèòåëüíî,

AA−1 = I ⇔ ˚AA−1 = I̊ ⇔
(

Å
)(

Å−1
)

= I̊ ⇔
(

Å−1
)

=
(

Å
)−1

I̊ .Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî I̊ áóäåò ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâêè, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìîéîòîáðàæåíèÿìè f è g. Òàê, íàïðèìåð, åñëè
f :




(1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2)

4 1 3 2



 , g :




(1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2)

4 2 3 1



 ,òî
I̊ =











1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0











.
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Çäåñü â òàáëèöå ïåðåñòàíîâîê âåðõíÿÿ ñòðî÷êà çàäàåò ìàòðè÷íûé èíäåêñ (ñòðî-êà, ñòîëáåö), íèæíÿÿ � ëèíåéíûé èíäåêñ.Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ L (Rn×n,Rm×m) èìååò ïðåäñòàâëåíèå A =

{Aij}ni,j=1. Òîãäà ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð A∗ èìååò ïðåäñòàâëåíèå
Ã = {Ãij}mi,j=1, ãäå Ãkl

ij = Aij
kl. (2.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

〈AX, Y 〉 =
n∑

i,j=1

Yij





n∑

k,l=1

XklA
kl





ij

=

=

n∑

k,l=1

Xkl

n∑

i,j=1

YijA
kl
ij =

〈

X,

n∑

i,j=1

YijÂ
ij

〉

= 〈X,A∗Y 〉 ,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àíàëîãèÿ. Åñëè îïåðàòîðó A, äåéñòâóþùèì íàä Rn,îòâå÷àåò ìàòðèöà A, è îïåðàòîðó A∗ áóäåò îòâå÷àòü ìàòðèöà A′, ïîëó÷åííàÿ èç
A ïåðåñòàíîâêîé ñòðî÷íîãî è ñòîëáöîâîãî èíäåêñîâ, òî â ñëó÷àå Rn×n èìååò ìå-ñòî ñëåäóþùåå. Ïåðåñòàâëÿåòñÿ ïàðà èíäåêñîâ, âûäåëÿþùàÿ ýëåìåíò èç íàáîðàïðåäñòàâëåíèÿ, è ïàðà èíäåêñîâ, âûäåëÿþùàÿ èç ýòîãî ýëåìåíòà íàáîðà êîí-êðåòíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå Ã, îïðåäåëÿåìîå èç A ïî ëåììå3, ìîæíî ïî àíàëîãèè íàçâàòü òðàíñïîíèðîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ A.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâÿçûâàåò äåéñòâèå îïåðàòîðà è ïðåäñòàâëåíèå åãîñîïðÿæåííîãî.Ëåììà 4. Ïóñòü îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A, èìååò ïðåäñòàâ-
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ëåíèå {Ãij}ni,j=1. Òîãäà
AX =












〈

X, Ã11
〉 〈

X, Ã12
〉

· · ·
〈

X, Ã1n
〉

〈

X, Ã21
〉 〈

X, Ã22
〉

· · ·
〈

X, Ã2n
〉

· · · · · · · · · · · ·
〈

X, Ãn1
〉 〈

X, Ãn2
〉

· · ·
〈

X, Ãnn
〉












.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
(AX)ij =

n∑

k,l=1

XklA
kl
ij =

n∑

k,l=1

XklA
kl
ij =

n∑

k,l=1

XklÃ
ij
kl =

〈

X, Ãij
〉

,îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
2.3 �åøåíèå çàäà÷è2.3.1 �åøåíèå ïðè îòñóòñòâèè �àçîâûõ îãðàíè÷åíèéÑíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.1),(1.2) ïðè îòñóòñòâèè �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé(2.1). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàïèøåì óðàâíåíèå (1.1) â îïåðàòîðíîì âèäå, ââåäÿîïåðàòîðû

A(t)X = T (t)X +XT ′(t), B(t)X = B(t)XB′(t).Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè àðãóìåíò t ïèñàòü íå áóäåì. Íàéä¼ì ïðåäñòàâëå-íèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ A:
TEij =











T11 T12 . . . T1n

T21 T22 . . . T2n

· · · · · · · · · · · ·
Tn1 Tn2 . . . Tnn
























0 . . . . . . 0

· · · · · · · · · · · ·
0 1 . . . 0

· · · · · · · · · · · ·
0 . . . . . . 0














=














0 . . . T1i . . . 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 . . . Tii . . . 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 . . . Tni . . . 0














,

ãäå íåíóëåâîé ñòîëáåö íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè j. Àíàëîãè÷íî, EijT ′ áóäåò èìåòüîäíó íåíóëåâóþ ñòðîêó � j-þ ñòðîêó ìàòðèöû T , ñòîÿùóþ â ïîçèöèè i.33



Èòàê, ïðåäñòàâëåíèå A çàäà¼òñÿ �îðìóëîé
Aij

ab =
(
AEij

)

ab
=







Tii + Tjj, a = i è b = j,

Tbj, a = i è b 6= j,

Tai, a 6= i è b = j,

0, a 6= i è b 6= j.

(2.6)
Äëÿ îïåðàòîðà B ïîëó÷àåì:

BEij = BEijB′ =











B1iBj1 B1iBj2 . . . B1iBjm

B2iBj1 B2iBj2 . . . B2iBjm

· · · · · · · · · · · ·
BmiBj1 BmiBj2 . . . BmiBjm











.

Òàêèì îáðàçîì,
Bij

ab =
(
BEij

)

ab
= BaiBbj. (2.7)Ïî ëåììå 3, ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû A∗ è B∗ áóäóò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå

Ãij
ab =







Tii + Tjj, a = i è b = j,

Tjb, a = i è b 6= j,

Tia, a 6= i è b = j,

0, a 6= i è b 6= j,

B̃ij
ab = BiaBjb. (2.8)

Â òåðìèíàõ ââåä¼ííûõ îïåðàòîðîâ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä
Q̇ = AQ+ BU,

Q(t0) = Q0,

θ
∫

t0

〈U, U〉 dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 → min .
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�åøèì ýòó çàäà÷ó ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ââîäÿ �óíê-öèþ öåíû,
V (t0, Q0) = min

U(·,·)
{Ψ(U(·, ·)) | Q(t0) = Q0} ,ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà [51℄

∂V

∂t
+min

U

{〈
∂V

∂Q
,AQ+ BU

〉

+ 〈U, U〉
}

= 0, (2.9)
V (θ, Q) = 〈Q−M,D(Q−M)〉 .Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (1.3), ýòî � ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â îïå-ðàòîðíûõ òåðìèíàõ. Çäåñü ∂V

∂Q
îáîçíà÷àåò ìàòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèèöåíû ïî �àçîâîé ìàòðèöå, ïîíèìàåìóþ â ñìûñëå Ôðåøå [26, 27℄.Äè��åðåíöèðóÿ ïî Q âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ, ïîëó÷èì, ÷òî ìèíè-ìóì äîñòèãàåòñÿ íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè
U = −1

2
B∗∂V

∂Q
. (2.10)Ïîäñòàâèâ åãî â ñèñòåìó, ïîëó÷èì

∂V

∂t
+

〈
∂V

∂Q
,AQ

〉

− 1

4

〈

B∗∂V

∂Q
,B∗∂V

∂Q

〉

= 0.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå êâàäðàòè÷íîé �îðìû,
V (t, Q) = 〈Q,P(t)Q〉+ 〈Q,K(t)〉+ γ(t) =

n∑

i,j,k,l=1

QijQklP
kl
ij (t) + 〈Q,K(t)〉+ γ(t).(2.11)Çäåñü P(t) = {P ij}ni,j=1 ∈ L(Rn×n,Rn×n), K(t) ∈ Rn×n, γ(t) ∈ R. Ïîäñòàâèâ ýòîâûðàæåíèå â (2.9), ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ïî Q:

〈

Q, ṖQ
〉

+
〈

Q, K̇
〉

+ γ̇ + 〈2PQ+K,AQ〉 − 1

4
〈2PQ+K,BB∗(2PQ+K)〉 = 0.Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè êâàäðàòè÷íîì è ëèíåéíîì ñëàãàåìûõ è ïðèñâîáîäíîì ÷ëåíå ê íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû �óíêöèè35



öåíû:
Ṗ +A∗P + PA− PBB∗P =0, P(θ)X = DX, (2.12)

K̇ +A∗K + PBB∗K =0, K(θ) = −2DM, (2.13)
γ̇ − 1

4
〈K,BB∗K〉 =0, γ(θ) = 〈M,DM〉 . (2.14)Çàïèøåì òåïåðü ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïðåä-ñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ. Äëÿ íà÷àëà âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà C =

BB∗ = {C ij}ni,j=1, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëàìè (2.6), (2.7) è (2.8):
C ij

ab =
n∑

k,l=1

BakBblBikBjl =
n∑

k=1

BakBik

n∑

l=1

BblBjl = (BB′)ai(BB′)bj. (2.15)Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (2.7), ïîëó÷àåì, ÷òî
CX = BB′XBB′.Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ (i, j)-îé êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî ñëà-ãàåìîãî ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

PA :

n∑

k,l=1

P klAij
kl, (2.16)

A∗P :
n∑

k,l=1

ÃklP ij
kl , (2.17)

PCP :
n∑

k,l=1

P kl (CP)klij =
n∑

k,l=1

P kl

(
n∑

p,q=1

CpqP ij
pq

)

kl

=
n∑

k,l,p,q=1

P klCpq
kl P

ij
pq. (2.18)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:
Ṗ ij +

n∑

k,l=1

(

P klAij
kl + ÃklP ij

kl

)

+

n∑

k,l,p,q=1

P kl(BB′)kp(BB′)lqP
ij
pq = 0, (2.19)

P ij(θ) = DEij, i, j = 1, . . . , n,

K̇ +

n∑

i,j=1

KijÃ
ij +

n∑

k,l=1

P kl(BB′KBB′)kl = 0, (2.20)
K(θ) = −2DM,

γ̇ − 1

4
〈K,BB′KBB′〉 = 0,

γ(θ) = 〈M,DM〉 . (2.21)Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðè ýòîì çàïèøåòñÿ êàê
U = −B′





n∑

k,l=1

P klQkl +
1

2
K



B. (2.22)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 2. �åøåíèå çàäà÷è (1.1),(1.2) äà¼òñÿ �óíêöèåé öåíû (2.11), ïàðàìåò-ðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (2.19)�(2.21). Îïòèìàëüíîå óïðàâëå-íèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì, îïðåäåëÿåòñÿ èç �îðìóëû (2.22).2.3.2 �åøåíèå ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðàíè÷åíèéÎïèøåì òåïåðü ñõåìû ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðà-íè÷åíèé (2.1). Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ, îïèðàþùåãîñÿ íà ìåòîä øòðà�íûõ�óíêöèé, è ïðè ýòîì ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü çàäà÷ó ñïîñîáàìè, àíàëîãè÷íûìè
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ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó. Ââåä¼ì
Wα,β(t, Q) = α(t)(〈Q,Q〉 − λ2

+)+ + β(t)(λ2
− − 〈Q,Q〉)+,

VL(t0, Q0) = min
U(·)

max
α(·),β(·)

θ
∫

t0

[

〈U(t, Q(t)), U(t, Q(t))〉+

+Wα,β(t, Q(t))

]

dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 ,ãäå α(·) è β(·) � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, ïðèíèìàþùèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
α(t) + β(t) = L äëÿ âñåõ t ∈ [t0, θ]. Çäåñü (a)+ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ óñå÷¼ííîéðàçíèöû:

(a)+ =







a, a > 0,

0, a 6 0.Ñëåäóÿ [69℄, ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ìàêñèìóì è ìèíèìóì, ïîëó÷èâ ñåìåéñòâîóðàâíåíèÿ �ßÁ, àíàëîãè÷íûõ (2.9):
∂Vα,β

∂t
+

〈
∂Vα,β

∂Q
,AQ

〉

− 1

4

∥
∥
∥
∥
B∗∂Vα,β

∂Q

∥
∥
∥
∥

2

+Wα,β = 0,ñ òåì æå òåðìèíàëüíûì óñëîâèåì. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåò ïî-ïðåæíåìóîïðåäåëÿòüñÿ ÷åðåç (2.10). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé�îðìû,
Vα,β(t, Q) = 〈Q,Pi(t)Q〉+ 〈Q,Ki(t)〉+ γi(t), Q ∈ Ui,ãäå Ui, i = 1, . . . , 4 � îáëàñòè Rn×n, îïðåäåëÿåìûå ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìèçíàêîâ ðàçíèö â âûðàæåíèè äëÿ Wα,β(t, Q). Ïîëó÷àåì ïî ñèñòåìå óðàâíåíèéäëÿ êàæäîé îáëàñòè Ui. Ïðèâåä¼ì îäèí òàêîé íàáîð, îòâå÷àþùèé îáëàñòè, ãäå
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îáå ðàçíèöû ïîëîæèòåëüíû:
Ṗ1 +A∗P1 + P1A− P1BB∗P1 + (αλ2

+ − βλ2
−)I = 0,

P1(θ)X = DX,

K̇1 +A∗K1 + P1BB∗K1 = 0,

K1(θ) = −2DM,

γ̇1 −
1

4
〈K1,BB∗K1〉+ αλ2

+ − βλ2
− = 0,

γ1(θ) = 〈M,DM〉 .×åðåç I çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åí òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ñ ïîìîùüþ îïåðà-òîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîìâèäå,
Ṗ ij
1 +

n∑

k,l=1

(

P kl
1 Aij

kl + ÃklP ij
1,kl

)

+

+
n∑

k,l,p,q=1

P kl
1 (BB′)kp(BB′)lqP

ij
1,pq + (αλ2

+ − βλ2
−)E

ij = 0,

P ij
1 (θ) = DEij, i, j = 1, . . . , n,

K̇1 +
n∑

i,j=1

K1,ijÃ
ij +

n∑

k,l=1

P kl
1 (BB′K1BB′)kl = 0,

K1(θ) = −2DM,

γ̇1 −
1

4
〈K1, BB′K1BB′〉+ αλ2

+ − βλ2
− = 0,

γ1(θ) = 〈M,DM〉 .Ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ U2, U3 è U4 ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Íà-ëè÷èå íèæíåãî �àçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ äåëàåò çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóê-ëîé, è ïðåäëàãàåìîå ðåøåíèå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì�ßÁ [59, 60℄. Â ñëó÷àå åãî åäèíñòâåííîñòè, ðåøåíèå ìîæíî ïîíèìàòü â êëàññè-39



÷åñêîì ñìûñëå, çàìåíÿÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãðàäèåíòîâ íà ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâ-ëåíèþ.Ôóíêöèÿ öåíû áóäåò îïðåäåëÿòñÿ êàê
VL(t0, Q0) = max

α(·),β(·)
Vα,β(t0, Q0).Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îïòèìèçàòîðû α(·), β(·) çàâèñÿò îò ïîçèöèè (t0, Q0). �å-øåíèå çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïðè L → +∞, è äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîìçíà÷åíèè L [71, 72℄.Åñëè �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ïðèñóòñòâóþò íå íà âñ¼ì âðåìåííîì èíòåðâàëå

[t0, θ], à ëèøü â îäèí ìîìåíò âðåìåíè t′, òî ìîæíî ïðèìåíèòü áîëåå ïðîñòîéïîäõîä. À èìåííî, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå
a 〈Q− αI,Q− αI〉 − b 〈Q− βI,Q− βI〉 , (2.23)ãäå a, b, α è β � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, à I ∈ Rn×n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.Äîáàâëÿÿ óêàçàííîå âûðàæåíèå â �óíêöèîíàë ïîä èíòåãðàëîì, íàõîäèì óðàâ-íåíèå �ßÁ è îòâå÷àþùåå åìó îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäàìè,îïèñàííûìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Äàëåå, ïðîâîäÿ îïòèìèçàöèþ ïî íàáîðó ïà-ðàìåòðîâ (a, b, α, β), ìîæíî óäîâëåòâîðèòü �àçîâûì îãðàíè÷åíèÿì â ìîìåíò t′.Îïèøåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà òàêîãî íàáîðà, îò êîòîðîãî ìîæ-íî îòòàëêèâàòüñÿ ïðè äàëüíåéøåì ïîèñêå. �àñïèøåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿâ (2.23):

a 〈Q− αI,Q− αI〉 − b 〈Q− βI,Q− βI〉 =

= (a− b) 〈Q,Q〉 − 2(aα− bβ) 〈Q, I〉+ (α2 − β2)n =

= (a− b)

n∑

k=1

λ2
k(Q)− 2(aα− bβ)

n∑

k=1

λ2
k(Q) + (aα2 − bβ2)n =

=
n∑

k=1

(
(a− b)λ2

k(Q)− 2(aα− bβ)λ2
k(Q) + (aα2 − bβ2)

)
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Âûáåðåì òåïåðü ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ìèíèìóì êàæäîãî ñëàãàåìîãî äîñòèãàë-ñÿ â ïðåäåëàõ �àçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
a− b > 0, λ− 6

aα − bβ

b− a
6 λ+. (2.24)Âûáðàòü ïîäîáíûå ïàðàìåòðû ìîæíî âñåãäà.

2.4 Ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ñ ðå-øåíèåì ÷åðåç âûòÿãèâàíèå â âåêòîð äëÿ ñè-ñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòèÑðàâíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîðîíó ïðåäëîæåííîãî ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ðå-øåíèÿ ñ ìåòîäîì, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè, íåóìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü n = m.Âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü áóäåì îöåíèâàòü ÷èñëîì ñêàëÿðíûõ óìíîæå-íèé, èñïîëüçóåìûõ â ðàñ÷¼òíûõ �îðìóëàõ. Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìå-åòñÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì óìíîæåíèé f(n). Ñóùå-ñòâóþò [73, 74℄ àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå ÷èñëî óìíîæåíèé ïîðÿäêà O(nα),ãäå α ∈ (2, 3]. Ñëó÷àé α = 3 îòâå÷àåò ïåðåìíîæåíèþ ìàòðèö ïî îïðåäåëåíèþ,ò.å. ïî ïðàâèëó ¾ñòðîêà íà ñòîëáåö¿. Ïóñòü f(n) = O(nα), α ∈ (2, 3].�åøåíèå çàäà÷è â îáîèõ ñïîñîáàõ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:1. Íàõîæäåíèå â îáðàòíîì âðåìåíè ïàðàìåòðîâ êâàäðàòè÷íîé �îðìû �óíê-öèè öåíû, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè ïðàâîé ÷àñòè (1.1).2. Íàõîæäåíèå ïî çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè t0, Q0 îïòèìàëüíîé òðàåê-òîðèè â ïðÿìîì âðåìåíè, ðàññ÷èòûâàþùåå óïðàâëåíèå ïî íàéäåííûì íàïåðâîì ýòàïå ïàðàìåòðàì. 41



Ñíà÷àëà îöåíèì ÷èñëî óìíîæåíèé, òðåáóåìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâêâàäðàòè÷íîé �îðìû �óíêöèè öåíû. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ÷èñëî óìíîæåíèé, íåîá-õîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéíà ïàðàìåòðû �óíêöèè öåíû.Â ñëó÷àå îïåðàòîðíîãî ìåòîäà, äëÿ ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà îöåíèòü ñëîæíîñòüóìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé. Åñëè íàõîäèòü ïðåäñòàâëåíèå ïî îïðåäåëåíèþ, èñ-ïîëüçóÿ �îðìóëó (2.2), òî ýòî äà¼ò n6 óìíîæåíèé. Îäíàêî, åñëè èñïîëüçîâàòü�îðìóëó (2.4), òî ïîëó÷àåì f(n2) = O(n2α) óìíîæåíèé. Äàëåå ïðè îöåíêå ñ÷è-òàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ñ÷èòàåòñÿ ïî �îðìóëå (2.4).�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.12), (2.13) è (2.14). Â (2.12) íàäîñäåëàòü ïÿòü óìíîæåíèé ïðåäñòàâëåíèé:A∗P , PA, BB∗ (äàëåå èñïîëüçóþùèéñÿâ (2.14)), PBB∗ (ïîòîì èñïîëüçóþùèéñÿ â (2.13)), è, íàêîíåö, PBB∗P , èñïîëü-çóþùèéñÿ íåïîñðåäñòâåííî â (2.12). Êðîìå òîãî, â (2.13) íàäî ïîñ÷èòàòü äâàäåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà ìàòðèöó, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ 2n4 óìíîæåíèé; â (2.14) äî-áàâëÿåòñÿ îäíî äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ìàòðèöó è îäíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.Èòîãî, äëÿ îäíîêðàòíîãî ðàñ÷¼òà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåì óðàâíåíèé (2.12),(2.13), (2.14) íåîáõîäèìî 5f(n2) + 3n4 + n2 = O(n2α) óìíîæåíèé.Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ÷åðåç âûòÿãèâàíèå, àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì óñòàíàâ-ëèâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî óìíîæåíèé â ñèñòåìå íà ïàðàìåòðû �óíêöèè öåíû (1.9)òî÷íî òàêîå æå.Òåïåðü îöåíèì ñëîæíîñòü ïðÿìîãî õîäà ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñëîæ-íîñòü ðàñ÷¼òà óïðàâëåíèÿ êàê ÷èñëî óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿïðàâîé ÷àñòè â çàìêíóòîé íà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìå. Â îïåðàòîðíîììåòîäå, äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïî �îðìóëå (2.22), òðåáóåòñÿ n4 óìíîæå-íèé âíóòðè ñêîáîê è åùå 2f(n) âíå íèõ. Â ïðàâîé ÷àñòè (1.1) íóæíî ñäåëàòüäâà ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ, ÷òî äàåò â èòîãå 4f(n) + n4 = O(n4) óìíîæåíèé.Äëÿ ðåøåíèÿ ñ âûòÿãèâàíèåì ðàññìîòðèì �îðìóëó (1.10). Äëÿ íàõîæäåíèÿ42



óïðàâëåíèÿ íóæíî ñäåëàòü n4 óìíîæåíèé â ñêîáêàõ è f(n2) âíå íèõ. Ïðàâàÿ÷àñòü (1.1) òðåáóåò 2n4 óìíîæåíèé. Èòîãî èìååì f(n2) + 3n4 = O(n2α) óìíî-æåíèé. Ïîñêîëüêó α > 2, òî îïåðàòîðíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ èìååòìåíüøèé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè, ÷åì ìåòîä ñ âûòÿãèâàíèåì.Èòàê, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Îáà àëãîðèòìà èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî óìíîæåíèé ïîðÿäêà n2α íà ýòà-ïå íàõîæäåíèÿ �óíêöèè öåíû;
2. Îïåðàòîðíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çà÷èñëî óìíîæåíèé ïîðÿäêà n4, à ìåòîä ñ âûòÿãèâàíèåì � çà n2α.Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ìåòîäîâ íà ïðàêòèêå îíè áûëè ðåàëèçîâàíû â âû-÷èñëèòåëüíîé ñðåäå Matlab. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âðåìåíè íàõîæäåíèÿ óïðàâ-ëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 2.2. Íà-÷èíàÿ ñ ìàòðèö ïîðÿäêà 40, îïåðàòîðíûé àëãîðèòì äàëåå ðàáîòàåò âñ¼ áûñòðååàëãîðèòìà ñ âûòÿãèâàíèåì. Íà ìàòðèöàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðåèìóùåñòâîìåòîäà áóäåò åù¼ çàìåòíåå.
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�èñ. 2.2: Ñðàâíåíèå âðåìåíè íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðíîãî ìåòîäà(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìåòîäà ñ âûòÿãèâàíèåì (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïî ãîðèçîí-òàëüíîé îñè îòëîæåíà ðàçìåðíîñòü �àçîâîé ìàòðèöû, ïî âåðòèêàëüíîé � âðåìÿíàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ (óñðåäíåíèå ïî 200 çàïóñêàì).
2.5 ×èñëåííûå ïðèìåðûÂ ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ ìå-òîäàìè, îïèñàííûìè â ðàçäåëå 2.3.
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2.5.1 Ïåðâûé ïðèìåð�àññìîòðèì çàäà÷ó (1.1), (1.2) ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ:
T =




sin(10πt) t

−t2 5 sin(10πt)



 , B =




cos(πt) − sin(πt)

sin(πt) cos(πt)



 ,

Q0 =




1 0.4

0.4 2



 , D =




2 −1

−1 4



 , M =




1 0

0 1



 , θ = 1.Åñëè Q > 0, òî Q ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó êîí�èãóðàöèé íåêîòî-ðîãî ýëëèïñîèäà, à ìàòðè÷íîçíà÷íóþ �óíêöèþ Q(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêýëëèïñîèäàëüíóþ òðóáêó. Òàêàÿ òðóáêà äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà èçîáðàæå-íà íà ðèñ. 2.3. Íà ðèñ. 2.4 èçîáðàæåíî èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âäîëüòðàåêòîðèè.

�èñ. 2.3: Òðóáêà Q(t) äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà.
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�èñ. 2.4: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà.2.5.2 Âòîðîé ïðèìåðÂ ýòîì ïðèìåðå ó÷èòûâàþòñÿ �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ (2.1) ïðè λmin = 0.5 è
λmax = 6. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû òàêîâû:

T =




−2t −1

1 −2t cos(t)



 , B =






1 0

0
1

1 + t




 ,

Q0 =




2.2

√
2

√
2 2



 , D =




1 0

0 1



 , M =




1 0

0 2



 , θ = 2.

,

�åøåíèå ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà (2.23), ïàðàìåòðû êîòîðîãî áûëèâûáðàíû òàê:
a = 5.1, b = 1, α =

4.1√
2
= β =

4.1√
2Òðóáêà è ñîáñòâåííûå ÷èñëà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.5�2.7.
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�èñ. 2.5: Òðóáêà Q(t) äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà, ïîñòðîåííàÿ áåç ó÷¼òà �àçîâûõîãðàíè÷åíèé. Çäåñü âèäíî, ÷òî ðåøåíèå âûõîäèò çà �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ.

�èñ. 2.6: Òðóáêà Q(t) äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà, ïîñòðîåííàÿ ñ ó÷¼òîì �àçîâûõîãðàíè÷åíèé.
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�èñ. 2.7: Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿîòâå÷àåò ñëó÷àþ ñ ó÷¼òîì �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé, øòðèõîâàííàÿ � áåç ó÷åòà.�îðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû îãðàíè÷åíèÿ.2.5.3 Òðåòèé ïðèìåðÒåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû äëÿ äèíàìèêè (1.1) ìàòðèöû Q:
T =




−4t 0

0 −4t



 , B =




cos(πt) − sin(πt)

sin(πt) cos(πt)



 , t0 = 0, θ = 1,Ýòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.15). Ìàòðèöû â òåðìèíàëüíîé ÷àñòè�óíêöèîíàëà è íà÷àëüíîå óñëîâèå òàêîâû:
D =




1 −0.1

−0.1 1



 , M =




1 −1

−1 2



 , Q0 =
√
2




1 0

0 1



 .Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû êîíñòàíòàìè λ− =
√
2, λ+ = 2

√
2. Ýëëèïñîèäàëü-íûå òðóáêè òðàåêòîðèé ñ ó÷åòîì �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé è áåç íèõ èçîáðàæåíûíà ðèñóíêàõ 2.8, 2.9.
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�èñ. 2.8: Òðåòèé ïðèìåð. Ýëëèïñîèäàëüíûå òðóáêè äëÿ ýëëèïñîèäà E (0, Q(t))áåç ó÷åòà �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Îòäåëüíûìè ñåìåéñòâàìè ÷åðíûõ êðóãîâ èçîá-ðàæåíî âíóòðåííåå �àçîâîå îãðàíè÷åíèÿ.2.5.4 ×åòâ¼ðòûé ïðèìåðÒåïåðü ðàññìîòðèì ïàðàìåòðû
T =




−1 −1

1 −1



 , B =




1 0

0 1



 , t0 = 0, θ = 1,
 ìàòðèöåé â òåðìèíàëüíîé ÷àñòè �óíêöèîíàëà è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
D =




1 −0

0 1



 , M =




1 0

0 2



 , Q0 =
√
2




1 0.4

0.4 1



 .Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû êîíñòàíòàìè λ− = 1.5
√
2, λ+ = 9

√
2. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 2.5.4, 2.11.
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�èñ. 2.9: Òðåòèé ïðèìåð. Ýëëèïñîèäàëüíûå òðóáêè äëÿ ýëëèïñîèäà E (0, Q(t)) èñ ó÷åòîì �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Îòäåëüíûìè ñåìåéñòâàìè ÷åðíûõ êðóãîâ èçîá-ðàæåíî âíóòðåííåå �àçîâîå îãðàíè÷åíèÿ.

�èñ. 2.10: ×åòâ¼ðòûé ïðèìåð. Ýëëèïñîèäàëüíûå òðóáêè áåç ó÷¼òà �àçîâûõ îãðà-íè÷åíèé. Îòäåëüíûìè ñåìåéñòâàìè ÷åðíûõ êðóãîâ èçîáðàæåíî âíóòðåííåå �à-çîâîå îãðàíè÷åíèå. 50



�èñ. 2.11: ×åòâ¼ðòûé ïðèìåð. Ýëëèïñîèäàëüíûå òðóáêè ñ ó÷¼òîì �àçîâûõ îãðà-íè÷åíèé. Îòäåëüíûìè ñåìåéñòâàìè ÷åðíûõ êðóãîâ èçîáðàæåíî âíåøíåå �àçî-âîå îãðàíè÷åíèê.
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�ëàâà 3
Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðíûõ
ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè
ÂâåäåíèåÎïåðàòîðíûå ìåòîäû çàïèñè òåíçîðîâ, ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå,èìåþò îáùèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ äðóãèõ çàäà÷. Â îáùåìâèäå, îïåðàòîðíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ñëåäóþùåì âèäå:1. Çàïèñàòü çàäà÷ó â îïåðàòîðíîì âèäå;2. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó;3. �åøèòü çàäà÷ó â îïåðàòîðíîì âèäå;4. Âåðíóòüñÿ ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ ïðåäñòàâ-52



ëåíèé îïåðàòîðîâ.Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, êàê èõ ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ àíàëèçà ñè-ñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè (¾æ¼ñòêèìè¿) îãðàíè÷åíèÿìè íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèåè óïðàâëåíèå. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ãåîìåòð÷èåñêèì îãðàíè÷åíèåìíà óïðàâëåíèå, è äëÿ íå¼ ñòðîèòñÿ ìàòðè÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè. Çàòåìâ ãëàâå îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû âèçóàëèçàöèè ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæè-òeëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âèçóàëèçàöèè ìíîæåñòâðàçðåøèìîñòè. Â ðàçäåëå 3.5 ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííûõ ìå-òîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà. Âðàçäåëå 3.7 âàðèàöèÿ ýòîé çàäà÷è � çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ êîíòåéíåðà ïåðåä ðå-êîí�èãóðàöèåé.
3.1 Çàäà÷à ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍà çàäàííîì èíòåðâàëå [t0, θ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ñèñòåìà ñ çàäàí-íûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì Q0,

Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t), Q(t0) = Q0, (3.1)â êîòîðîé íà óïðàâëåíèå íàëîæåíî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå:
〈U(t), U(t)〉 6 µ2 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, θ]. (3.2)Çàäàíî öåëåâîå ìíîæåñòâî:

〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 6 1, (3.3)ãäå, êàê è ðàíåå, M,D = D′ > 0 � èçâåñòíûå ìàòðèöû. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü53



çàäà÷ó ðàçðåøèìîñòè � îïèñàòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè äëÿ ñèñòåìû,
W (t; t1,M) =

{

Q ∈ R
n×n : ∃Q1, ò.÷. 〈Q1 −M,D(Q1 −M)〉 6 1,

∃U(·), óäâ. (3.2), ò.÷. , Q1 = Q(t1; t, Q, U)

}

.3.1.2 �åøåíèåÕîòÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè, ìû ìîæåìïîñòàâèòü åé â ñîîòâåñòâèåé îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó, îáåñïå÷èâàþùóþ ðåãó-ëÿðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ.Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (3.1)�(3.3) ÷åðåç ñâåäåíèå å¼ ê ñåìåéñòâó çàäà÷, ïîäîá-íûì îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (3.2) è (3.3)â ýêâèâàëåíòíîì âèäå.Äëÿ íà÷àëà ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.2) íà êîíå÷íîé ñåòêå t0 < t1 <

t2 < . . . < tn = θ:
〈U(tk), U(tk)〉 6 µ2, k = 0, 1, . . . , n. (3.4)Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 5. Ñîâìåñòíîå âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.3) è (3.4) ýêâèâàëåíòíî âûïîë-íåíèþ íåðàâåíñòâà

α0 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉+
n∑

k=1

αk

µ2
〈U(tk), U(tk)〉 6 1äëÿ âñåõ íàáîðîâ {αk}nk=0 òàêèõ, ÷òî αk > 0, ∑n

k=0 αk = 1.Âûáåðåì òåïåðü αk = β(tk)∆tk, ãäå ∆tk = tk − tk−1 è β(t) > 0 äëÿ âñåõ
t ∈ [t0, θ]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 6. Ñîâìåñòíîå âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.3) è (3.2) ýêâèâàëåíòíî âûïîë-
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íåíèþ íåðàâåíñòâà
Φ(α0, β, U) = α0 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 +

θ
∫

t0

β(t)

µ2
〈U(t), U(t)〉dt 6 1,äëÿ âñåõ ïàð {α0, β(·)} òàêèõ, ÷òî

{α0, β(·)} ∈ Ω =







{α0, β(·)} : α0 > 0, β(t) > 0, α0 +

θ
∫

t0

β(t)dt = 1







.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è òðåáóåò îòûñêàíèÿ óïðàâëåíèé
U(·), êîòîðûå áû îáåñïå÷èâàëè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

max
{α0,β(·)}∈Ω

Φ(α0, β(·), U(·)) 6 1.Ââåä¼ì �óíêöèþ öåíû:
V (t0, Q0) = min

U(·)
max

{α0,β(·)}∈Ω
Φ(α0, β(·), U(·)).Öåëåâîå ìíîæåñòâî áóäåò äîñòèæèìî èç òåõ è òîëüêî òåõ ïîçèöèé (t0, Q0), äëÿêîòîðûõ V (t0, Q0) 6 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ìèíèìàêñå [69℄, ïîëó÷àåì,÷òî

V (t0, Q0) = max
{α0,β(·)}∈Ω

{

min
U(·)

Φ(α0, β(·), U(·))
}

.Ìèíèìèçàöèÿ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íóþçàäà÷ó, èäåíòè÷íóþ (1.1),(1.2) ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíûõ ìíîæèòåëåé α0 è β(t)
µ2 .Ôóíêöèÿ öåíû áóäåò êâàäðàòè÷íîé �îðìîé,

V (t, Q) = 〈Q,P(t)Q〉+ 〈Q,K(t)〉+ γ(t),îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ íà ïàðàìåòðû êîòîðîé (2.12)�(2.13) ïðèìóò âèä
Ṗ +A∗P + PA− µ2

β
PBB∗P =0, P(θ)X = α0DX, (3.5)

K̇ +A∗K +
µ2

β
PBB∗K =0, K(θ) = −2α0DM, (3.6)

γ̇ − µ2

4β
〈K,BB∗K〉 =0, γ(θ) = α0 〈M,DM〉 . (3.7)55



Â ìàòðè÷íîì âèäå îíè çàïèøóòñÿ êàê
Ṗ ij +

n∑

k,l=1

(

P klAij
kl + ÃklP ij

kl

)

+
µ2

β

n∑

k,l,p,q=1

P kl(BB′)kp(BB′)lqP
ij
pq = 0, (3.8)

P ij(θ) = α0DEij, i, j = 1, . . . , n, (3.9)
K̇ +

n∑

i,j=1

KijÃ
ij +

µ2

β

n∑

k,l=1

P kl(BB′KBB′)kl = 0, (3.10)
K(θ) = −2α0DM, (3.11)

γ̇ − µ2

4β
〈K,BB′KBB′〉 = 0, (3.12)

γ(θ) = α0 〈M,DM〉 . (3.13)Îáîçíà÷èì ïàðàìåòðû êâàäðàòè÷íîé �îðìû, îòâå÷àþùèå ïàðå {α0, β(·)}, êàê
P [α0, β(·)](·), K[α0, β(·)](·), γ[α0, β(·)](·). Òîãäà �óíêöèÿ öåíû áóäåò ìàêñèìó-ìîì èç êâàäðàòè÷íûõ �îðì:
V (t0, Q0) = max

{α0,β(·)}∈Ω

{

〈Q0,P [α0, β(·)](t0)Q0〉+

+ 〈Q0, K[α0, β(·)](t0)〉+ γ[α0, β(·)](t0)
}

.Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ {α0, β(·)}

〈Q0,P [α0, β(·)](t0)Q0〉+ 〈Q0, K[α0, β(·)](t0)〉+ γ[α0, β(·)](t0) 6 1,èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (äëÿ êðàòêîñòè êâàäðàòíûå ñêîáêè çäåñü óáðàíû),
〈

Q0 −P−1K,
P

1− γ + 〈K,P−1K〉(Q0 − P−1K)

〉

6 1.Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè áóäåò ïåðåñå÷åíèåì ýëëèïñîèäîâ âïðîñòðàíñòâå ìàòðèö:
W [t0] =

⋂

{α0,β(·)}∈Ω
E [α0, β(·)], (3.14)56



ãäå
E [α0, β(·)] = {Q : V [α0, β(·)](t0, Q) 6 1} = E (R[α0, β(·)],R[α0, β(·)]) ,

R[α0, β(·)] = P−1[α0, β(·)]K[α0, β(·)],

R[α0, β(·)] =
(
1− γ[α0, β(·)] +

〈
K[α0, β(·)],P−1[α0, β(·)]K[α0, β(·)]

〉)
×

×P−1[α0, β(·)],ãäå ïàðàìåòðû �îðì îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.8)�(3.13).
3.2 Âèçóàëèçàöèÿ ìàòðè÷íûõ ìíîæåñòâÂ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàëèñü îòäåëüíûå òðàåêòîðèè ìàòðè÷íîéñèñòåìû (3.1). Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè �àçîâàÿ ìàòðèöà Q(t) ïîðîæäàëàýëëèïñîèä, âèçóàëèçèðóÿ êîòîðûé, ìîæíî ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îïîâåäåíèè ñèñòåìû. Òåïåðü æå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà â ïðîñòðàí-ñòâàõ ìàòðèö (íàïðèìåð,W [t0]), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ èõ âèçóàëèçàöèè.Íà ëþáîå ìíîæåñòâî A â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Rn×n ìîæíî ïîñìîòðåòü êàêìíîæåñòâî â n2-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ñòðîèòü åãî âèçóàëüíîåïðåäñòàâëåíèå êàê íàáîð äâóõ- èëè òð¼õìåðíûõ ïðîåêöèé. Ñ äðóãîé ñòðîíû,åñëè êàæäîé ìàòðèöå Q èç A ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýëëèïñîèä E (0, Q), òîìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî

M (A) =
⋃

Q∈A
E (0, Q) ⊂ R

n,ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íàáîð âñåõ ýëëèïñîèäîâ, ¾ïîðîæä¼íûõ¿ ìíîæåñòâîì A.Îïèøåì òåïåðü ðÿä ñâîéñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà, ïîçâîëÿþùèõ åãî ñòðîèòü íàïðàêòèêå íå ïðèáåãàÿ ê ïðÿìîìó ïåðåáîðó âñåõ òî÷åê â A.Ëåììà 7. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö. Òîãäà M (A) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn.57



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ M (A). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà Q ∈ A,÷òî 〈x,Q−1x
〉
6 1. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî M (A) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

M (A) = {x ∈ R
n : min

Q∈A

〈
x,Q−1x

〉
6 1}.Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè �èêñèðîâàííîì x �óíêöèÿ 〈x,Q−1x

〉 âû-ïóêëà.Êàê èçâåñòíî [33℄, åñëè �óíêöèÿ f(x, y) � âûïóêëàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-ðåìåííûõ, à ìíîæåñòâî Ω � âûïóêëîå, òî �óíêöèÿ g(y) = min
x∈Ω

f(x, y) áóäåòâûïóêëîé ïî y. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì �àêòîì äëÿ äîêàçàòåëñüòâà, íàäîïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ F (x,Q) =
〈
x,Q−1x

〉 âûïóêëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-íûõ íà Rn ×A.Äîêàæåì, ÷òî íàäãðà�èê F (x,Q) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Èìååì
epiF = {(x,Q, t) ∈ R

n × A× R :
〈
x,Q−1x

〉
6 t}.Âîñïîëüçóåìñÿ äîïîëíåíèåì ïî Øóðó [17, 18℄ â ñëåäóþùåé �îðìå: ñèììåòðè÷-íàÿ ìàòðèöà




W11 W12

W ′
12 W22



ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-íû ìàòðèöû W11 è W22 −W ′
12W

−1
11 W12. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

epiF =






(x,Q, t) ∈ R

n × A× R :




Q x

x′ t



 > 0






,îòêóäà è ñëåäóåò âûïóêëîñòü epiF , è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïóêëîñòü F .Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõìíîæåñòâ íå áóäåò âûïóêëûì, M (A) áóäåò âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

M (A ∩B) ⊆ M (A) ∩M (B) , M (A ∪B) ⊆ M (A) ∪M (B) .58



Êðîìå òîãî, îìåòèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ
E (0, Q) ⊆ M (A) ⇒ Q ∈ Aâ îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì â êà÷åñòâå A ìíîæå-ñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé ìàòðèöû Q. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1) âåðíî, ÷òî

E (0, λQ) ⊆ M (A), íî λQ, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â A.Äëÿ âèçóàëèçàöèè ìíîæåñòâà M (A) â ñëó÷àå âûïóêëîãî A íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 8. Ïóñòü ρ (L,A) � îïîðíàÿ �óíöèÿ ìàòðè÷íîãî ìíîæåñòâà A, L ∈
Rn×n. Òîãäà

ρ (l,M (A)) =
√

ρ (ll′, A), l ∈ R
n.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

ρ (l,M (A)) = sup
x∈M(A)

〈x, l〉 = sup
Q∈A

sup
x∈E(0,Q)

〈x, l〉 =

= sup
Q∈A

√

〈l, Ql〉 = sup
Q∈A

√

〈ll′, Q〉 =
√

ρ (ll′, A),÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà M (A) íàì äîñòàòî÷íî çíàòüîïîðíóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà A òîëüêî íà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ íà-ïðàâëåíèÿõ L, ó êîòîðûõ rankL = 1.Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâM (A) ìîæíî óêàçàòü ÿâíî. Òàê, îêàçûâàåòñÿ, ÷òîäëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ìíîæåñòâî M (A) óñòðî-åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ëåììà 9. �àññìîòðèì âûïóëûé ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö
P = conv{V1, V2, . . . , VN}59



êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó N åãî âåðøèí. Òîãäà
M (P ) = conv{E (0, V1) , E (0, V2) , . . . , E (0, VN)},ò.å. M (P ) åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ ýëëèïñîèäîâ, ïîðîæä¼íûõâåðøèíàìè P .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8 ïîëó÷àåì

ρ (l,M (P )) =
√

ρ (ll′, P ) =
√

max
i=1,...,N

〈ll′, Vi〉 =

= max
i=1,...,N

√

〈l, Vil〉 = ρ

(

l, conv
N⋃

i=1

E (0, Vi)

)

,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.Âèä ìíîæåñòâà M (A) äëÿ øàðà óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 10. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàññìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå Q0 ðàäèóñà r, Br(Q0) = E
(
Q0, r

2I
). Òîãäà

M (Br(Q0)) = E (0, Q0 + rI) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8 èìååì:
ρ (l,M (Br(Q0))) =

√

〈ll′, Q0〉+ r
√

〈ll′, ll′〉.Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä êîðíåì. Ïóñòü l = ‖l‖ s, ‖s‖ = 1. Ïîñêîëüêóâ ïîçèöèè (i, j) ó ìàòðèöû ss′ áóäåò ñòîÿòü ïðîèçâäåíèå sisj, ïîëó÷àåì:
〈ll′, ll′〉 = ‖l‖4 〈ss′, ss′〉 = ‖l‖4 ‖ss′‖2 = ‖l‖4

n∑

i,j=1

((ss′)ij)
2 =

= ‖l‖4
n∑

i=1

n∑

j=1

s2i s
2
j = ‖l‖4

n∑

i=1

s2i

n∑

j=1

s2j = ‖l‖4
n∑

i=1

s2i = ‖l‖4 .Çíà÷èò,
ρ (l,M (Br(Q0))) =

√

〈ll′, Q0〉+ r ‖l‖2 =
√

〈l, Q0l〉+ r 〈l, l〉 =
√

〈l, (Q0 + rI)l〉,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. 60
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�èñ. 3.1: Íàáîð êîíöåíòðè÷åñêèõ øàðîâ M (Br(Q0)) ïðè r = 0.5,1,1.5,2 (ïóíê-òèðíûå ýëëèïñû). Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí ýëëèïñ, îòâå÷àþùèé öåíòðó Q0.Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî êîíöåíòðè÷åñêèõ øàðîâ ñ öåíòðîì â ìàò-ðèöå
Q0 =




1 −1

−1 2



 .Ëåììà 8 äà¼ò àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ M̂ (A), ïðèáëèæåíèÿìíîæåñòâ M (A):1. Âçÿòü íåêîòîðûé íàáîð íàïðàâëåíèé {li}Ki=1 íà åäèíè÷íîé ñ�åðå â ïðî-ñòðàíñòâå Rn;2. Ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå òî÷êè Qi, i = 1, . . . , K íà êîòîðûõäîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â ìàòðè÷íîé îïîðíîé �óíêöèè ρ (L,A) ïî íàïðàâ-ëåíèÿì Li = lil
′
i;3. Ïîñòðîèòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó îáúåäèíåíèÿ ýëëèïñîèäîâ E (0, Qi):

M̂ (A) = conv
K⋃

i=1

E (0, Qi) .61
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�èñ. 3.2: ÌíîæåñòâîM (A1). Ïóíêòèðîì èçîáðàæåí ýëëèïñ, îòâå÷àþùèé öåíòðó
M .Ôàêòè÷åñêè, êàê âèäíî èç ëåììû 9, â ýòîì àëãîðèòìå ñòðîèòñÿ âíóòðåíÿÿàïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà M (A) âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿM (A) äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ
A ïî òàêîìó àëãîðèòìó.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ýëëèïñîèä â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö âèäà

A1 = {Q : 〈Q−M,D(Q−M)〉 6 1},êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (3.1)�(3.3). Ïóñòü
D =




2 −0.5

−0.5 1



 , M =




1 0.5

0.5 4



 .Ìíîæåñòâî M (A1) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.2.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ¾êóá¿ ñî ñòîðîíîé S, ñäâèíóòûé îò íà÷àëà êîîðäè-íàò íà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ìàòðèöó M ,62



−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
1

x 2

�èñ. 3.3: Ìíîæåñòâî M (A2). Ïóíêòèðîì èçîáðàæåí ýëëèïñ, îòâå÷àþùèé M .
A2 = M + S · {Q : max

i,j=1,...,n
|Qij| 6 1},Ïóñòü

M =




2 −0.5

−0.5 0.2



 , S = 0.5.Ìíîæåñòâî M (A2) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.3.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ìàòðè÷íûé ¾òðåóãîëüíèê¿ A3 ñ âåðøèíàìè
V1 =




1 −0.5

−0.5 1



 , V2 =




3 0

0 0.1



 , V3 =




1 0.5

0.5 1



 .Ìíîæåñòâî M (A3) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.4.Â ïðèìåðàõ 2 è 3 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ëåììîé 9.
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�èñ. 3.4: ÌíîæåñòâîM (A3). Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíû ýëëèïñû, îòâå÷àþùèå âåð-øèíàì V1, V2, V3.3.3 ×èñëåííûé ïðèìåð�àññìîòðèì çàäà÷ó (3.1)�(3.3) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:
T =




−1 0.5

0.5 −1



 , B =




1 0.5

0.5 2



 , D =




2 −0.5

−0.5 1



 , M =




1 0.5

0.5 4



 ,

t0 = 0, θ = 0.5, µ = 10. Òðóáêà M (W [t]) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.5. Íà ðèñóíêå 3.6èçîáðàæåíû ñå÷åíèÿ îòäåëüíûõ ýëëèïñîèäîâ M (E [α0, β(·)]) èç �îðìóëû (3.14).
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�èñ. 3.5: Òðóáêà M (W [t]).
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�èñ. 3.6: Îòäåëüíûå ìíîæåñòâà M (E [α0, β(·)]) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.5.
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3.4 Ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòè-æèìîñòè3.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ëèíåéíàÿ ìàòðè÷íàÿ ñèñòåìà:
Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t), (3.15)

Q(t0) ∈ E
(
Q0,Q0

)
, (3.16)

U(t) ∈ E (P (t),P(t)) , (3.17)Çäåñü E (M,M) îçíà÷àåò ýëëèïñîèä â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö:
E (M,M) = {Q ∈ R

n×n :
〈
Q−M,M−1(Q−M)

〉
6 1},è îïåðàòîðû Q0 è P(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè.×åðåç Q(t; t0, Q0, U) áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó Q, â êîòîðóþ ïåðåâåä¼ò âìîìåíò t óïðàâëåíèå U ìàòðèöó Q0 èç ìîìåíòà t0 â ñèëó ñèñòåìû (3.15).Ñëåäóùåå îïðåäåëåíèå ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ äëÿ âåêòîðíûõñèñòåì [1, 7℄.Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè íà ìîìåíò t íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî

X (t; t0,X0) =
{
Q ∈ R

n×n : ∃Q0 ∈ X0, U(·), óäâ. (3.17), ò.÷. Q = Q(t; t0, Q0, U)
}
.Äëÿ ñèñòåìû (3.15) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü â ìàòðè÷íîé �îðìå òóãèå ýëëèïñî-èäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X (t; t0, E

(
Q0,Q0

)
).
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3.4.2 Îðòîãîíàëüíûå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå îïå-ðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèöÊàê èçâåñòíî [29, 17℄, äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-íîé ìàòðèöû Q ∈ Rn×n íàéäóòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà S è äèàãîíàëüíàÿìàòðèöà Λ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè, òàêèå, ÷òî Q = SΛS ′.Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íàì ïðèä¼òñÿ ðàáîòàòü ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-íûìè ìàòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè, çàäàþùèìè ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè â ïðî-ñòðàíñòâå ìàòðèö, â ýòîì ðàçäåëå èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ èïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ.Ïîêàæåì, ÷òî íàä ïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèö îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû èìåþòñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì[43, 44, 45℄.Ëåììà 11. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íàä Rn×n. Òîãäàñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:1. A ñîõðàíÿåò ñïåêòðàëüíóþ íîðìó.2. A îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö íà ñåáÿ.3. A∗ ñîõðàíÿåò íîðìó Ôðîáåíèóñà.4. A∗ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè âèäà
[1, 0, . . . , 0]íà ñåáÿ.5. Ñóùåñòâóþò òàêèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû U1, V1, ÷òî ëèáî AX =

= U1XV1, ëèáî AX = U1X
′V1 äëÿ âñåõ ìàòðèö X.6. Ñóùåñòâóþò òàêèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû U2, V2, ÷òî ëèáî A∗X =

= U2XV2, ëèáî A∗X = U2X
′V2 äëÿ âñåõ ìàòðèö X.67



Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåííûé ê îðòîãîíàëüíîìó îïåðàòîðó, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòíîðìó Ôðîáåíèóñà, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîãî-íàëüíîãî îïåðàòîðà S íàéäóòñÿ òàêèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû U è V , ÷òî ëèáî
SX = UXV , ëèáî SX = UX ′V .Ñëåäóþùàÿ ëåììà óêàçûâàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ìàòðè÷íîãî îïå-ðàòîðà ÷åðåç åãî ïðåäñòàâëåíèå.Ëåììà 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà M ∈ L (Rn1×m1,Rn2×m2)åãî ñïåêòð ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ìàòðèöû M̊ , îïðåäåë¼ííîé ïî �îðìóëå(2.3).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
MX = λX ⇔

n∑

i,j=1

M ijXij = λ
n∑

i,j=1

XijE
ij ⇔

⇔
n∑

i,j=1

M ij
klXij = λXkl, k, l = 1, . . . , n ⇔

n2

∑

α=1

Mα
βXα = λXβ, β = 1, . . . , n2 ⇔

⇔ M̊X̊ = λX̊,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî λ ëåæèò â ñïåêòðå M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ ëåæèòâ ñïåêòðå M̊ .Â âåêòîðíîì ñëó÷àå, äåéñòâèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû
M = diag{m1, m2, . . . , mn}íà ýëåìåíòàõ áàçèñà âûãëÿäèò êàê Mek = mkek. Ïî àíàëîãèè ââåä¼ì ¾äèàãî-íàëüíûé¿ îïåðàòîð â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëå-íèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïî Àäàìàðó [31℄.Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà A = {aij},

B = {bij} ∈ Rn×m ïî Àäàìàðó íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C ∈ Rn×m, òàêàÿ, ÷òî
C = A ◦ B = {cij}n,mi,j=1, cij = aijbij.68



Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîð D ∈ L (Rn×m,Rn×m) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì, åñ-ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà M ∈ Rn×m, ÷òî äëÿ âñåõ X ∈ Rn×m âûïîëíåíî
DX = M ◦X.Èç ëåìì 11,12 ñðàçó æå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 5. Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû U è V , à òàê-æå ïîëîæèòåëüíàÿ (ò.å. âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëîæèòåëüíû) ìàòðèöà

Λ, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ Rn×n âåðíî ëèáî
AX = V (Λ ◦ (UXV ))U ′,ëèáî
AX = V (Λ ◦ (UX ′V ))U ′.òî A � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð íàä Rn×n.3.4.3 Âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòèÂåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ìàò-ðè÷íîé ñèñòåìû (3.15)�(3.17). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåä¼ì îïåðàòîðû A è B,

A(t)X = T (t)X +XT ′(t), B(t)X = B(t)XB′(t).ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì (2.6),(2.7), (2.8).Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíäàìåíòàëüíûì îïåðàòîðîì X (t, s) ñèñòåìû (3.15) íàçû-âàåòñÿ îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ẋ (t, s) = (TX + XT ′), X (t, t) = I,ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.Ñïðàâåäëèâà 69



Ëåììà 13. Ôóíäàìåíòàëüíûé îïåðàòîð X (t, s) ñóùåñòâóåò, è åãî ïðåäñòàâ-ëåíèå X(t, s) = {X ij(t, s)}ni,j=1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
Ẋkl(t, s) =

n∑

i,j=1

Aij(t)Xkl
ij (t, s), Ẋkl(t, t) = Ekl, k, l = 1, . . . , n.Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü îïåðàòîðíûé àíàëîã �îðìóëû Êîøè:

Q(t) = X (t, t0)Q0 +

t
∫

t0

X (t, s)B(s)U(s)ds.Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ â îïåðà-òîðíîé �îðìå:
X (t; t0, E

(
Q0,Q0

)
) = X (t, t0)E

(
Q0,Q0

)
+

t
∫

t0

X (t, s)B(s)E (P (s),P(s)) ds.Çäåñü ñóììà ìíîæåñòâ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ìèíêîâñêîãî:
A+B = {z : z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B}.Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíûìè ¾õîðîøèìè êðèâûìè¿ [53℄, ââåä¼ì ìàòðè÷íûå ¾õî-ðîøèå êðèâûå¿:Îïðåäåëåíèå 8. Ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ L(t) íàçûâàåòñÿ ¾õîðîøåé êðèâîé¿, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû:
L̇(t) = −T ′(t)L(t)− L(t)T (t), L(t0) = L0. (3.18)Íàïîìíèì, ÷òî îöåíêà íàçûâàåòñÿ òóãîé âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ l,åñëè îíà êàñàåòñÿ îöåíèâàåìîãî ìíîæåñòâà â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ýòî îçíà÷àåòñîâïàäåíèå îïîðíûõ �óíêöèé îöåíêè è èñõîäíîãî ìíîæåñòâà â äàííîì íàïðàâ-ëåíèè.Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ñ âåêòîðíîãî ñëó÷àÿ [1, 53, 14℄ ïåðåíîñèòñÿ ñëåäó-þùåå óòâåðæäåíèå. 70



Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû L0 ýëëèïñîèä E (Q+(t),Q+(t)), ïàðàìåòðûêîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
Q̇+(t) = T (t)Q+(t) +Q+(t)T ′(t) + B(t)P (t)B′(t), (3.19)

Q+(t0) = Q0,

Q̇+ = AQ+ +Q+A∗ + π(t)Q+ +
1

π(t)
BP(t)B∗, (3.20)

Q+(t0) = Q0,ãäå
π(t) =

(〈L(t),B(t)P(t)B∗(t)L(t)〉
〈L(t),Q+(t)L(t)〉

)1/2

,áóäåò âíåøíåé îöåíêîé ìíîæåñòâà X (t; t0, E
(
Q0,Q0

)
), òóãîé âäîëü íà-ïðàâëåíèÿ L(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (3.18), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ñîîò-íîøåíèå

X (t; t0, E
(
Q0,Q0

)
) = ∩{E

(
Q+(t),Q+(t)

)
, ‖L0‖ = 1}.Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3 è �îðìóëàìè (2.16),(2.17),(2.18), ìîæíî ïåðå-ïèñàòü (3.20) èç îïåðàòîðíîãî â ìàòðè÷íûé âèä äëÿ Q+(t) = {Q+ij(t)}ni,j=1:

Q̇+ij(t) =

n∑

k,l=1

(Q+klAij
kl + ÃklQ+ij

kl ) + π(t)Q+ij+ (3.21)
+

1

π(t)

n∑

k,l,p,q=1

BklB̃klQ+ij
kp Q+lq

ij Bij
pqB̃

ij
pq, Q+ij(t0) = Qij

0 ,è, ñîîòâåòñòâåííî,
π(t) =









〈

L(t),
n∑

i,j,k,l,p,q=1

BklB̃klQ+ij
kp Q+lq

ij Bij
pqB̃

ij
pqLij(t)

〉

〈

L(t),
n∑

i,j=1

Q+ij(t)Lij(t)

〉









1/2

. (3.22)
Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (3.19), (3.21), (3.22) ïîëíîñòüþ çàäàþò â ìàòðè÷-íîé �îðìå ïàðàìåòðû âíåøíåé îöåíêè E (Q+(t),Q+(t)).71



3.4.4 Âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòèÂ àíàëîãèè ñ âåêòîðíûì ñëó÷àåì âûâîäÿòñÿ è âíóòðåííèå îöåíêè.Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû L0 ýëëèïñîèä E (Q−(t),Q−(t)), öåíòð êîòî-ðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.19), à îïåðàòîð êîí�èãóðàöèè � óðàâíåíèåì
Q̇− = AQ− +Q−A∗ + (Q−)1/2S(t)(BPB∗)1/2 + (BPB∗)1/2S∗(t)(Q−)1/2, (3.23)

Q+(t0) = Q0,ãäå S(t) � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé èç ñîîòíîøåíèÿ
S(t)(BPB∗)1/2L(t) = µ

〈L(t),BPB∗L(t)〉1/2

〈L(t),Q−L(t)〉1/2
(Q−)1/2L(t) (3.24)áóäåò âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà X (t; t0, E

(
Q0,Q0

)
), òóãîé âäîëü íà-ïðàâëåíèÿ L(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (3.18), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ñîîò-íîøåíèå

X (t; t0, E
(
Q0,Q0

)
) =

⋃

{E
(
Q−(t),Q+(t)

)
, ‖L0‖ = 1}.Ïåðåïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå. Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì ñëåäó-þùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

(Q−)1/2 = {Rij}ni,j=1, (BPB∗)1/2 = {Gij}ni,j=1, S = {Sij}ni,j=1.Òîãäà óðàâíåíèå (3.23) çàïèøåòñÿ êàê
Q̇−ij(t) =

n∑

k,l=1

(Q−klAij
kl + ÃklQ−ij

kl ) +

n∑

i,j,k,l,p,q=1

RklSpq
klG

ij
pq +

n∑

i,j,k,l,p,q=1

GklSkl
pqR

ij
pq,

Q−ij(t0) = Qij
0 .Âñòà¼ò âîïðîñ î ïîèñêå íà ïðàêòèêå èç ñîîòíîøåíèÿ (3.24) îðòîãîíàëüíîãîîïåðàòîðà S. Â âåêòîðíîì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî åñòü óäîáíàÿ ÿâíàÿ �îðìóëà [49℄.Å¼ àíàëîã â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.72



Ëåììà 14. Ïóñòü çàäàíû äâå ìàòðèöû V1 è V2, è ïóñòü îïåðàòîð S çàäà¼òñÿêàê
S = I + Z(S − I)Z∗,ãäå

S =




c− 1 s

−s c− 1



 , c = 〈Q1, Q1〉 , s =
√

1− c2, Ri =
Vi

‖Vi‖
,à îïåðàòîð Q ∈ L

(
R2,Rn×n

) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó
Zx = Q1x1 +Q2x2, Q1 = R1, Q2 =







R2 − cR1

s
, s 6= 0,

0, s = 0.Òîãäà ìàòðèöû SV2 è µR1 êîëëèíåàðíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî SR2 = R1.Ñíà÷àëà íàéä¼ì Z∗:
〈Q1x1 +Q2x2, Y 〉 = x1 〈Q1, Y 〉+ x2 〈Q2, Y 〉 =

〈


x1

x2



 ,




〈Q1, Y 〉
〈Q2, Y 〉





〉

.Çíà÷èò, äåéñòâèå Z∗ : Rn×n → R2 îïèñûâàåòñÿ êàê
Z∗X =




〈Q1, X〉
〈Q2, X〉



 .�àññìîòðèì ñëó÷àé s 6= 0. Òîãäà
Z∗R2 =




〈Q1, R2〉
〈Q2, R2〉



 =




〈R1, R2〉

1

s
〈R2 − cR1, R2〉



 =






c

1− c2

s




 =




c

s



 .Äàëåå,
Z(S − I)




c

s



 = Z




1− c

−s



 = (1− c)R1 + (−s) · R2 − cR1

s
= R1 − R2.Çíà÷èò,

(I + Z(S − I)Z∗)R2 = R1,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. 73



3.4.5 Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòèÒåîðåìû î âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îöåíêàõ ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü äëÿïîïÿòíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè � ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü çàäàíî öåëåâîå ìíîæåñòâî M. Ìíîæåñòâîì ðàçðåøè-ìîñòè íà ìîìåíò t íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
W(t; t1,M) =

{

Q ∈ R
n×n : ∃Q1 ∈ M, U(·), óäâ. (3.17),òàêîå, ÷òî Q1 = Q(t1; t, Q, U)

}

.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëåâîå ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì E
(
Y1,Y1

).Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû L0 ýëëèïñîèä E (Y +(t),Y+(t)), ïàðàìåòðûêîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ẏ +(t) = T (t)Y +(t) + Y +(t)T ′(t) +B(t)P (t)B′(t), (3.25)

Y +(t1) = Y1,

Ẏ+ = AY+ + Y+A∗ − η(t)Y+ − 1

η(t)
BP(t)B∗, (3.26)

Y+(t1) = Y1,ãäå η(t) =
√

µ(t),
µ(t) =

〈L(t),B(t)P(t)B∗(t)L(t)〉
〈L(t),Y+(t)L(t)〉 ,áóäåò âíåøíåé îöåíêîé ìíîæåñòâà W(t; t1, E

(
Y1,Y1

)
), òóãîé âäîëü íàïðàâëå-íèÿ L(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (3.18), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

W(t; t1, E
(
Y1,Y1

)
) = ∩{E

(
Y +(t),Y+(t)

)
, ‖L0‖ = 1}.Äëÿ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò Y+(t) = {Y +ij(t)}ni,j=1 ýòè �îðìóëû ìîæíî çàïè-ñàòü êàê 74



Ẏ +ij(t) =

n∑

k,l=1

(Y +klAij
kl + ÃklY +ij

kl )− η(t)Y +ij−

− 1

η(t)

n∑

k,l,p,q=1

BklB̃klY +ij
kp Y +lq

ij Bij
pqB̃

ij
pq,

Y +ij(t1) = Y ij
1 ,è, ñîîòâåòñòâåííî,

µ(t) =

〈

L(t),
n∑

i,j,k,l,p,q=1

BklB̃klY +ij
kp Y +lq

ij Bij
pqB̃

ij
pqLij(t)

〉

〈

L(t),
n∑

i,j=1

Y +ij(t)Lij(t)

〉 .

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû L0 ýëëèïñîèä E (Y −(t),Y−(t)), öåíòð êîòî-ðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.25), à îïåðàòîð êîí�èãóðàöèè � óðàâíåíèåì
Ẏ− = AY− + Y−A∗ + (Y−)1/2S(t)(BPB∗)1/2 + (BPB∗)1/2S∗(t)(Y−)1/2, (3.27)

Y+(t1) = Y1,ãäå S(t) � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé èç ñîîòíîøåíèÿ
S(t)(BPB∗)1/2L(t) = µ

〈L(t),BPB∗L(t)〉1/2

〈L(t),Y−L(t)〉1/2
(Y−)1/2L(t)áóäåò âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà W(t; t1, E

(
Y1,Y1

)
), òóãîé âäîëü íà-ïðàâëåíèÿ L(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (3.18), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ñîîò-íîøåíèå

W(t; t1, E
(
Y1,Y1

)
) =

⋃

{E
(
Y −(t),Y−(t)

)
, ‖L0‖ = 1}.Äëÿ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò Y−(t) = {Y −ij(t)}ni,j=1 ýòè �îðìóëû ìîæíî çàïè-75



ñàòü êàê
Ẏ −ij(t) =

n∑

k,l=1

(Q−klAij
kl + ÃklY −ij

kl ) +
n∑

i,j,k,l,p,q=1

RklSpq
klG

ij
pq +

n∑

i,j,k,l,p,q=1

GklSkl
pqR

ij
pq,

Q−ij(t0) = Y ij
0 ,ãäå

(Q−)1/2 = {Rij}ni,j=1, (BPB∗)1/2 = {Gij}ni,j=1, S = {Sij}ni,j=1.3.4.6 ×èñëåííûé ïðèìåð�àññìîòðèì ñèñòåìó (3.15)�(3.17) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:
T =




0 0

0 −1



 , B =




1 −1

0 1



 , Q0 =




3 1

1 3



 , QX = X,

P =




0 0

0 0



 , PX = X.Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü íà îòðåçêå âðåìåíè [0, 1]. Âíóòðåííèå è âíåøíèå àï-ïðîêñèìàöèè ñòðîèëèñü äëÿ M = 10 íàïðàâëåíèé âèäà
Li =

1

2




cos(αi) − sin(αi)

sin(αi) cos(αi)



 , αi =
2iπ

M
, i = 0, 1, . . . ,M − 1.Ñîîòâåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 3.7�3.9.3.4.7 Ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòèÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-ñòè îïåðàòîðíîãî àëãîðèòìà è àëãîðèòìà, îñíîâûâàþùåìñÿ íà âûòÿãèâàíèè ââåêòîðà. Ñðàâíåíèå ïðèâåä¼ì íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ îöåíêî ìíîæå-ñòâà äîñòèæèìîñòè. Êàê è â ðàçäåëå 2.4, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü àëãîðèòìóìíîæåíèÿ ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ O(nα), ãäå α ∈ (2, 3], è áóäåì îöåíèâàòü76



�èñ. 3.7: Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ òðóáêè äîñòèæèìîñòè.

�èñ. 3.8: Âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ òðóáêè äîñòèæèìîñòè.77
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�èñ. 3.9: Âíóòðåííÿÿ è âíåøíèå îöåíêè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1.ñëîæíîñòü ÷åðåç ÷èñëî ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷¼òà ïðà-âîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû îöåíêè.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ñëîæíîñòü ïåðåìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé îïåðà-òîðîâ íàä ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n èìååò ïîðÿäîê 2α, èç �îðìóë (3.19), (3.20)ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðàñ÷¼òîâ îáîèìè ìåòîäàìè íåîáõîäèìî O(n2α) óìíîæåíèé.Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ìåòîäîâ íà ïðàêòèêå îáà àëãîðèòìà áûëè ðåàëèçî-âàíû â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå Matlab. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âðåìåíè íàõîæäå-íèÿ óïðàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå3.4.7. Âèäíî, ÷òî îïåðàòîðíûé àëãîðèòì ðàáîòåò ëó÷øå âåêòîðíîãî, íî ïðè óâå-ëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû ðàçíèöà âî âðåìåíè àëãîðèòìîâ óìåíüøàåòñÿ.Ïðåèìóùåñòâî îïåðàòîðíîãî àëãîðèòìà çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ðàñïî-ëàãàåò ïåðåìåííûå â åñòåñòâåííîì äëÿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêå.
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�èñ. 3.10: Âðåìÿ ðàñ÷¼òîâ äëÿ îïåðàòîðíîãî àëãîðèòìà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) èìåòîäà ÷åðåç âûòÿãèâàíèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).3.5 Çàäà÷à ðåêîí�èãóðàöèèÂàæíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåì ñ ìàòðè÷íîé äèíàìèêîé ÿâëÿåò-ñÿ çàäà÷à ðåêîí�èãóðàöèè êîíòåéíåðà, âîçíèêàþùàÿ â ñèñòåìàõ ñ ãðóïïîâûìóïðàâëåíèåì [3, 4℄. Âèðòóàëüíûé ýëëèïñîèäàëüíûé êîíòåéíåð ïðè ýòîì âûñòó-ïàåò â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî äâèæåíèÿ äëÿ ãðóïïû îáúåêòîâ: åìó òðåáóåòñÿ, îñó-ùåñòâëÿÿ íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî èçìåíåíèå ñâîåé �îðìû, ïåðåìåñòèòüñÿ èç íà-÷àëüíîé ïîçèöèè, èçáåãàÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè, íà çàðàíåå çàäàííîåöåëåâîå ìíîæåñòâî. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïðèâåä¼í ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿçàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè-÷èè äâóõ ïðåïÿòñòâèé. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü ðàáîòàì [3, 4℄.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëëèïñîèäàëüíûé êîíòåéíåð E (q(t), Q(t)) ⊂ R2, äèíà-ìèêà öåíòðà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
q̈(t) = u(t), q(t0) = q0, q̇(t0) = q′0.79



Çäåñü óïðàâëåíèå u(t) ñòåñíåíî ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì
〈u(t), u(t)〉 6 µ2.Äèíàìèêà ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (3.15)�(3.17) ïðè åäèíñòâåííîì íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè Q0 (Q0 = 0). Òàêæå çàäàíîöåëåâîå ìíîæåñòâî � ýëëèïñîèä M = E (m,M) è íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëëèïñîè-äàëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ E1 = E (z1, Z1) è E2 = E (z2, Z2) , d(E1, E2) > 0, ãäå d(·, ·) �åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè, d(A,B) = infx∈A,y∈B ‖x− y‖. Òðå-áóåòñÿ ïðîâåñòè êîíòåéíåð èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà íà öåëåâîå ìåæäó ïðåïÿò-ñòâèÿìè. Ïðè ýòîì êîíòåéíåð äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè-÷åíèÿì:

Bλ
−

(q(t)) ⊆ E (q(t), Q(t)) ⊆ Bλ+
(q(t)) , 0 < λ− 6 λ+.Ýòè îãðàí÷èåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî â êîíòåéíåð ìîæíî âïèñàòü øàð ðàäèóñîì λ−è ÷òî îí âñåãäà ñîäåðæèòñÿ â øàðå λ+ ñ öåíòðàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ öåíòðîìêîíòåéíåðà.�åøåíèå çàäà÷è ïðèâåä¼ì â òðè ýòàïà ïðè ïîìîùè áàðüåðíûõ ãèïåðïëîñêî-ñòåé, íà êàæäîì èç ýòàïîâ ñíà÷àëà ñòðîÿ òðàåêòîðèþ öåíòðà, çàòåì � òðàåê-òîðèþ ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé.Ñíà÷àëà îïèøåì ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Îáîçíà÷èì

H = d (E1, E2) è zi ∈ Ei, i = 1, 2, � ãðàíè÷íûå òî÷êè êðàò÷àéøåãî îòðåçêà, ñî-åäèíÿþùåãî ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðäåïîëîæèì, ÷òî H > 2λ−. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü
l0 = Argmax

‖l‖=1

({−ρ (−l, E1)− ρ (l, E2)}) ,òîãäà zi îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê
z1 = Argmax

z∈E1

〈
z,−l0

〉
, z2 = Argmax

z∈E2

〈
z, l0

〉
.Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè hmin =

√
H
2 . Äàëåå, ïîëîæèì

c =
y1 + y2

2
, d =

y1 − y2
‖y1 − y2‖

,80



è âûáåðåì âåêòîð l òàê, ÷òîáû 〈l, d〉 = 0, 〈l, l〉 = 1 (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäå-ëàòü). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà c ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó ïðåïÿòñòâèÿìè, âåê-òîð d íàïðàâëåí îò c â ñòîðîíó E2, âåêòîð l � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê d. Îïðå-äåëèì ãèïåðïëîñêîñòè Hi = {x : 〈x− zi, d〉 = 0} � ìåæäó ýòèìè ãèïåð-ïëîñêîñÿòìè íàõîäèòñÿ îáëàñòü, ñâîáîäíàÿ îò ïðåïÿòñòâèé, è ãèïåðïëîñêîñòü
Hz = {x : 〈x− c, d〉 = 0}.Òåïåðü îïðåäåëèì ãèïåðïëîñêîñòè Hb

i , òðàíñâåðñàëüíûå Hi, òàêèì îáðàçîì,÷òîáû îáà ïðåïÿòñòâèÿ áûëè ìåæäó íèìè. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíîâçÿòü
Hb

i = {x : 〈x− c∗i , d〉 = 0}, c∗i = c+ νil,

ν1 = inf
ν>0

{ν : {x : 〈x− c− νl, l〉 = 0} ∩ Ei = ∅, i = 1, 2},

ν2 = sup
ν60

{ν : {x : 〈x− c− νl, l〉 = 0} ∩ Ei = ∅, i = 1, 2}.Äàëåå, ïóñòü Hz ∩ Hb
i = c + λb

i l, ïðè ýòîì λb
1λ

b
2 < 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λb

1 < 0, à λb
2 > 0 (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷¼òâûáîðà âåêòîðà l).Ïóñòü ìèíèìàëüíàÿ ïîëóîñü êîíòåéíåðà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì çàäàí-íàÿ âåëè÷èíà lmin, à ìàêñèìàëüíàÿ � íå áîëüøå, ÷åì lmax. Ïðè ýòîì

λ− 6 lmin 6 lmax 6 λ+.Òîãäà îïðåäåëèì âõîäíîå öåëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ öåíòðà êîíòåéíåðà êàê
T1 =

{
(x, v) : x = c+ λl, v = µl, λ < λb

i − lmin, µ > 0
}
⊂ R

2 × R
2.Òàêèì îáðàçîì, êàê òîëüêî öåíòð êîíòåéíåðà îêàæåòñÿ â T1, òî îí áóäåò íà-ïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè, çàæàòîé ìåæäó H1 è H2, âäîëü Hz.Îïèøåì òåïåðü äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ïîëîæåíèÿ öåíòðà x∗

1 = c+ λ∗l èç
T1 ìíîæåñòâî O1 = O1(λ

∗) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé êîí-òåéíåðà. Ïóñòü âåêòîð l îáðàçóåò óãîë α 
 ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè81



x. Òîãäà ìèíèìàëüíûé äîïóñòèìûé ýëëèïñîèä áóäåò èìåòü ìàòðèöó êîí�èãó-ðàöèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà îñåé)
Q1 = SΛS ′, S =




cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)



 , Λ =




h2
min 0

0 l2min.



 .Âûáåðåì ìíîæåñòâî O1 øàðîìBr(Q1) â ïðîñòðàíñòâå Rn×n ñ ðàäèóñîì r = r(λ∗)ñ öåíòðîì â Q1. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ðàäèóñ r(λ∗) òàê, ÷òîáû âñåìàòðèöû êîí�èãóðàöèé èç O1 áûëè äîïóñòèìûìè. Â ñèëó ëåììû 10 èìååì:
M (Br(Q1)) = E (0, Q1 + rI) .Íåîáõîäèìî âûáðàòü ðàäèóñ r òàê, ÷òîáû ó âñåõ âîçìîæíûõ öåëåâûõ ýëëèïñî-èäîâ èç M (Br(Q1)) ïîëóîñè ëåæàëè â çàäàííûõ ïðåäåëàõ. Ïîñêîëüêó

Q1 + rI = SΛS + rSIS ′ = S(Λ + rI)S ′,òî ïîëó÷àåì
√

h2
min + r 6 lmax,

√

l2min + r 6 lmax.Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü
r = min

{
l2max − h2

min, l2max − l2min

}
,÷òî è îáåñïå÷èò äîïóñòèìîñòü êàæäîé ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé èç O1.Ïîñëå òîãî, êàê êîíòåéíåð áûë ïåðåâåä¼í íà ìíîæåñòâî T1×O1, òî, íå ìåíÿÿåãî ìàòðèö êîí�èãóðàöèé, ìîæíî ïåðåâåñòè åãî âäîëü Hz äî âûõîäà çà ãèïåð-ïëîñêîñòü Hb

2 â òî÷êó c∗. Åñëè ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî v∗1 6= 0, òî ýòî ìîæíîñäåëàòü íóëåâûì óïðàâëåíèåì äëÿ öåíòðà.Îñòàëîñü ïåðåâåñòè êîíòåéíåð íà öåëåâîå ìíîæåñòâî òàê, ÷òîáû îí öåëèêîìîêàçàëñÿ âíóòðè íåãî, ò.å. E (q(t), Q(t)) ⊂ M. Ñíà÷àëà îïèøåì öåëåâîå ìíîæå-ñòâî äëÿ öåíòðà. ßñíî, ÷òî âñ¼ M íà ýòó ðîëü íå ïîäõîäèò: íàïðèìåð, q ∈ ∂M82



îáåñïå÷èò ëèøü íåïóñòîòó ïåðåñå÷åíèÿ êîíòåéíåðà è öåëåâîãî ìíîæåñòâà, íî íåâêëþ÷åíèå.Âûáåðåì T2 = M−̇Bs(0), ãäå s > lmin. Òîãäà êîíå÷íàÿ òî÷êà ãàðàíòèðîâàí-íî îêàæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì lmin, îò ãðàíèöûM. Îïèøåì òåïåðü äëÿêàæäîãî äîïóñòèìîãî ïîëîæåíèÿ öåíòðà q∗èç T2 ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèöêîí�èãóðàöèé. Ïóñòü d (q∗,M) = λ∗
2, òîãäà, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþìíîæåñòâà O1, â êà÷åñòâå O2 ìîæíî âçÿòü øàð Bw(Q2) ñ ïàðàìåòðàìè

Q1 =




l2min 0

0 l2min



 , r2 = λ∗
2 − lmin.Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ñîñòàâèòü èç ñëåäóþùèõ ýòà-ïîâ.1. Ïîñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòè Hi, Hi

b;2. Ïåðåâåñòè öåíòð êîíòåéíåðà íà ìíîæåñòâî T1, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì çíà÷åíèå
λ∗
1;3. Ïåðåâåñòè ìàòðèöó êîí�èãóðàöèé íà ìíîæåñòâî O1(λ

∗
1);4. Ïåðåâåñòè öåíòð â òî÷êó c∗, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ìàòðèöó êîí�èãóðàöèé;5. Ïåðåâåñòè öåíòð íà ìíîæåñòâî T2, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì çíà÷åíèå λ∗

2;6. Ïåðåâåñòè ìàòðèöó êîí�èãóðàöèé íà ìíîæåñòâî O2(λ
∗
2).3.6 ×èñëåííûé ïðèìåðÏðèâåä¼ì òåïåðü âû÷èñëèòåëüíûé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ñëåäóþùèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå êîíòåéíåðà è öåëåâîå ìíîæåñòâî
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çàäàþòñÿ êàê
q0 =




−4.5

4.0



 , Q0 =




1 −1

−1 2.5



 , m =




6

−1.5



 , M =




2.3 0

0 2.3



 ,ãåîìåòð÷èåñêèå îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ êîíñòàíòàìè
λ− = 0.17, λ+ = 4.Ïàðàìåòðû ñèñòåìû (3.15)�(3.17) ñëåäóþùèå:

T =




0 0

0 0



 , B =




1 −0.1

0.1 1



 , P =




0 0

0 0



 , PX = X.Ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäîâ-ïðåïÿòñòâèé:
z1 =




1

0



 , Z1 =




7.0003 1.2691

1.2691 1.7297



 , z2 =




0

3.2



 , Z2 =




4.2412 −0.7398

−0.7398 1.1688



 ,Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ íà êàæäîì ýòàïå áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäûïîóë÷åíèÿ ñèíòåçà íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ðàçðå-øèìîñòè ñèñòåìû [1, 50℄. Äëÿ ýòîãî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëåâîãî ìíîæåñòâàíà êàæäîì ýòàïå âûïóñêàëèñü âíóòðåííèå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâàðàçðåøèìîñòè, èç íèõ âûáèðàëàñü òà, â êîòîðóþ ïîïàäàëî êîíå÷íîå ïîëîæåíèåïðåäûäóùåãî ýòàïà (íà ïåðâîì ýòàïå � ïàðà q0 è Q0), è ñòðîèëîñü óïðàâëåíèå,îñóùåñòâëÿþùåå ¾ïðèöåëèâàíèå¿ íà ïîëó÷åííóþ îöåíêó. Äëÿ ìàòðèöû êîí�è-ãóðàöèÿ âíóòðåííèå îöåíêè ñòðîèëèñü ïî �îðìóëàì òåîðåìû 9.Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Ti, Oi, i = 1, 2 íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ýëëèïñîè-äàìè, òî â ïðèìåðå äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ îíè áûëè çàìåíåíûèõ âíóòðåííèìè ýëëèïñîèäàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè [25℄.Ñîîòâåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.11�3.16: íà ðèñ. 3.11,3.12 èçîáðàæåíà äèíàìèêà òðóáêè E (q(t), Q(t)), íà ðèñ. 3.13 èçîáðàæåíû ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà òðóáêè âäîëü òðàåêòîðèè, è íà ðèñ. 3.14�3.16 èçîáðàæ¼í íàáîð84



�èñ. 3.11: Òðóáêà E (q(t), Q(t)) (ïîëóïðîçðà÷íàÿ òðóáêà), âíóòðåíåå îãðàíè÷å-íèå (ñïëîøíàÿ òðóáêà) è âíåøíåå îãðàíè÷åíèå (ñåìåéñòâî ÷¼ðíûõ îêðóæíî-ñòåé).äâèæåíèé êîíòåéíåðà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ñåðûìèçîáðàæåíû ïðåïÿòñòâèÿ, ïóíêòèðîì èçîáðàæåíî öåëåâîå ìíîæåñòâî, ñïëîø-íîé ÷åðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíû ãðàíèöû êîíòåéíåðà, òîíêîé ëèíèåé îáîçíà÷åíàòðàåêòîðèÿ öåíòðà, êðóæêàìè îòìå÷åíû òî÷êè c+λb
i l, è ïðîâåäåíà ïóíêòðèíàÿëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè y1 è y2.3.7 Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ êîíòåéíåðà�àññìîòðèì çàäà÷ó ðåêîí�èãóðàöèè ïðè íàëè÷èè òð¼õ ïðåïÿòñòâèé, êîãäàèìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàìè èç íèõ. Ïðè ýòîì ìî-æåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìûì ðàçäåëèòü êîíòåéíåð íà äâà êîíòåéíåðà ìåíüøåãîîáú¼ìà, êîòîðûå îáîéäóò ïðåïÿòñòâèÿ íåçàâèñèìûìè ìàðøðóòàìè è ïîòîì îáú-åäèíÿòüñÿ îáðàòíî. Äëÿ êàæäîãî èç íîâûõ êîíòåéíåðîâ åãî ïîäçàäà÷ó ìîæíîðåøàòü ñïîñîáîì, èçëîæåííûì â ïðåäøåñòâóþùåì ðàçäåëå.
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�èñ. 3.12: Òðóáêà E (q(t), Q(t)), èçîáðàæåííàÿ ñî ñïëîøíîé ïîâåðõíîñòüþ.
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�èñ. 3.13: Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà Q(t) âäîëüòðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. Ïóíêòðèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû âíóòðåííåå è âíåø-íåå îãðàíè÷åíèå.
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�èñ. 3.14: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, t = 3.3.
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�èñ. 3.15: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 5, t = 10.
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�èñ. 3.16: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 12.8, t = 15.87



Îáîçíà÷èì ÷åðåç
volE (q, Q) =

πn/2

Γ(n/2 + 1)

n∏

k=1

λk(Q)îáú¼ì ýëëèïñîèäà E (q, Q). �àññìîòðèì çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ êîíòåéíåðà E (q0, Q0)íà äâà ýëëèïñîèäà, E (q1, Q1) è E (q2, Q2), ñ âíåøíèì è âíóòðåííèì îãðàíè÷åíè-ÿìè λi
+ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî:

volE (q1, Q1) + vol E (q2, Q2) → max, (3.28)
Bλi

−

(qi) ⊆ E (qi, Qi) , i = 1, 2, (3.29)
E (qi, Qi) ⊆ Bλi

+
(qi) , i = 1, 2, (3.30)

E (qi, Qi) ⊆ E (q0, Q0) , (3.31)
intE (q1, Q1) ∩ int E (q2, Q2) = ∅. (3.32)Çäåñü ÷åðåç intA îáîçíà÷åíà âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A. Èñïîëüçóÿ ìåòîäûâûïóêëîãî àíàëèçà, îãðàíè÷åíèÿ (3.29), (3.30) è (3.31) ìîæíî çàïèñàòü êàê

(λi
−)

2 〈l, l〉 6 〈l, Qil〉 , äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,

〈l, Qil〉 6 (λi
+)

2 〈l, l〉, äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,

〈qi, l〉+
√

〈l, Qil〉 6 〈q0, l〉+
√

〈l, Q0l〉, äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,Ïîñêîëüêó ýëëèïñîèä � ñèëüíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî â íåðàâåíñòâå

max
l

{〈l, x〉 − ρ (l, E (qi, Qi))} 6 0ðàâåíñòâî áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l ∈ ∂E (qi, Qi). Çíà÷èò,óñëîâèå (3.32) ìîæíî çàïèñàòü êàê
min

l
max

{

〈q1 − q2, l〉 −
√

〈l, Q1l〉 −
√

〈l, Q2l〉,

〈q2 − q1, l〉 −
√

〈l, Q1l〉 −
√

〈l, Q2l〉
}

6 0.88



Îêîí÷àòåëüíî, çàäà÷ó (3.28)�(3.32) ìîæíî çàïèñàòü êàê
volE (q1, Q1) + vol E (q2, Q2) → max,

(λi
−)

2 〈l, l〉 6 〈l, Qil〉 , äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,

〈l, Qil〉 6 (λi
+)

2 〈l, l〉, äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,

〈qi, l〉+
√

〈l, Qil〉 6 〈q0, l〉+
√

〈l, Q0l〉, äëÿ âñåõ l ∈ R
n, i = 1, 2,

|〈q1 − q2, l〉| 6
√

〈l, Q1l〉+
√

〈l, Q2l〉 äëÿ âñåõ l ∈ R
n.

3.8 ×èñëåííûé ïðèìåðÏðèâåä¼ì âû÷èñëèòåëüíûé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷å-íèÿõ ïàðàìåòðîâ. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå äëÿ âåòâëåíèÿ è öåëåâîå ìíîæåñòâîçàäàþòñÿ êàê
q0 =




−6

0



 , Q0 =




3 0

0 3



 , m =




10

0



 , M =




3 0

0 3



 ,Îãðàíè÷åíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áûëè âûáðàíû êàê
λ1
− = 0.2, λ1

+ = 4.8, λ2
− = 0.7, λ2

+ = 1.7.Ïàðàìåòðû ñèñòåìû (3.15)�(3.17) ñëåäóþùèå:
T =




0 −0.5

0.5 0



 , B =




1 −0.1

−0.1 1



 , P =




0 0

0 0



 , PX = X.Ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäîâ-ïðåïÿòñòâèé:
z1 =




2

6



 , Z1 =




8.5 7.5

7.5 8.5



 , z2 =




2

0



 , Z2 =




16 0

0 6.25



 ,

z3 =




2

−7



 , Z3 =




8.5 −7.5

−7.5 8.5



 .89



�èñ. 3.17: Òðóáêè E (q1(t), Q1(t)), E (q2(t), Q2(t)) (ïîëóïðîçðà÷íûå òðóáêè),âíóòðåíåå îãðàíè÷åíèå (ñïëîøíûå òðóáêè) è âíåøíåå îãðàíè÷åíèå (ñåìåéñòâà÷¼ðíûõ îêðóæíîñòåé).Ñîîòâåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.18�3.22: íà ðèñ. 3.17,3.18 èçîáðàæåíà äèíàìèêà òðóáêè E (q(t), Q(t)), íà ðèñ. 3.19 èçîáðàæåíû ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà òðóáêè âäîëü òðàåêòîðèè, è íà ðèñ. 3.20�3.22 èçîáðàæ¼í íàáîðäâèæåíèé êîíòåéíåðîâ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ñåðûìèçîáðàæåíû ïðåïÿòñòâèÿ, ïóíêòèðîì èçîáðàæåíî öåëåâîå ìíîæåñòâî, ñïëîøíîé÷åðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíû ãðàíèöû êîíòåéíåðà, òîíêîé ëèíèåé îáîçíà÷åíûòðàåêòîðèè öåíòðîâ.
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�èñ. 3.18: Òðóáêè E (q1(t), Q1(t)), E (q2(t), Q2(t)), èçîáðàæåííûå ñî ñïëîøíîéïîâåðõíîñòüþ.
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�èñ. 3.19: Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà Q1(t) (ñëåâà)è Q2(t) (ñïðàâà) âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. Ïóíêòðèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷å-íû âíóòðåííåå è âíåøíåå îãðàíè÷åíèå.
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�èñ. 3.20: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, t = 6.12.
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�èñ. 3.21: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 12.37, t = 18.62.
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�èñ. 3.22: Êîíòåéíåð â ìîìåíòû âðåìåíè t = 24.87, t = 30.92



Çàêëþ÷åíèå
Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.1. �åøåíà çàäà÷à ñèíòåçà äëÿ ìàòðè÷íîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è ÷å-ðåç ñâåäåíèå å¼ ê âåêòîðíîé. Ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèèöåíû. Óêàçàí êëàññ ñèñòåì, â êîòîðîì ìåòîä ïîçâîëÿåò âåðíóòüñÿ ê èñ-õîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì.2. Ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè äåéñòâèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîââ òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùàÿ ñîõðàíèòü ìàòðè÷-íóþ �îðìó ðåøåíèÿ. Âûâåäåí ðÿä ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òîèñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîãî ïîäõîäà àëãîðèòìè÷åñêè áîëåå ý��åêòèâíî, ÷åìðåøåíèå ÷åðåç âåêòîðèçàöèþ.3. Áûëà ðåøåíà ìàòðè÷íàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñ ãåîìåòðè÷åñêèì (¾æ¼ñòêèì¿)îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå. Ïðåäëîæåí ñïîñîá íàãëÿäíîé âèçóàëèçàöèèìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, åãî äåéñòâèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðÿ-äå ïðèìåðîâ. Ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îöåíîê ìíî-æåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèö, íà îñíîâåêîòîðûõ ñòðîèòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà. Ïîëó÷åíûå ìå-òîäû ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè.�åøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðè÷íûìè �àçîâûìè ïåðåìåí-íûìè ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè93



óïðàâëåíèÿ. Èçëîæåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäû è ïîäõîäû ïðèìåíåíû êøèðîêîìó êðóãó ïîäîáíûõ çàäà÷. Îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ, èçëîæåííûéâî âòîðîé ãëàâå, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ çàäà÷ ñ âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ�àçîâîé ïåðåìåííîé. Ìåòîäû, èçëîæåííûå â òðåòüåé ãëàâå, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿäëÿ ìàòðè÷íûõ çàäà÷ äîñòèæèìîñòè è ñèíòåçà óïðàâëåíèé ïðè íàëè÷èè ãåî-ìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè è ðàçáèåíèÿêîíòåéíåðà â òðåòüåé ãëàâå ïðîèñõîäÿò èç ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ è ÿâëÿþò-ñÿ ñîñòàâíûì ýòàïîì ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ãðóïïûàãåíòîâ â óñëîâèÿõ ïðåïÿòñòâèé.�åçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû äîïóñêàþò îáîáùåíèå è äàëüíåéøååå ðàçâè-òèå â ðàìêàõ ýòèõ çàäà÷.
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