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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ñè�

ñòåìàõ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ â êëàññàõ èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, �îðìàëèçóå�

ìûõ îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè, à òàêæå áûñòðûõ óïðàâëåíèé, äåéñòâóþùèõ

â òå÷åíèå ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, âåëè÷èíà âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ îãðà�

íè÷åíà, õîòÿ è ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøîé.

Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçèðóþùèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ÿâëÿþòñÿ

îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâ�

ëåíèÿ. �åøåíèåì òàêèõ çàäà÷ ñëóæàò óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè. Îíè

îñîáåííî íåîáõîäèìû â ñèñòåìàõ, ãäå ïðèñóòñòâóþò íåîïðåäåë¼ííûå âîçìó�

ùåíèÿ, íåèçâåñòíûå çàðàíåå, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììíûõ óïðàâ�

ëåíèé â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, íå äà¼ò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòà�

òîâ. Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì â äåòåðìè�

íèðîâàííîé ïîñòàíîâêå, òî åñòü êîãäà çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà íåîïðåäåë¼ííîå

âîçìóùåíèå è îòñóòñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ î í¼ì, èçó÷åíû â ðà�

áîòàõ Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [16℄, Í. Í. Êðàñîâñêîãî [7, 8, 9℄ è äðóãèõ ðàáîòàõ

[1, 10, 13, 29, 31, 32℄.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòî�

äà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîãî �. Áåëëìàíîì â [2℄, è

ïðèìåí¼ííîãî ê çàäà÷àì ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ �. Àéçåêñîì [1℄. Èññëåäîâà�

íèå òàêèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà. �åøåíèå

óðàâíåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó, â

ñâÿçè ñ ÷åì ðàçðàáàòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû [12, 32℄.

�åøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ïðèëî�

æåíèÿõ, íå äîñòèãàåòñÿ â òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå îãðàíè÷åí�

íûõ óïðàâëåíèé. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ñëóæèò çàäà÷à óïðàâ�

ëåíèÿ ïðè óñëîâèè ìèíèìóìà èìïóëüñà óïðàâëÿþùåé ñèëû u, êîòîðóþ ìîæíî

ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà òðàåêòîðèÿõ x(t) ñèñòåìû

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1,

ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

∫ t1
t0
|u(τ)|dτ ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì x0 è êî�
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íå÷íîì x1 ïîëîæåíèè ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåðâàë âðåìåíè [t0, t1]

�èêñèðîâàí. Ìèíèìóì �óíêöèîíàëà äàííîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ íà óïðàâëå�

íèÿõ u, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ ìãíîâåííûå óäàðíûå âîçäåéñòâèÿ,

�îðìàëèçóåìûå äåëüòà-�óíêöèåé δ(t) [3, 19℄. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [8℄, ÷òî

ñðåäè îïòèìàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâ�

ëåíèé åñòü óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äåëüòà�

�óíêöèé, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü �àçî�

âîãî ïðîñòðàíñòâà [34℄.

�àçâèòèå òåîðèè èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ îáóñëîâëåíî òàêæå òåì, ÷òî âî

ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ õà�

ðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøîé èíòåíñèâíîñòüþ è ìàëûì ïðîìåæóòêîì äåéñòâèÿ.

Ïðèìåðû çàäà÷ ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè âñòðå÷àþòñÿ â ìåõàíèêå, ðîáîòîòåõ�

íèêå, �èíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, êâàíòîâîé �èçèêå, õèìèè, ýêîëîãèè, â ìåäèêî�

áèîëîãè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïðè èçó÷åíèè àòìîñ�åðíûõ ÿâëåíèé

è â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ òàêèõ âîçäåéñòâèé ïðè�

âîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ìãíîâåííûõ, èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, âûçûâàþùèõ

ìãíîâåííûå èçìåíåíèÿ �àçîâûõ êîîðäèíàò.

Ïîñòðîåíèþ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ èìïóëüñ�

íûå âîçäåéñòâèÿ, ïîñâÿùåíû îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû [8, 34℄. Äîïîëíèòåëü�

íûå âîçìîæíîñòè îòêðûâàåò ðàññìîòðåíèå â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëå�

íèé (îáîáù¼ííûõ �óíêöèé), äîïóñêàþùèõ âûñøèå ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíê�

öèé [14℄. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì çàäà÷à ïåðåâîäà ñè�

ñòåìû èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîå äðóãîå ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü

ðåøåíà ïðè ïîìîùè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ çà íóëåâîå

âðåìÿ [14℄.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èìïóëüñíûõ è îáîáù¼ííûõ óïðàâ�

ëåíèé íå ðàñøèðÿåò ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû [9℄ (çäåñü èä¼ò

ðå÷ü îá óïðàâëÿåìîñòè íà èíòåðâàëå âðåìåíè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû), òî åñòü,

âïîëíå óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êëàññå èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé áóäåò âïîëíå

óïðàâëÿåìîé è â êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé, è íàîáîðîò, âïîëíå óïðàâ�

ëÿåìàÿ ñèñòåìà â êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé áóäåò âïîëíå óïðàâëÿå�

ìîé â êëàññå èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé.

Ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ áåç íåîïðåäå�
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ë¼ííîñòè áûëî ïîñòðîåíî â [11, 23, 30℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ äëÿ ñèíòåçà èìïóëüñ�

íîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ íà ñëó÷àé èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè �îðìóëè�

ðóåòñÿ â òåðìèíàõ �îðìàëèçìà �àìèëüòîíà�ßêîáè. �åøåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ

ïîñòðîåíèå �óíêöèè öåíû, îáëàäàþùåé ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, è ïîñëå�

äóþùåå îïðåäåëåíèå ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà òèïà �à�

ìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ öåíû. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå �óíêöèÿ öåíû ìîæåò áûòü íàéäåíà â ÿâíîì

âèäå ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ âûïóêëîãî àíàëèçà.

Äàæå â ïðîñòûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ �óíêöèÿ öåíû ìîæåò îêàçàòüñÿ íå

äè��åðåíöèðóåìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå çàäà�

÷è ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îáîáù¼ííûõ (âÿçêîñòíûõ) ðåøåíèé [22, 28℄ è ìèíèìàêñ�

íûõ ðåøåíèé [18℄.

Àêòóàëüíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ çà�

äà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåë¼ííîñòåé, èëè ïîìåõ,

êàê ñòîõàñòè÷åñêîãî [21℄, òàê è äåòåðìèíèðîâàííîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå ìî�

ãóò áûòü âûçâàíû íåòî÷íûì çíàíèåì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, èí�îðìàöèîííû�

ìè ïîìåõàìè èëè äðóãèìè ïðè÷èíàìè. Â ðàáîòå [25℄ äëÿ çàäà÷è èìïóëüñ�

íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè ïðåäëîæå�

íî èñïîëüçîâàòü çàäà÷è ñ êîððåêöèÿìè, ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì ðàáî�

òû [10℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäëîæåíî èñïîëüçî�

âàòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû â çàäà÷àõ ñ êîððåêöèÿìè äâèæå�

íèÿ. Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ öåíû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà òèïà �àìèëü�

òîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ �ßÁÀ, èçâåñòíîãî â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð [1℄.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ âîçíèêàåò âîïðîñ èíòåðïðå�

òàöèè òðàåêòîðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå [29℄ äëÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåë¼í�

íîñòüþ ïðè îãðàíè÷åííîì óïðàâëåíèè îïðåäåëåíû àïïðîêñèìàöèîííûå è êîí�

ñòðóêòèâíûå äâèæåíèÿ. Íåêîòîðûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ òðàåêòîðèé çàìêíóòîé

ñèñòåìû ðàññìîòðåíû â [24℄.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðà�

áîòå [25℄. Â �ëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëü�

íîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè öåíû â çàäà÷àõ ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ, à òàêæå äî�
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êàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ öåíû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà òèïà

�ßÁÀ. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû èíòåðïðåòàöèè òðàåêòîðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Èìïóëüñíûå è îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿ íå ðåàëèçóåìû íà ïðàêòèêå, ïî�

ñêîëüêó âåëè÷èíà òàêèõ âîçäåéñòâèé íå îãðàíè÷åíà. Îòñþäà âîçíèêàþò ïðî�

áëåìû èõ àïïðîêñèìàöèè ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, êîòîðûå ïðè�

íÿòî íàçûâàòü áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè [5, 6, 11℄.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ

ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåë¼ííîñòè, çàäàííîé â âèäå íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé

ïîìåõè, è ïîëó÷åíèè ñèíòåçà â êëàññå áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåíû ðàçðûâíûå, íåïðåðûâíûå è ãëàäêèå (k ðàç äè��åðåíöèðóå�

ìûå) àïïðîêñèìàöèè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì

àïïðîêñèìàöèè, å¼ ïðîèçâîäíîé, ëèáî å¼ ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ñîîò�

âåòñòâåííî, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

2. Äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ

óïðàâëåíèé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åí�

íîé ïîìåõè. Äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òè�

ïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà, è ïîëó÷åíà ñòðàòåãèÿ èìïóëüñ�

íîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñïîñîáû îïèñàíèÿ òðàåêòîðèé çàìêíóòîé ñè�

ñòåìû.

3. Ïîëó÷åí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëå�

íèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàíåå

ìàëî èçó÷åííûå çàäà÷è ñèíòåçà áûñòðûõ óïðàâëåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼í�

íîñòè. �àáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [5, 6, 23℄.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

�àáîòà íîñèò, â îñíîâíîì, òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ñîâðåìåííîé òåî�

ðèè óïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè

íåîïðåäåë¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü�

òàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì.
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�åøåíèå çàäà÷ â êëàññå áûñòðûõ óïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü �èçè÷å�

ñêè ðåàëèçóåìûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â

äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëüçîâàíû òåîðèÿ

îáîáù¼ííûõ �óíêöèé, äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû äèíàìè÷åñêî�

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è âûïóêëîãî àíàëèçà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

�åçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äîêëàäîâ íà íàó÷íîì ñå�

ìèíàðå ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäå�

ìèêà À. Á. Êóðæàíñêîãî íà êà�åäðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÂÌÊ Ì�Ó è íà

ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ: ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ � 2013¿ (Ìîñêâà, îêòÿáðü

2013), 20 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ ¾Àâ�

òîìàòèêà � 2013¿ (Íèêîëàåâ, Óêðàèíà, ñåíòÿáðü 2013), ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òå�

íèÿ¿ (Ìîñêâà, àïðåëü 2014, 2012 è 2011 ãîäîâ), êîí�åðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ¿

(Ìîñêâà, àïðåëü 2014 è 2012 ãîäîâ), 18 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî àâ�

òîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ ¾Àâòîìàòèêà � 2011¿ (Ëüâîâ, Óêðàèíà, ñåíòÿáðü

2011).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ [35, 36, 37℄,

âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Âñå ðàáîòû âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äà�

ðüèíûì. Â ðàáîòå [35℄ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çà�

äà÷ àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè, à òàêæå �îðìóëèðîâêà ýòèõ çàäà÷ â âè�

äå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó

äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå [36℄ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà

çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå [37℄ íàó÷�

íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåêîìåíäàöèè

ïî ïîâîäó âûáîðà êëàññà êóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé äëÿ ïîñòðî�

åíèÿ àïïðîêñèìàöèé. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè�
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÷à Äàðüèíà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå

óêàçàíèÿ è êîíñóëüòàöèè.

Àâòîð áëàãîäàðèò àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà Áîðèñîâè÷à Êóðæàíñêîãî çà ïî�

ëåçíûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ê ðàáîòå è ê âûñòóïëåíèÿì àâòîðà â ðàìêàõ

íàó÷íîãî ñåìèíàðà ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿.

�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÂÌÊ Ì�Ó, ïðè �è�

íàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00261-à è 12-01-31416-ìîë-à) è ïðî�

ãðàììû ¾�îñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë¿ (ãðàíòû ÍØ-

-2239.2012.1, ÍØ-2692.2014.1).

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðà�èè. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè 98 ñòðà�

íèö. Áèáëèîãðà�èÿ âêëþ÷àåò 62 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáúåêòû, îòíîñÿùèå�

ñÿ ê òåìå äèññåðòàöèè, è ðàññìîòðåíû çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè èìïóëüñíûõ

è îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, íàçûâàåìûõ

áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè. Äëÿ äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ íàéäåíû êó�

ñî÷íî-íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì, à òàêæå k ðàç

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå àïïðîêñèìàöèè ýòèõ �óíêöèé ñ ìèíèìàëü�

íûì ìîäóëåì k-îé ïðîèçâîäíîé.

�åçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû (ðàçäåëû 1.2 è 1.3) îïóáëèêîâàíû àâòîðîì äèñ�

ñåðòàöèè â ðàáîòå [35℄ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äà�

ðüèíûì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ 1.5 è 1.6

àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè, à òàêæå �îðìóëèðîâêà ýòèõ çàäà÷ â âèäå

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå.

Îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ f [3, 19℄ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì 〈f, ξ〉 íà

ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ �óíêöèé ξ ∈ Dk[α, β], ñîñòîÿùåì èç k ðàç äè��åðåí�

öèðóåìûõ �óíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èç èíòåðâàëà (α, β). Ïðîñòðàí�

ñòâî îáîáù¼ííûõ �óíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ D∗
k[α, β] è ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì

ïðîñòðàíñòâîì ê Dk[α, β]. Íà ïðîñòðàíñòâå D
∗
k[α, β] çàäàíà íîðìà G

∗[f ], êîòî�

ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîïðÿæ¼ííàÿ íîðìà ê íîðìå G(ξ), çàäàííîé íàDk[α, β].
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Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ f = (f1, . . . , fm), è ïðîñòðàíñòâî

òàêèõ �óíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ êàê D∗
k,m[α, β].

Äëÿ îáîáù¼ííîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâî å¼ ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ïðîèçâîä�

íûå �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè F0, . . . , Fk ∈ BV [α, β] [3℄, ãäå BV [α, β]

îáîçíà÷àåò êëàññ �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [α, β]:

f =
∑k

j=0
(−1)j

dj+1Fj

dtj+1
. (1)

Â ðàçäåëå 1.1.2 îïèñàíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ëèíåéíûõ

ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè. �àññìàòðèâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à 1.1. Íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t), t ∈ [t0, t1], x(t0) = x0, x(t1+0) = x1 (2)

ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U) = Var
[t0, t1+0)

U(·) → min
U(·)

(3)

â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé. Çäåñü �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x ∈ Rn, äîïó�

ñòèìûå óïðàâëåíèÿ U(·) ∈ Rm
� �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [t0, t1],

ìàòðè÷íûå �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè A(t), B(t) íåïðåðûâíû.

Èçâåñòíî [9℄, ÷òî äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â çàäà÷å (2), (3) ñðåäè

îïòèìàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé

ñóùåñòâóþò óïðàâëåíèÿ âèäà u(t) = dU(t)
dt

=
∑r

j=1 p
(j)δ(t − τj), ãäå p

(j)
�

m-âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó â

ìîìåíòû τj, à îáùåå êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ r íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü �à�

çîâîãî âåêòîðà r 6 n.

Â ðàçäåëå 1.1.3 îïèñàíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûì

óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè. �àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâ�

íåíèé

ẋ = A(t)x+ B(t)u+ f (α) − f (β), (4)

ãäå �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x è óïðàâëåíèå u ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñïðåäåëå�

íèÿ èç ïðîñòðàíñòâ D∗
k,n[α, β] è D∗

k,m[α, β] ñîîòâåòñòâåííî, A(t), B(t) � k

ðàç äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. �àñïðåäåëåíèÿ f (α)
è f (β)

� íà÷àëüíîå è

êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, ñîñðåäîòî÷åííûå â òî÷êàõ t0 è t1,
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α < t0 < t1 < β.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ îáîáù¼ííûì

óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè � ðàñïðåäåëåíèÿ u, ïðè êîòîðîì ñóùå�

ñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå x, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (4),

ïîíèìàåìîìó â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, è ñîñðåäîòî÷åííîå íà èíòåðâàëå [t0, t1].

Ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ áåç íåîïðåäåë¼ííî�

ñòè:

Çàäà÷à 1.2. Ñðåäè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñèñòåìû (4) íàéòè óïðàâëå�

íèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì �óíêöèîíàëó J(u) = G∗[u].

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà [14℄ ê çàäà÷å ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

ñëåäóþùåãî âèäà:

Çàäà÷à 1.3. Äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t), x(t0) = x0, x(t1 + 0) = x1, (5)

íàéòè óïðàâëåíèå U , ìèíèìèçèðóþùåå �óíêöèîíàë

J(u) = Var
[t0,t1+0)

U(·), (6)

ãäå óïðàâëåíèå èìååò âèä U(t) =
(
UT
0 (t) UT

1 (t) · · · UT
k (t)

)T
, è åãî êîìïî�

íåíòû U0, . . . , Uk � �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1).

Ìàòðèöà B(t) ∈ Rn×m(k+1)
è âåêòîðû x0, x1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ïàðàìåòðîâ

ñèñòåìû (4).

Äëÿ Çàäà÷è 1.2 èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [9℄: ëèíåéíàÿ óïðàâëÿå�

ìàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå çà íóëåâîå

âðåìÿ ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ âèäà u(t) =
∑n−1

j=1 pjδ
(j)(t − t0), òî åñòü ïðè

ïîìîùè n èìïóëüñîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ äåëüòà-�óíêöèþ è å¼ îáîáù¼ííûå

ïðîèçâîäíûå äî (n− 1)-îãî ïîðÿäêà.

Â ðàçäåëå 1.1.4 ââîäÿòñÿ ëèíåéíûå èìïóëüñíûå ñèñòåìû ïðè íåîïðåäå�

ë¼ííîñòè. Íåîïðåäåë¼ííîñòü ïðåäñòàâëåíà èçìåðèìûìè, ïî÷òè âñþäó îãðà�

íè÷åííûìè �óíêöèÿìè v(t) ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîòî÷å÷íûì îãðàíè÷åíèåì

v(t) ∈ Q(t) ïðè ï.â. t ∈ [t0, t1], ãäå Q(t) � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â

Rq
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1].

Èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ

dx(t) = A(t)x(t)dt+ B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt, x(t0) = x0 (7)
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ïîíèìàåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

ðàâåíñòâîì

x(t+0) = X(t, t0)x0+

∫ t+0

t0

X(t, τ)B(τ)dU(τ)+

∫ t+0

t0

X(t, τ)C(τ)v(τ)dτ, (8)

â êîòîðîì èíòåãðàë ïî óïðàâëåíèþ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ñòèëü�

òüåñà [17℄, à èíòåãðàë ñ ïîìåõîé � èíòåãðàë Ëåáåãà. Çäåñü X(t, τ) � �óí�

äàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. X(t, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂X(t,τ)
∂t

= A(t)X(t, τ), X(τ, τ) = E, (9)

ãäå E ∈ Rn×n
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. �åøåíèå ñèñòåìû (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ.

Â ðàçäåëå 1.1.5 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îáîáù¼ííûì

óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè. Äëÿ ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+ B(t)u+ C(t)v(t) + f (α) − f (β)
(10)

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè ïîìåõè

� ðàñïðåäåëåíèÿ u, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

x, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (10), ïîíèìàåìîìó â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé.

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà J(u) = G∗[u].

Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäå�

ë¼ííîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíè�

åì ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè:

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t)+C(t)v(t), x(t0) = x0, x(t1+0) = x1, (11)

ñ �óíêöèîíàëîì J(u) = Var
[t0,t1+0)

U(·), ãäå ìàòðèöà B(t) ∈ Rn×m(k+1)
è x0, x1

îïðåäåëÿþòñÿ èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (10) (òåîðåìà 1.3).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûìè óïðàâëåíèÿìè áåç ïîìåõè ðåàëèçà�

öèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äåëüòà�

�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ [9℄

u(t) =
∑N

i=1

∑k

j=0
pijδ

(j)(t− τi). (12)

Â ðàçäåëå 1.1.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ áûñòðûå óïðàâëåíèÿ � îãðàíè÷åííûå

àïïðîêñèìàöèè èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé [11, 30℄. Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ âîç�
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äåéñòâóþò íà ñèñòåìó â òå÷åíèå ìàëîãî âðåìåíè, â îòëè÷èå îò èìïóëüñíûõ

óïðàâëåíèé, äåéñòâóþùèõ ìãíîâåííî è, â ñâÿçè ñ ýòèì, íå ðåàëèçóåìûõ íà

ïðàêòèêå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç∆j
h (t− τi) àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè

δ(j)(t − τi), j = 0, . . . , k, îòëè÷íóþ îò íóëÿ íà îòðåçêå [τi − h, τi + h]. Òîãäà

áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå (12) áûñòðûì óïðàâëåíèåì

âèäà

u∆(t) =
∑N

i=1

∑k

j=0
uij∆

j
h(t− τi), (13)

ãäå êîý��èöèåíòû h è uij è âèä �óíêöèé∆j
h (t)� ïàðàìåòðû àïïðîêñèìàöèè.

Ïðè h→ 0 �óíêöèè ∆j
h(t) îáðàçóþò äåëüòîîáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [4℄.

Â ðàçäåëå 1.2 ïîñòàâëåíà Çàäà÷à 1.5 îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèè∆n
h(t)

äåëüòà-�óíêöèè δ(t) è å¼ ïðîèçâîäíûõ δ(n)(t) ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-íåïðåðûâ�

íûõ �óíêöèé, îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà �èêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè [−h, h],

è îáëàäàþùèõ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì ñðåäè âñåõ òàêèõ àïïðîêñèìàöèé:

{
µ→ inf,
|∆n

h(t)| 6 µ, t ∈ [−h, h].
(14)

Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñëàáóþ ñõîäè�

ìîñòü ∆n
h (t) ê ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δn (t):

{ ∫ h

−h
∆n

h (t) t
jdt = 0, j = 0 . . . n− 1,∫ h

−h
∆n

h (t) t
ndt = (−1)nn!

(15)

Ýòî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ [9℄. Äîêàçà�

íî (òåîðåìà 1.4), ÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (14), (15) èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

∆n
h(t) =

1
4(−1)nn!

(
2
h

)n+1
signUn

(
t
h

)
, (16)

ãäå Un(·) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà: Un (t) = cos (n · arccos t). Ïî�

ëó÷åííûå àïïðîêñèìàöèè áóäóò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè, òî åñòü ðàçðûâíûìè

�óíêöèÿìè.

Òàêæå äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ∆n
h(t) ê n-îé ïðîèçâîä�

íûé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) ïðè h→ 0 (òåîðåìà 1.5).

Â ðàçäåëå 1.3 ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîèñêà íåïðåðûâíûõ è ãëàäêèõ àïïðîê�

ñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ:

Çàäà÷à 1.6. Íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ∆n
h,k(t) n-îé ïðîèçâîäíîé äåëüòà�
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�óíêöèè δ(n)(t) íà îòðåçêå [−h, h], êîòîðàÿ áûëà áû (k − 1) ðàç íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìà, ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì ïðîèçâîäíîé (k−1)-îãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü ∆n
h,k(t) â âèäå

{
∆n

h,k(t) =
∫ t

−h

∫ t1
−h
. . .

∫ tk−1

−h
gnk (tk)dtkdtk−1 . . . dt1,

|gnk (t)| 6 µ,
(17)

ãäå gnk (·) � íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Òàê�

æå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå (15). Äîêàçàíî (òåîðåìà 1.6),

÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò k-êðàòíûì èíòåãðàëîì îò �óíêöèè,

ÿâëÿþùåéñÿ ðàçðûâíîé àïïðîêñèìàöèåé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì äëÿ ïðîèç�

âîäíîé äåëüòà-�óíêöèè (n+ k)-îãî ïîðÿäêà, ∆n+k
h (t) :

∆n
h,k(t) =

1
(k−1)!

∫ t

−h

∆n+k
h (τ)(t− τ)k−1dτ, ãäå

∆n+k
h (t) = 1

4(−1)n+k
(
2
h

)n+k+1
(n+ k)! signUn+k

(
t
h

)
.

�åçóëüòèðóþùèå àïïðîêñèìàöèè áóäóò â ñëó÷àå k = 1 êóñî÷íî-ëèíåéíû�

ìè, íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè. Ïðè k > 2 àïïðîêñèìàöèè ∆n
h,k(t) áóäóò êó�

ñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè �óíêöèÿìè ïîðÿäêà k, èìåþùèìè (k−1) íåïðåðûâ�

íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êàõ ñòûêîâêè. Àïïðîêñèìàöèè (17) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê

n-îé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) ïðè h→ 0 (òåîðåìà 1.7).

Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâåä¼í ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûì

óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ, ïîëó÷åííûé â

ðàáîòå [6℄. Èçíà÷àëüíî ìåòîä ïðåäëîæåí äëÿ îäíîãî âèäà äåëüòîîáðàçíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îäíàêî îí ïðèìåíèì è äëÿ àïïðîêñèìàöèé âèäà (16) è

(17), à òàêæå â çàäà÷àõ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ.

Â ðàçäåëå 1.5 íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíîé ìåõàíè÷å�

ñêîé ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå èìïóëüñíûõ

è îáîáù¼ííûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷àõ áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè, à

òàêæå ïåðåõîä ê áûñòðûì óïðàâëåíèÿì.

Âî âòîðîé ãëàâå äëÿ çàäà÷è ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ óïðàâëåíèé

äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè äîêà�

çàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà. Äîêàçàíî,

÷òî �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëë�

ìàíà�Àéçåêñà, è ïîëó÷åíà ñòðàòåãèÿ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ. Òàêæå ïðåä�
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ëîæåíû ñïîñîáû îïèñàíèÿ òðàåêòîðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû.

�åçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [36℄ â ñîàâòîð�

ñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèñ�

ñåðòàöèè.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíîé ñèñòåìå ñ èìïóëüñíûì

óïðàâëåíèåì U(·) ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè v(·)

dx(s) = A(s)x(s)ds+ B(s)dU(s) + C(s)v(s)ds, x(t) = x. (18)

Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà �èêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè s ∈ [t, t1].

Çàäàí �óíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè,

J(U(·), v(·)) = Var
[t,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)), (19)

ãäå ϕ(·) � íåêîòîðàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. Öåëü óïðàâëåíèÿ � ìèíèìèçèðî�

âàòü �óíêöèîíàë (19), íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ñëó�

÷àé èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, ïðèìåí¼ííîå ê çàäà÷àì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè â

ðàáîòàõ [23, 30℄.

Â ðàçäåëå 2.2 îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïîìåõ

M(t) = {v : [t, t1] → Rq|v(·) ∈ L∞[t, t1], v(s) ∈ Q(s) äëÿ ï.â. s ∈ [t, t1]}, (20)

ãäå L∞ � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ, ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé,

Q(s) � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â Rq
.

Âîçìîæíûå óïðàâëåíèÿ U ïðèíàäëåæàò êëàññó �óíêöèé îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè BV ([t, t1],R
m). Ïîñêîëüêó â ñèñòåìó (18) óïðàâëåíèå âõîäèò êàê

äè��åðåíöèàë dU , òî ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ óïðàâëåíèé ñ

òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ââåäåíû ìèíèìàêñíàÿ V (t, x) è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû W (t, x) [25℄,

ðàâíûå ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà ðåàëèçó�

åòñÿ íàèõóäøèé ñëó÷àé ïîìåõè (íåîïðåäåë¼ííîñòè). Ïðè ýòîì V (t, x) ñîîòâåò�

ñòâóåò òîìó, ÷òî óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ áåç çíàíèÿ ðåàëèçîâàâøåéñÿ ïîìåõè.

Â ñëó÷àå �óíêöèè W (t, x), íàîáîðîò, óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ ïðè èçâåñòíîé

ðåàëèçàöèè ïîìåõè.

14



V (t, x) = min
U(·)

max
v(·)∈M(t)

[
Var

[t,t1+0)
U(·)+

+ ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x, U(·) ∈ BV ([t, t1])
]
, (21)

W (t, x) = max
v(·)∈M(t)

min
U(·)

[
Var

[t,t1+0)
U(·)+

+ ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x, U(·) ∈ BV ([t, t1])
]
.

Çäåñü x(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (18), ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ U(·) è

ïîìåõå v(·).

Ôóíêöèè V (t, x) è W (t, x) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñîïðÿæ¼ííûå ê íèì

�óíêöèè ïî Þíãó-Ôåíõåëþ: V (t, x) = sup{〈x, p〉 − V ∗(t, p) | p ∈ Rn},

W (t, x) = sup{〈x, p〉 −W ∗(t, p) | p ∈ Rn}, êîòîðûå èìåþò âèä [25℄:

V ∗(t, p) = conv
{
ϕ∗(XT (t, t1)p)− ρ

(
XT (t, t1)p

∣∣ Q(t, t1)
)}

+

+ I(XT (t, t1)p | BV [t, t1]),

W ∗(t, p) = conv
{
ϕ∗(XT (t, t1)p) + I(XT (t, t1)p | BV [t, t1]) −

− ρ(XT (t, t1)p | Q(t, t1))
}
.

Çäåñü ρ (p | Q(t, t1)) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ â íàïðàâëåíèè p ê âûïóêëîìó êîì�

ïàêòíîìó ìíîæåñòâó Q(t, t1), ðàâíàÿ ρ (p | Q(t, t1)) = sup{〈p, q〉 | q ∈ Q(t, t1)};

ìíîæåñòâî Q(t, t1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Q(t, t1) =

∫ t1

t

C(τ)Q(τ)dτ ; (22)

conv(·)� îïåðàöèÿ îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè, òî åñòü ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé âû�

ïóêëîé �óíêöèè, íå ïðåâûøàþùåé èñõîäíîé �óíêöèè; BV [t, t1] � åäèíè÷íûé

øàð â ïîëóíîðìå

||ℓ||V = ||BT (·)ℓ||C[t,t1]; (23)

I(p,A) � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà A, ðàâíàÿ íóëþ, åñëè p ïðèíàä�

ëåæèò ìíîæåñòâó A, è áåñêîíå÷íîñòè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû èñïîëüçóþòñÿ äàëåå â �îðìó�

ëèðîâêå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà è äëÿ ïîñòðîåíèÿ

�óíêöèé öåíû ñ êîððåêöèÿìè.

Â ðàçäåëå 2.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû [26, 27℄.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå U : M(t) → BV ([t, t1],R
m), ïîçâîëÿþùåå ïî ðåàëè�
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çàöèè ïîìåõè íà îòðåçêå [t, t1] ïîëó÷èòü çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà ýòîì îòðåçêå.

×åðåç Ω(t) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå äîïîëíèòåëü�

íî îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåóïðåæäåíèÿ, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìå�

íè s ∈ [t, t1] è äëÿ ëþáûõ v′, v′′ ∈ M(t) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

åñëè v′(τ) = v′′(τ) ïðè ï.â. τ ∈ [t, s], òî U [v′](τ) = U [v′′](τ) ïðè τ ∈ [t, s + 0).

Çäåñü U [v](t)� ðåàëèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ U ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè ïîìåõè

v(t).

Îïðåäåëåíà ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû:

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0]

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))} (24)

è äîêàçàíû å¼ ñâîéñòâà (òåîðåìû 2.4, 2.9).

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1 + 0) è x ∈ Rn
äëÿ �óíêöèè

öåíû (24) âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè:

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U [v] + V(τ, x(τ))}. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî ïî àíàëîãèè ñ [27℄, ñ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé èì�

ïóëüñíûõ óïðàâëåíèé. Ñëîæíîñòü â ïåðåõîäå íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ

óïðàâëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èìïóëüñ âîçìîæåí â ìîìåíò âðåìåíè τ .

Òåîðåìà 2.9. Ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû V(t, x) (24) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ):

min{H1,H2} = 0,
H1(t, x,Vt,Vx) = Vt +max

v∈Q
〈Vx, A(t)x+ C(t)v〉 ,

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + 〈Vx, B(t)h〉}
(26)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V(t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)), (27)

ãäå V (t1, x; t1, ϕ(·)) � ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû (21), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1 è

ðàâíàÿ V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | p ∈ Rn, ||BT
1 (t1)p|| 6 1}.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû ìîæåò íå áûòü äè��åðåíöè�

ðóåìîé â òî÷êå (t, x). Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ êàê ïðîèçâîä�

íûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì.

Ñ ïîìîùüþ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû íå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü êîíñòðóê�

òèâíûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ, ïîýòîìó äàëåå, â ðàçäåëå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ
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çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè.

Çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè [10℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè

íåîïðåäåë¼ííîñòè, â êîòîðîé âåñü îòðåçîê âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå

èíòåðâàëû. Â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, îãðàíè÷èâàþùèå äàííûå èí�

òåðâàëû, ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé èí�îðìàöèÿ î òåêóùåì ïîëîæåíèè ñèñòåìû.

Â êàæäûé òàêîé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå, êîòîðîå áóäåò äåé�

ñòâîâàòü íà ñëåäóþùåì ìàëåíüêîì èíòåðâàëå. Â ðàáîòå [25℄ áûëî ïðåäëîæåíî

èñïîëüçîâàòü ïåðåõîä ê çàäà÷å ñ êîððåêöèÿìè â çàäà÷å èìïóëüñíîãî óïðàâ�

ëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîìåõè. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â �ëàâå 2, ïðîäîëæàþò

èññëåäîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [25℄.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê äàëåå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ íóëåâîé äèíàìèêîé

dx(s) = B(s)dU(s) + v(s)ds, x(t) = x (28)

è �óíêöèîíàëîì

J(U(·), v(·)) = Var
[t,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)). (29)

Öåëü óïðàâëåíèÿ � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë (29) íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòå�

ìû (28), íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè v(s) ∈ M(s) (20).

Ïóñòü T = {τk}
N
k=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t, t1], òàêîå ÷òî t = τN < τN−1 <

· · · < τ1 < τ0 = t1.

Ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (s, x) [25℄ îïðåäåëÿåòñÿ

ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

VT (τ0, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)),
VT (s, x) = V (s, x; τk−1, VT (τk−1, ·)), s ∈ [τk, τk−1), k = 1, . . . , N.

(30)

Ìàêñèìèííàÿ �óíêöèÿ öåíû ñ êîððåêöèÿìè WT (s, x) [25℄ ðàâíà:

WT (τ0, x) =W (t1, x; t1, ϕ(·)),
WT (s, x) =W (s, x; τk−1,WT (τk−1, ·)), s ∈ [τk, τk−1), k = 1, . . . , N.

(31)

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷íàÿ íèæíÿÿ è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíè

inf
T
VT (t, x), sup

T
WT (t, x), è îíè ðàâíû. Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ öåíû

â çàäà÷å ñèíòåçà V(t, x), ðàâíóþ â êàæäîé òî÷êå (t, x)

V(t, x) = inf
T
VT (t, x) = sup

T
WT (t, x). (32)
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Ýòî óòâåðæäåíèå ñ�îðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü ñèñòåìà (28) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà êàæäîì îòðåçêå

[τ ′, τ ′′], t 6 τ ′ < τ ′′ 6 t1. Ïóñòü òåðìèíàëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(·) âûïóêëàÿ è

ëèïøèöåâà. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Q(s) ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé LQ, è Q(s) �

íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò äëÿ âñåõ s ∈ [t, t1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ

öåíû ñèíòåçà V(t, x) (32).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè ñîïðÿæ¼ííûõ �óíê�

öèé ê ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû ñ êîððåêöèÿìè êàê ñóïåð�

ïîçèöèè îïåðàòîðîâ S è T âèäà

S [t,t1]ϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t1))} ,
T [t,t1]ψ∗(p) = ψ∗(p) + I(p | BV [t, t1]),

(33)

ïðèìåí¼ííûõ ê òåðìèíàëüíîìó ñëàãàåìîìó �óíêöèîíàëà (29):

V ∗
T (t, p) = T [t,τN−1]S [t,τN−1] . . . T [τ2,τ1]S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]T [τ0,τ0]S [τ0,τ0]ϕ∗(p),
W ∗

T (t, p) = S [t,τN−1]T [t,τN−1] . . . S [τ2,τ1]T [τ2,τ1]S [τ1,τ0]T [τ1,τ0]S [τ0,τ0]T [τ0,τ0]ϕ∗(p).

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.14, òî äëÿ ëþáûõ (t, x)

ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû V(t, x) ðàâíà �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà

V(t, x) (òåîðåìà 2.15). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.17. Ôóíêöèÿ öåíû çàäà÷è ñèíòåçà V(t, x) äëÿ ñèñòåìû (18) ñ

�óíêöèîíàëîì (19) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �ßÁÀ:

min{H1,H2} = 0,
H1(t, x,Vt,Vx) = Vt + max

v∈Q(t)
〈Vx, A(t)x+ C(t)v〉 ,

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + 〈Vx, B(t)h〉}
(34)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V(t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)), (35)

ãäå V (t1, x; t1, ϕ(·)) � ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû (21), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1 è

ðàâíàÿ V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | p ∈ Rn, ||BT (t1)p|| 6 1}.

Èç óðàâíåíèÿ �ßÁÀ (34), (35) ñëåäóåò îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ,

ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè x(t) = x çíà÷åíèÿ �óíêöèî�

íàëà çàäà÷è íå ïðåâûñèò V(t, x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè ñèñòåìû (s, x):

• åñëè H1(s, x) = 0, òî dU(s, x) = 0,

• åñëèH1(s, x) > 0, òîH2(s, x) = 0, è óïðàâëåíèå U(s, x) èìååò ñêà÷îê â íà�

ïðàâëåíèè −BTVx, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ,
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÷òî H1(s+ 0, x(s+ 0)) = 0 ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Â ðàçäåëàõ 2.5.3 è 2.5.4 ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü ïðèâåä¼ííîå ïðà�

âèëî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ îáîáù¼ííûìè è áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè.

Äëÿ ïîëíîöåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî òàêæå èñ�

ñëåäîâàòü òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû. Â ðàçäåëå 2.6 ðàññìàòðèâàþò�

ñÿ äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû, â êîòîðóþ ïîäñòàâëåí çàêîí

óïðàâëåíèÿ. Ñíà÷àëà ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèå îòðåçêà âðåìåíè

T òî÷êàìè τi: t = τ0 < τ1 < · · · < τN−1 < τN = t1, ñ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ

σ = diam T . Èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ íà ðàçáèåíèè T

è âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèÿ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (t, x). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòè�

ìàëüíîé òðàåêòîðèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τi îïðåäåëÿåòñÿ óïðàâëåíèå

ïî ïðàâèëó, ïðèâåä¼ííîìó ïîñëå òåîðåìû 2.17. Ýòî óïðàâëåíèå áóäåò äåéñòâî�

âàòü íà èíòåðâàëå [τi, τi+1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ

Uσ(t) è òðàåêòîðèè xσ(t). Ïóñòü {Uσ(t)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé ñ

îãðàíè÷åííîé íîðìîé. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xσ(t)} ìîæíî âûäåëèòü

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðàåêòîðèé ïðè σ → 0. Ïðåäåëüíûå òðà�

åêòîðèè â îïèñàííîé ñõåìå ìîæíî ñ÷èòàòü òðàåêòîðèÿìè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè áðàòü ïîñòîÿí�

íîå óïðàâëåíèå, òî ïîëó÷èòñÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèîííûõ è êîíñòðóêòèâíûõ

äâèæåíèé, îïèñàííàÿ â ðàáîòå [29℄ äëÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ ïðè îãðà�

íè÷åííîì óïðàâëåíèè.

Äðóãèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòå�

ìå [15, 33℄. Â ðàáîòå [5℄ äàííûé ïîäõîä áûë ïðèìåí¼í ê çàäà÷å ñ èìïóëüñ�

íûì óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè. �àññìîòðèì çàäà÷ó ñ íåîïðåäåë¼í�

íîñòüþ. Ââåä¼ì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ξ ∈ [0, S] è çàïèøåì ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèñòåìó

{
dy
dξ

= A(s(ξ))y(ξ)us(ξ) + B(s(ξ))ux(ξ) + C(s(ξ))v(ξ)us(ξ),
ds
dξ

= us(ξ).
(36)

�àñøèðåííîå óïðàâëåíèå u(ξ) = (us(ξ), ux(ξ)) ∈ [0, 1]× B1, ãäå B1 � åäèíè÷�

íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå, ïðè÷¼ì us è ux íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ðàâíÿòüñÿ

íóëþ. Ñâÿçü èñõîäíîé ïåðåìåííîé x ñ íîâîé ïåðåìåííîé y çàäà¼òñÿ ñîîòíî�

øåíèåì y(ξ) = x(s(ξ)), à óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì dU = uxdξ.
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Ôóíêöèîíàë (19) ïðåîáðàçóåòñÿ â

J(u(·)) =

∫ S

0

‖ux(ξ)‖dξ + ϕ(y(S)). (37)

Ñìûñë ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé çàìåíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè â èñ�

õîäíîé ñèñòåìå óïðàâëåíèå U ñîâåðøàåò ñêà÷îê âåëè÷èíû γ > 0, òî â ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìå óïðàâëåíèå us(s) ðàâíî íóëþ íà ïðîòÿæåíèè

γ åäèíèö âðåìåíè (¾âðåìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ¿). Â ýòî âðåìÿ ||ux(s)|| = 1. Åñëè

â èñõîäíîé ñèñòåìå íåò ñêà÷êîâ óïðàâëåíèÿ, òî â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

ñèñòåìå us(s) = 1, ux(s) = 0.

Â çàäà÷å (36), (37) óïðàâëåíèå îãðàíè÷åíî, çíà÷èò ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ

[7, 10, 16℄ è îïðåäåëèòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ. Ïðè ïîäñòàíîâêå ñèíòåçà â ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèñòåìó ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Èçâåñòíî [33℄, ÷òî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû x(s) ïëîòíî

âî ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû y(ξ), òî åñòü,

ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû (36) ñî�

äåðæèò òðàåêòîðèþ èñõîäíîé ñèñòåìû (18). Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü òðàåêòîðèÿìè èñõîäíîé

çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è

áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå îïèñàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü

ñèíòåç óïðàâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñ èìïóëüñíûì è îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì ïðè

íåîïðåäåë¼ííîñòè â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ öåíû íå ìîæåò áûòü íàéäåíà àíà�

ëèòè÷åñêè. Àëãîðèòì îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè ê ìè�

íèìàêñíîé �óíêöèè öåíû. Àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ â êëàññå êóñî÷íî-à��èí�

íûõ âûïóêëûõ �óíêöèé.

�åçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå

[37℄ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Íàó÷íîìó ðó�

êîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåêîìåíäàöèè ïî ïî�

âîäó âûáîðà êëàññà êóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àïïðîêñèìàöèé. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.
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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì ïðè

íåîïðåäåë¼ííîñòè (28), (29). Èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñîïðÿæ¼ííûõ �óíê�

öèé ê ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû ÷åðåç îïåðàòîðû S, T

(33), ââåä¼ííûå âî âòîðîé ãëàâå:

V ∗(t, p) = T [t,t1]S [t,t1]ϕ∗(p),
W ∗(t, p) = S [t,t1]T [t,t1]ϕ∗(p),

(38)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê �óíêöèé V ∗
, W ∗

ââîäèòñÿ êëàññ �óíêöèé F .

Îí ñîñòîèò èç êóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà

çàäàííîì êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê {pi}
I
i=1 íå ïðåâûøàþò çàäàííûõ âåëè÷èí

{fi}
I
i=1. Íàáîð {pi, fi}

I
i=1 íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè �óíêöèè èç êëàññà F .

Äîêàçàíî, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà S èç

(33) (òåîðåìà 3.1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ϕ∗(p) ∈ F ïîñòðîåíèå Sϕ∗(p)

ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè å¼ íàäãðà�èêà, êîòîðîå ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Qui
kHull [20℄.

Êëàññ F íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T èç (33), îäíàêî äîêàçà�

íî (òåîðåìà 3.2), ÷òî ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû T−, T+, çàìêíóòûå îòíîñèòåëü�

íî êëàññà F , ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè îïåðàöèè

Tψ∗(p) ïðè ψ∗ ∈ F : T−ψ
∗(p) 6 Tψ∗(p) 6 T+ψ

∗(p) äëÿ âñåõ p. Ïàðàìåòðû

ýòèõ îöåíîê ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èç ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé �óíêöèè ψ∗(p).

Óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàéòè îöåíêè äëÿ ñîïðÿæ¼ííûõ

�óíêöèé ê ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû. Äîêàçàíà ñëåäóþ�

ùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõ�

íÿÿ îöåíêè �óíêöèè ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè Ṽ ∗
−(t, p) è W̃

∗
+(t, p), îïðåäåëÿåìûå

�îðìóëàìè {
Ṽ ∗
−(t, p) = T

[t,t1]
− S [t,t1]ϕ∗

−(p),

W̃ ∗
+(t, p) = S [t,t1]T

[t,t1]
+ ϕ∗

+(p),

ÿâëÿþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè V ∗
è W ∗

(38), òàêèìè ÷òî V ∗(t, p) >

Ṽ ∗
−(t, p) è W

∗(t, p) 6 W̃ ∗
+(t, p).

Çàòåì ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ñîïðÿæ¼ííûõ

�óíêöèé ê ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû ñ êîððåêöèÿìè. Â

ìèíèìàêñíîì ñëó÷àå íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ t ∈ [τk, τk−1), k = 1, . . . , N
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îöåíêà áóäåò èìåòü âèä:

Ṽ ∗
T
−

(t, x) = T
[t,τk−1]
− S [t,τk−1] . . . T

[τ1,τ0]
− S [τ1,τ0]T

[τ0,τ0]
− S [τ0,τ0]ϕ∗

−(p) 6 V ∗
T (t, x). (39)

Ïåðåõîäÿ îò ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè ê èñõîäíîé, ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõíþþ

îöåíêó äëÿ ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè è íèæíþþ îöåíêó äëÿ

ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè (òåîðåìà 3.5).

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèí�

òåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ (28), (29), îïè�

ñàííûé â ðàçäåëå 3.5. Íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t, t1] ñëåäóåò

çàäàòü íåêîòîðîå ðàçáèåíèå, òàêæå ñëåäóåò çàäàòü ñåòêó â îáëàñòè ñîïðÿæ¼í�

íîé ïåðåìåííîé p. Äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ ïî âðåìåíè, íà çàäàííîé ñåòêå ñëåäó�

åò âû÷èñëèòü àïïðîêñèìàöèþ ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè ê ìèíèìàêñíîé �óíê�

öèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè ïî ïðàâèëó (39). Ñ å¼ ïîìîùüþ ìîæíî íàéòè ÷àñò�

íûå ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì

óïðàâëåíèÿ, îïèñàííûì â �ëàâå 2.

Â ðàçäåëå 3.6 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è

áûñòðûõ óïðàâëåíèé ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â òðå�

òüåé ãëàâå.

Â çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ�

ñåðòàöèè:

1. Ïîñòðîåíû ðàçðûâíûå, íåïðåðûâíûå è ãëàäêèå (k ðàç äè��åðåíöèðóå�

ìûå) àïïðîêñèìàöèè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì

àïïðîêñèìàöèè, å¼ ïðîèçâîäíîé, ëèáî å¼ ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ñîîò�

âåòñòâåííî, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

2. Äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñò�

ðûõ óïðàâëåíèé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðà�

íè÷åííîé ïîìåõè. Äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí�

ñòâó òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà, è ïîëó÷åíà ñòðàòåãèÿ

èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Ïîëó÷åí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëå�

íèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû.
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