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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ íåîïðå�

äåë¼ííîñòüþ â êëàññàõ èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, �îðìàëèçóåìûõ îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè

[7, 34℄, à òàêæå áûñòðûõ óïðàâëåíèé, äåéñòâóþùèõ â òå÷åíèå ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè,

âåëè÷èíà âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíà, õîòÿ è ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøîé.

Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçèðóþùèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç öåí�

òðàëüíûõ âîïðîñîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. �åøåíèåì òàêèõ çà�

äà÷ ñëóæàò óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè. Îíè îñîáåííî íåîáõîäèìû â ñèñòåìàõ, ãäå

ïðèñóòñòâóþò íåîïðåäåë¼ííûå âîçìóùåíèÿ, íåèçâåñòíûå çàðàíåå, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå

ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, íå äà¼ò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðå�

çóëüòàòîâ. Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì â äåòåðìèíèðîâàííîé

ïîñòàíîâêå, òî åñòü êîãäà çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà íåîïðåäåë¼ííîå âîçìóùåíèå è îòñóòñòâóåò

ñòàòèñòè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ î í¼ì, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû â [2, 14, 18, 20, 23, 27, 53℄

è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêî�

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîãî �. Áåëëìàíîì â [4℄ è áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ [37, 38℄,

è ïðèìåí¼ííîãî ê çàäà÷àì ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ �. Àéçåêñîì [2℄. Èññëåäîâàíèå òàêèõ çàäà÷

ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà �à�

ìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñëîæ�

íóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó, â ñâÿçè ñ ÷åì ðàçðàáàòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèîííûå

ìåòîäû [22, 53℄.

�åøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ, íå äî�

ñòèãàåòñÿ â òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé. Êëàññè÷åñêèì

ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ñëóæèò çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðè óñëîâèè ìèíèìóìà èìïóëüñà óïðàâ�

ëÿþùåé ñèëû u, êîòîðóþ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà òðàåêòîðèÿõ x(t)

ñèñòåìû

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1,

ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

t1∫

t0

|u(τ)|dτ → min

ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì x0 è êîíå÷íîì x1 ïîëîæåíèè ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èí�

òåðâàë âðåìåíè [t0, t1] �èêñèðîâàí. Ìèíèìóì �óíêöèîíàëà äàííîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ íà

óïðàâëåíèÿõ u, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ ìãíîâåííûå óäàðíûå âîçäåéñòâèÿ, �îð�

ìàëèçóåìûå äåëüòà-�óíêöèåé δ(t) [7, 34℄. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [15℄, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé åñòü óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâ�

ëÿþùèå ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äåëüòà-�óíêöèé, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ íå
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ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [55℄.

�àçâèòèå òåîðèè èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ îáóñëîâëåíî òàêæå òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ïðèëî�

æåíèÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøîé èí�

òåíñèâíîñòüþ è ìàëûì ïðîìåæóòêîì äåéñòâèÿ. Ïðèìåðû çàäà÷ ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè

âñòðå÷àþòñÿ â ìåõàíèêå, ðîáîòîòåõíèêå, �èíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, êâàíòîâîé �èçèêå, õèìèè,

ýêîëîãèè, â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïðè èçó÷åíèè àòìîñ�åðíûõ ÿâ�

ëåíèé è â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ òàêèõ âîçäåéñòâèé ïðèâîäèò ê

ðàññìîòðåíèþ ìãíîâåííûõ, èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, âûçûâàþùèõ ìãíîâåííûå èçìåíåíèÿ

�àçîâûõ êîîðäèíàò.

Ïîñòðîåíèþ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ,

ïîñâÿùåíû îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû [15, 55℄. Äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè îòêðûâàåò ðàñ�

ñìîòðåíèå â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé (îáîáù¼ííûõ �óíêöèé), äîïóñêàþùèõ âûñ�

øèå ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíêöèé [24℄. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì çàäà÷à

ïåðåâîäà ñèñòåìû èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîå äðóãîå ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíà

ïðè ïîìîùè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ çà íóëåâîå âðåìÿ [24℄.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èìïóëüñíûõ è îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé íå ðàñøè�

ðÿåò ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû [17℄ (çäåñü èä¼ò ðå÷ü îá óïðàâëÿåìîñòè íà

èíòåðâàëå âðåìåíè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû), òî åñòü, âïîëíå óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êëàññå

èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé áóäåò âïîëíå óïðàâëÿåìîé è â êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé,

è íàîáîðîò, âïîëíå óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé áóäåò âïîëíå

óïðàâëÿåìîé â êëàññå èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé.

Ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå â ñèñòåìàõ áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè áûëî ïîñòðîåíî â

[43, 52℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ äëÿ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ñëó÷àé èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

�îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ �îðìàëèçìà �àìèëüòîíà�ßêîáè. �åøåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïî�

ñòðîåíèå �óíêöèè öåíû, îáëàäàþùåé ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, è ïîñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, êîòîðîìó

óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ öåíû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áåç íåîïðåäåë¼í�

íîñòè �óíêöèÿ öåíû ìîæåò áûòü íàéäåíà â ÿâíîì âèäå ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ âûïóêëîãî

àíàëèçà.

Äàæå â ïðîñòûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ �óíêöèÿ öåíû ìîæåò îêàçàòüñÿ íå äè��åðåíöèðóå�

ìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îáîáù¼ííûõ

(âÿçêîñòíûõ) ðåøåíèé [42, 50℄ è ìèíèìàêñíûõ ðåøåíèé [32℄.

Àêòóàëüíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è èìïóëüñíî�

ãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåë¼ííîñòåé, èëè ïîìåõ, êàê ñòîõàñòè÷åñêîãî [39℄, òàê è

äåòåðìèíèðîâàííîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûçâàíû íåòî÷íûì çíàíèåì ïàðàìåò�

ðîâ ñèñòåìû, èí�îðìàöèîííûìè ïîìåõàìè èëè äðóãèìè ïðè÷èíàìè. Â ðàáîòå [45℄ äëÿ çà�

äà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè ïðåäëîæåíî

èñïîëüçîâàòü çàäà÷è ñ êîððåêöèÿìè, ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [20℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
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ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû â

çàäà÷àõ ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ. Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ öåíû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåí�

ñòâà òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ �ßÁÀ, èçâåñòíîãî â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð [2℄. Ïðè ïîñòðîå�

íèè ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ âîçíèêàåò âîïðîñ èíòåðïðåòàöèè òðàåêòîðèé çàìêíó�

òîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå [51℄ äëÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ ïðè îãðàíè÷åííîì óïðàâëåíèè

îïðåäåëåíû àïïðîêñèìàöèîííûå è êîíñòðóêòèâíûå äâèæåíèÿ. Íåêîòîðûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ

òðàåêòîðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû ðàññìîòðåíû â [44℄.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [45℄. Â �ëà�

âå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè öåíû

â çàäà÷àõ ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ öåíû ÿâ�

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà òèïà �ßÁÀ. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû èíòåðïðåòàöèè òðàåêòîðèé

çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Èìïóëüñíûå è îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿ íå ðåàëèçóåìû íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà

òàêèõ âîçäåéñòâèé íå îãðàíè÷åíà. Îòñþäà âîçíèêàþò ïðîáëåìû èõ àïïðîêñèìàöèè ïðè ïî�

ìîùè îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè [11, 12℄.

Ñðåäè çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ìîòèâèðîâàííûõ ïðèëîæåíèÿìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ çà�

äà÷è, â êîòîðûõ íà òðàåêòîðèè äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ íàëîæåíû �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, çà�

äà÷è íàáëþäåíèÿ ïî íåïîëíîé èí�îðìàöèè. Òàêèå ïðîáëåìû, áåçóñëîâíî, àêòóàëüíû è äëÿ

èìïóëüñíûõ ñèñòåì. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ

îãðàíè÷åíèé ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [9, 21℄. Â ðàáîòå [10℄ èññëåäóþòñÿ

çàäà÷è íàáëþäåíèÿ äëÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû.

Èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ ìîãóò òàêæå ïðèìåíÿòüñÿ ïðè îïèñàíèè çàäà÷ ñ ãèáðèäíîé äè�

íàìèêîé, â êîòîðûõ ñèñòåìà çàäà¼òñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïîäñèñòåì è ïðàâèëàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ

ìåæäó íèìè. Â ðàáîòå [25℄ èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ �îðìàëèçàöèè ïåðå�

êëþ÷åíèé ìåæäó ïîäñèñòåìàìè.

Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ èìåþò ñëîæíóþ íåëèíåéíóþ ñòðóêòóðó.

�àçëè÷íûå íåëèíåéíûå çàäà÷è ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè èññëåäóþòñÿ â [13, 26, 36, 40,

49, 54, 56℄ è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè

íåîïðåäåë¼ííîñòè, çàäàííîé â âèäå íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè, è ïîëó÷åíèè ñèíòå�

çà â êëàññå áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåíû ðàçðûâíûå, íåïðåðûâíûå è ãëàäêèå (k ðàç äè��åðåíöèðóåìûå) àïïðîêñèìà�

öèè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì àïïðîêñèìàöèè, å¼ ïðîèçâîäíîé,

ëèáî å¼ ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðî�

åíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé.
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2. Äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ óïðàâëåíèé

äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè. Äîêàçàíî, ÷òî

�óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà,

è ïîëó÷åíà ñòðàòåãèÿ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñïîñîáû îïèñàíèÿ òðàåêòî�

ðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû.

3. Ïîëó÷åí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðå�

äåë¼ííîñòè, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàíåå ìàëî èçó÷åííûå

çàäà÷è ñèíòåçà áûñòðûõ óïðàâëåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè. �àáîòà ïðîäîëæàåò èñ�

ñëåäîâàíèÿ [11, 12, 43℄.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

�àáîòà íîñèò, â îñíîâíîì, òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ èñ�

ñëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé

èç àêòóàëüíûõ çàäà÷. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè

ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì. �åøåíèå çàäà÷ â êëàññå áûñòðûõ óïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

�èçè÷åñêèå ðåàëèçóåìûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â äàëü�

íåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëüçîâàíû òåîðèÿ îáîáù¼ííûõ

�óíêöèé, ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è âûïóêëîãî

àíàëèçà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

�åçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äîêëàäîâ íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Ïðèêëàä�

íûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà À. Á. Êóðæàíñêîãî íà êà�åä�

ðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÂÌÊ Ì�Ó è íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ: ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ �

2013¿ (Ìîñêâà, îêòÿáðü 2013), 20 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâ�

ëåíèþ ¾Àâòîìàòèêà � 2013¿ (Íèêîëàåâ, Óêðàèíà, ñåíòÿáðü 2013), ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿

(Ìîñêâà, àïðåëü 2014, 2012 è 2011 ãîäîâ), êîí�åðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, àïðåëü 2014 è

2012 ãîäîâ), 18 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ ¾Àâòîìàòèêà

� 2011¿ (Ëüâîâ, Óêðàèíà, ñåíòÿáðü 2011).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ [60, 61, 62℄, âñå ðàáîòû

îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Âñå ðàáîòû âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Â ðàáî�

òå [60℄ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíê�
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öèè, à òàêæå �îðìóëèðîâêà ýòèõ çàäà÷ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ. Äîêà�

çàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå [61℄ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàä�

ëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå [62℄

íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåêîìåíäàöèè ïî ïîâî�

äó âûáîðà êëàññà êóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à Äàðüèíà çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå óêàçàíèÿ è êîíñóëüòàöèè.

Àâòîð áëàãîäàðèò àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà Áîðèñîâè÷à Êóðæàíñêîãî çà êðèòè÷åñêèå çàìå�

÷àíèÿ ê ðàáîòå è ê âûñòóïëåíèÿì àâòîðà â ðàìêàõ íàó÷íîãî ñåìèíàðà ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è

ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00261-à è 12-01-31416-

-ìîë-à) è ïðîãðàììû ¾�îñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë¿ (ãðàíò ÍØ-

-2239.2012.1).

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.

Â ãëàâå 1 ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ óïðàâëåíèé, ïðèáëèæàþ�

ùèõ èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå äîïóñêàþò íàëè÷èå äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ.

Â íà÷àëå ãëàâû �îðìàëèçîâàíû ïîíÿòèÿ èìïóëüñíîãî è îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå

ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûìè è îáîáù¼ííûìè

óïðàâëåíèÿìè.

Â ãëàâå 2 äëÿ çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè èññëåäóþòñÿ ñâîé�

ñòâà �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà. Äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî �óíê�

öèÿ öåíû ñèíòåçà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà.

Â ãëàâå 3 äëÿ çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè ïðåäëîæåí ÷èñ�

ëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè

öåíû â çàäà÷å ñ êîððåêöèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè.



�ëàâà 1

Àïïðîêñèìàöèÿ èìïóëüñíûõ è îáîáù¼í-

íûõ óïðàâëåíèé �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìû-

ìè áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè

1.1 Ââåäåíèå

Öåëüþ ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ óïðàâëåíèé,

ïðèáëèæàþùèõ èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå äîïóñêàþò íàëè÷èå äåëüòà-�óíêöèè è å¼

ïðîèçâîäíûõ. Â íà÷àëå ãëàâû �îðìàëèçîâàíû ïîíÿòèÿ èìïóëüñíîãî è îáîáù¼ííîãî óïðàâ�

ëåíèÿ, à òàêæå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûìè

è îáîáù¼ííûìè óïðàâëåíèÿìè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû àïïðîêñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè â âè�

äå äåëüòîîáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Çàòåì ïîñòàâëåíû çàäà÷è ïîèñêà àïïðîêñèìàöèé

äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì, à òàêæå k ðàç íåïðåðûâíî äè��

�åðåíöèðóåìûõ àïïðîêñèìàöèé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì k-îé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ äàííûõ çà�

äà÷ íàéäåí âèä àïïðîêñèìàöèé è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà.

1.1.1 Îáîáù¼ííûå �óíêöèè, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé â îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ è äðóãèå

ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ �óíêöèé Dk[α, β], ñîñòîÿùåå èç k ðàç äè��

�åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ξ(t) : [α, β] → R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èç èíòåðâàëà (α, β).

Òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü Dk,m[α, β] � ïðîñòðàíñòâî k ðàç äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé

ξ(t) =
(
ξ1(t), . . . , ξm(t)

)
: [α, β] → Rm

ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èç èíòåðâàëà (α, β).

Íà ïðîñòðàíñòâå Dk[α, β] çàäàäèì íîðìó G(ξ), â âèäå

G(ξ) = max
t
γ

(
γ1

(
ξ(t)

)
, . . . , γ1

(dkξ
dtk

))
, (1.1)

ãäå γ � íåêîòîðàÿ íîðìà (k+1)-âåêòîðà, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íîðìó �óíêöèè

djξ

dtj
, j = 0, . . . , k.

Îáîáù¼ííîé �óíêöèåé (ðàñïðåäåëåíèåì) f íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèî�

íàë 〈f, ξ〉, îïðåäåë¼ííûé íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ �óíêöèé Dk[α, β] [7, 34℄. Ôîðìàëüíî åãî

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈f(t), ξ(t)〉 =
β∫

α

f(t)ξ(t)dt. (1.2)

9
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Ïðîñòðàíñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé íàä ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ �óíêöèé Dk[α, β] íà�

çîâåì D∗
k[α, β]. Â ïðîñòðàíñòâå îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ââåä¼ì íîðìó G∗

, ñîïðÿæ¼ííóþ ê íîðìå

G:
G∗[f ] = sup

G[ξ]=1

|〈f, ξ〉|,

ãäå ξ ∈ Dk[α, β] [17, 24℄.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íà ïðîñòðàíñòâå Dk,m[α, β] íîðìà G(ξ) çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî (1.1):

G(ξ) = max
t
γ

(
γ1

(
ξ(t)

)
, . . . , γ1

(dkξ
dtk

))
,

òîëüêî çäåñü γ1 � ýòî íîðìû m-âåêòîðîâ
djξ

dtj
, j = 0, . . . , k.

Îáîáù¼ííîé �óíêöèåé (ðàñïðåäåëåíèåì) f = (f1, . . . , fm) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâ�

íûé �óíêöèîíàë 〈f, ξ〉, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ �óíêöèé Dk,m[α, β], êàæäàÿ

êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé �óíêöèåé èç D∗
k[α, β]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D∗

k,m[α, β]

ïðîñòðàíñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé íàä ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ �óíêöèé Dk,m[α, β].

Ïðè ýòîì �îðìàëüíóþ çàïèñü ìíîãîìåðíîé îáîáù¼ííîé �óíêöèè 〈f, ξ〉 â âèäå (1.2) ïîíèìàþò
êàê íàáîð m ðàâåíñòâ

〈fi(t), ξi(t)〉 =
β∫

α

fi(t)ξi(t)dt

äëÿ i = 1 . . .m. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîìåðíûõ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé äåéñòâóåò íîðìà

G∗[f ] = sup
G[ξ]=1

|〈f, ξ〉|, (1.3)

ãäå ξ ∈ Dk,m[α, β].

Îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé j-îãî ïîðÿäêà, j = 1 . . . k, îò îáîáù¼ííîé �óíêöèè f ∈ D∗
k[α, β]

íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàë

〈f (j)(t), ξ(t)〉 = (−1)j〈f(t), ξ(j)(t)〉.

Îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ f ∈ D∗
k[α, β] èìååò îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå äî k-îãî ïîðÿäêà, êîòîðûå

òàêæå ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè.

Ïóñòü a(t) � k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ â îáû÷íîì ñìûñëå �óíêöèÿ. Òîãäà

ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ f íà �óíêöèþ a îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

〈af, ξ〉 = 〈f, aξ〉.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ÷åðåç �óíêöèè îãðà�

íè÷åííîé âàðèàöèè. Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Ïîëíîé âàðèàöèåé îäíîìåðíîé �óíêöèè F (t) íà îòðåçêå [α, β] íàçûâàåòñÿ

Var
[α, β]

F (t) = sup
I

sup
{τi}

I∑

i=1

|F (τi)− F (τi−1)|,
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ãäå âíóòðåííèé ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì {τi}Ii=1 îòðåçêà [α, β].

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîëíîé âàðèàöèåé âåêòîðíîé �óíêöèè F (t) ñî çíà÷åíèÿìè â Rm

íàçûâàåòñÿ

Var
[α, β]

F (t) = sup
I

sup
{τi}

I∑

i=1

γ∗(F (τi)− F (τi−1)), (1.4)

ãäå γ∗ � ñîïðÿæ¼ííàÿ íîðìà ê íîðìå γ m-âåêòîðà F , è âíóòðåííèé ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî

âñåì ðàçáèåíèÿì {τi}Ii=1 îòðåçêà [α, β].

Ïóñòü Fj(t) ∈ BV ([α, β]), j = 0, . . . , k � �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Èçâåñòíî [1, 7℄,

÷òî ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå f ∈ D∗
k[α, β] ïðåäñòàâèìî â âèäå:

〈f, ξ〉 =
k∑

j=0

∫ β

α

djξ

dtj
dFj(t).

Ïðè÷¼ì, åñëè íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [t0, t1], òàêîé ÷òî α < t0 6 t1 < β,

òî êîìïîíåíòû Fj ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëàõ α 6 t 6 t0 è t1 < t < β.

Òàêèì îáðàçîì,

f =

k∑

j=0

(−1)j
dj+1Fj
dtj+1

. (1.5)

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå f ∈ D∗
k,m[α, β] ïðåäñòàâèìî â âèäå [7℄:

〈f, ξ〉 =
k∑

j=0

∫ β

α

djξ

dtj
dFj(t), (1.6)

ãäå Fj ∈ BV ([α, β];Rm), ò.å. ýòî �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñî çíà÷åíèÿìè èç Rm
.

Ïðè÷¼ì åñëè íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [t0, t1], òàêîé ÷òî α < t0 6 t1 < β,

òî êîìïîíåíòû Fj ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëàõ α 6 t 6 t0 è t1 < t < β.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíàÿ �óíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà ÷åðåç �óíêöèþ îãðàíè÷åííîé âà�

ðèàöèè:

f =
k∑

j=0

(−1)j
dj+1Fj
dtj+1

,

îäíàêî, â îòëè÷èå îò (1.5), çäåñü Fj � m-âåêòîðíûå �óíêöèè.

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (1.6), ñîïðÿæ¼ííóþ íîðìó G∗[f ] (1.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G∗[f ] = sup
I

sup
{τi}

I∑

i=1

γ∗
(
γ∗1

(dF0

dt
(τi)−

dF0

dt
(τi−1)

)
, . . . , γ∗1

(dk+1Fk
dtk+1

(τi)−
dk+1Fk
dtk+1

(τi−1)
))

(1.7)

ãäå âíóòðåííèé ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì {τi}Ii=1 îòðåçêà [t0, t1]: t0 = τ0 < τ1 <

· · · < τI = t1. Çäåñü �óíêöèè Fj � m-âåêòîðíûå �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè èç (1.6),

γ∗ è γ∗1 � ñîïðÿæ¼ííûå íîðìû ê íîðìàì γ è γ1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîïðÿæ¼ííàÿ íîðìà G∗
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîëíîé âàðèàöèè �óíêöèè, â òîì ñìûñëå, ÷òî

îíà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê õàðàêòåðèñòèêà èíòåíñèâíîñòè óïðàâëåíèÿ.
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Íîðìó γ ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð êàê åâêëèäîâó íîðìó γ(F ) =
( m∑
ν=1

F 2
ν

)1/2
èëè γ(F ) = max

ν
|Fν |. Åñëè ïîëîæèòü íîðìû γ è γ1 ðàâíûìè

γ(y) = max
06j6k

|yi|, γ1(z) = max
16ν6m

|zν |, (1.8)

òî ñîïðÿæ¼ííûå ê íèì íîðìû γ∗ è γ∗1 áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèÿìè

γ∗(y) =
k∑

j=0

|yi|, γ∗1(z) =
m∑

ν=1

|zν |. (1.9)

�àññìîòðèì åù¼ îäíó îïåðàöèþ íàä îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè. Ïóñòü íîñèòåëåì îáîáù¼í�

íîé �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [t0, t1] ⊂ [α, β]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [α, β] ïîä ñèìâîëîì

èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

t∫
t0

f(θ)dθ, ñîãëàñíî [7, 30℄, ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå:

〈 t∫

t0

f(θ)dθ, ξ(t)
〉
=

〈
f(t),

β∫

t

ξ(θ)dθ
〉
, (1.10)

ãäå ξ(t) � ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Dk,n[α, β].

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü (1.10):

〈 t∫

t0

f(θ)dθ, ξ(t)
〉
=

β∫

α

( t∫

t0

f(θ)dθ
)
ξ(t)dt =

t0∫

α

(
−

t0∫

t

f(θ)dθ
)
ξ(t)dt+

β∫

t0

( t∫

t0

f(θ)dθ
)
ξ(t)dt

Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

〈 t∫

t0

f(θ)dθ, ξ(t)
〉
=

t0∫

α

(
− f(θ)

t0∫

θ

ξ(t)dt
)
dθ +

β∫

t0

(
f(θ)

β∫

θ

ξ(t)dt
)
dθ,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ

f ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [t0, t1] ⊂ [α, β]. Ïî òîé æå ïðè÷èíå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìîæíî ðàñøèðèòü

ïðåäåëû âíåøíåãî èíòåãðàëà íà âåñü îòðåçîê [α, β]. Òàêèì îáðàçîì,

〈 t∫

t0

f(θ)dθ, ξ(t)
〉
=

β∫

α

(
f(θ)

β∫

θ

ξ(t)dt
)
dθ =

β∫

α

(
f(t)

β∫

t

ξ(θ)dθ
)
dt =

〈
f(t),

β∫

t

ξ(θ)dθ
〉
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (1.10).

Ñðåäè îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â òîì ÷èñëå, �óíêöèîíàëû îïðå�

äåë¼ííîãî âèäà � äåëüòà-�óíêöèþ è å¼ ïðîèçâîäíûå.

Äåëüòà-�óíêöèåé δ(t) íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

〈δ(t), ξ(t)〉 =
β∫

α

δ(t)ξ(t)dt = ξ(0)
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äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè ξ(·) ∈ Dk[α, β]. Òàêæå ââåä¼ì ¾ñäâèíóòóþ¿ äåëüòà-�óíêöèþ,

äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

〈δ(t− τ), ξ(t)〉 =
β∫

α

δ(t− τ)ξ(t)dt = ξ(τ).

Ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåé�

øåì.

• Äåëüòà-�óíêöèÿ ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, íå ðàâíîé 0: 〈δ(t), ξ(t)〉 = 0

äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè ξ(t), òàêîé ÷òî

{
ξ(t) = 0, ïðè t ∈ Bε(0),
ξ(t) 6= 0, ïðè t ∈ [α, β] \ Bε(0),

ãäå Bε(0) � ïðîèçâîëüíàÿ ε-îêðåñòíîñòü íóëÿ.

• Äåëüòà-�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Õåâèñàéäà χ(t) =

=

{
1, t > 0
0, t < 0,

òî åñòü δ(t) =
dχ(t)

dt
.

• Îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

〈δ(j)(t), ξ(t)〉 = (−1)jξ(j)(0), j = 1, . . . , k.

1.1.2 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

Çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè ðàññìàòðèâà�

ëèñü â ðàáîòàõ [16, 17, 19, 55℄ â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, â êëàññå óïðàâëåíèé ñ

îáðàòíîé ñâÿçüþ â ðàáîòàõ [11, 52℄ è äðóãèõ ðàáîòàõ. Ïðèâåä¼ì ïîñòàíîâêó çàäà÷è è íåêîòî�

ðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t), x(t0) = x0. (1.11)

Çäåñü x ∈ Rn
� �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, óïðàâëåíèå U(t) ∈ BV ([t0, t1],R

m) �m-âåêòîðíàÿ �óíê�

öèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íåïðåðûâíûìè

ñëåâà.

Âûðàæåíèå (1.11) ïîíèìàåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî äâèæåíèå ñèñòåìû îïè�

ñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x(t+ 0) = X(t, t0)x0 +

t+0∫

t0

X(t, τ)B(τ)dU(τ), (1.12)

â êîòîðîì èíòåãðàë ïî óïðàâëåíèþ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà [28℄. Çäåñü

X(t, τ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. X(t, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàò�

ðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂X(t, τ)

∂t
= A(t)X(t, τ), X(τ, τ) = E, (1.13)
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ãäå E ∈ Rn×n
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. �åøåíèå x(t) (1.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ

ñëåâà �óíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Çàäà÷à èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.11) áûëà èññëåäîâàíà â îñíîâîïîëàãà�

þùåé ðàáîòå [17℄ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:

Çàäà÷à 1.1. Íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt +B(t)dU(t),

x(t0) = x0, x(t1 + 0) = x1 (1.14)

ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U) = Var
[t0, t1+0)

U(·).

Ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x ∈ Rn, óïðàâëåíèå U(·) ∈ BV [t0, t1] ïðèíàäëåæèò êëàññó �óíêöèé îãðà�

íè÷åííîé âàðèàöèè (óïðàâëåíèå îäíîìåðíîå). Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ïðîãðàìì�

íûõ óïðàâëåíèé, òî åñòü, óïðàâëåíèé U(·), çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì U(·) â çàäà÷å 1.1 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ
èç BV [t0, t1], ïðè êîòîðîé ðåøåíèå x(·) (1.12) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.14).

Ïîäîáíûå çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ

ïðè óñëîâèè ìèíèìóìà èìïóëüñà óïðàâëÿþùåé ñèëû. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èç ðàáîòû [17℄. Ïóñòü

äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Óïðàâëåíèå u èìååò ñìûñë äåéñòâóþùåé ñèëû. Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé ðàññìàò�

ðèâàþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè. Òðåáóåòñÿ íà òðàåêòîðèÿõ äàííîé ñèñòåìû ìèíè�

ìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

t1∫

t0

|u(τ)|dτ → min, (1.15)

åñëè u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå. Â âåêòîðíîì ñëó÷àå �óíêöèîíàë ìîæíî çàïèñàòü êàê

t1∫

t0

γ∗(u(τ))dτ → min, (1.16)

ãäå γ∗ � íåêîòîðàÿ íîðìà âåêòîðà u. Îêàçûâàåòñÿ [17℄, ÷òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé â óêà�

çàííîì êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ óïðàâëåíèé. Ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (1.15) èëè (1.16)

äîñòèãàåòñÿ íà óïðàâëåíèÿõ u, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ ìãíîâåííûå óäàðíûå âîç�

äåéñòâèÿ, �îðìàëèçóåìûå äåëüòà-�óíêöèåé δ(t) [7, 34℄. Ïîýòîìó ïåðåõîäÿò ê çàäà÷å âèäà 1.1,

ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, à â

êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè � âàðèàöèþ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.
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Èçâåñòíî [17℄, ÷òî äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â çàäà÷å 1.1 ñðåäè îïòèìàëüíûõ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé åñòü óïðàâëåíèÿ âèäà

u(t) =
dU(t)

dt
=

r∑

j=1

p(j)δ(t− τj),

ãäå p(j) � m-âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó â ìîìåí�

òû τj , à îáùåå êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ r íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî âåêòîðà r 6 n.

1.1.3 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì

Â ðàçäåëå 1.1.1 ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé. Ïðèâåä¼ì

ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì [24℄. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî îñ�

íîâíûõ �óíêöèé Dk,n[α, β] è îòðåçîê âðåìåíè [t0, t1] ⊂ [α, β]. Ââåä¼ì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå

ðàñïðåäåëåíèÿ f (α)
è f (β)

èç ïðîñòðàíñòâà D∗
k,n[α, β], ñîñðåäîòî÷åííûå â òî÷êàõ t0 è t1 ñîîò�

âåòñòâåííî. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f (α) =

k∑

j=0

αjδ
(j)(t− t0), f (β) =

k∑

j=0

βjδ
(j)(t− t1), (1.17)

ãäå íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû èç αj ∈ Rn
è βj ∈ Rn

ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íîëü.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

ẋ = A(t)x+B(t)u+ f (α) − f (β). (1.18)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u äëÿ ñèñòåìû (1.18) íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàñ�

ïðåäåëåíèå èç D∗
k,m[α, β] ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [t0, t1], ãäå α < t0 6 t1 < β, ïðè êîòîðîì

ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå x ∈ D∗
k−1,n[α, β] ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [t0, t1], óäîâëåòâîðÿþùåå

óðàâíåíèþ (1.18) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü:

〈dx
dt
, ξ(t)

〉
=

〈
A(t)x+B(t)u+ f (α) − f (β), ξ(t)

〉
, ∀ξ(t) ∈ Dk,n[α, β]

èëè, ïî ñâîéñòâó îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé,

−
〈
x,
dξ(t)

dt

〉
=

〈
A(t)x+B(t)u+ f (α) − f (β), ξ(t)

〉
, ∀ξ(t) ∈ Dk,n[α, β].

Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðè÷íûå �óíêöèè A(t) ∈ Rn×n
, B(t) ∈ Rn×m

ÿâëÿþòñÿ k ðàç äè��åðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå α 6 t 6 β.

Òåîðåìà 1.1. [24℄ Ïóñòü u � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.18). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå

x =

t∫

t0

X(t, θ)
[
B(θ)u+ f (α) − f (β)

]
)dθ,

ãäå X(t, θ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.13), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí�

íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.18). Çäåñü èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îò ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå (1.10).
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Â ðàáîòå [24℄ èññëåäîâàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à â êëàññå ïðîãðàììíûõ îáîáù¼ííûõ óïðàâ�

ëåíèé:

Çàäà÷à 1.2. Ñðåäè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.18) íàéòè óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþ�

ùåå ìèíèìóì �óíêöèîíàëó

J(u) = G∗[u], (1.19)

ãäå G∗[u] � íîðìà âèäà (1.7).

Àâòîðàìè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè çàäà÷à 1.2 ðàçðåøèìà, òî ñðåäè îïòèìàëü�

íûõ îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé áóäåò óïðàâëåíèå âèäà

u(t) =

r∑

i=1

k∑

j=0

pijδ
(j)(t− τi),

ãäå pij ∈ Rm
� âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå óäàðíûõ âîçäåéñòâèé δ(j) â ìîìåí�

òû τi, à îáùåå ÷èñëî ìîìåíòîâ âðåìåíè r, â êîòîðûå ïðèìåíÿåòñÿ îáîáù¼ííûé èìïóëüñ

∑k
j=0 pijδ

(j)(t− τi), íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, òî åñòü r 6 n.

Êðîìå òîãî, ïðè îïðåäåë¼ííîì âûáîðå íîðì γ, γ1, îïðåäåëÿþùèõ G∗[u] â (1.19), êîëè÷å�

ñòâî èìïóëüñîâ îïòèìàëüíîãî âîçäåéñòâèÿ ìîæíî óìåíüøèòü, à èìåííî, åñëè ðàññìàòðèâàòü

íîðìû γ, γ∗ âèäà (1.8), (1.9), òî êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ pij, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, ìîæåò áûòü íå

áîëåå n. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîëîæèòü íîðìû γ1, γ
∗
1 ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàì â

(1.8), (1.9), òîãäà â êàæäîì èç ýòèõ âåêòîðîâ pij áóäåò ëèøü îäíà íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷èñëî ñêàëÿðíûõ èìïóëüñîâ íå ïðåâûøàåò n [17, 19℄.

Â ðàáîòå [24℄ ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å

ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ìàòðè÷íûå �óíêöèè Lj(t) ïðè ïîìîùè

ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

L0(t) = B(t), Lj(t) = A(t)Lj−1(t)−
dLj−1(t)

dt
, j = 1 . . . k

è �îðìèðóåòñÿ ìàòðèöà

B(t) =
(
L0(t) L1(t) · · · Lk(t)

)
. (1.20)

Òàêæå ââîäÿòñÿ �óíêöèè LA,j(t):

LA,0(t) = E, LA,j(t) = A(t)LA,j−1(t)−
dLA,j−1(t)

dt
, j = 1 . . . k, (1.21)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè òðàåê�

òîðèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

x0 = x(t0) =
k∑

j=0

LA,j(t0)αj , x1 = x(t1) =
k∑

j=0

LA,j(t1)βj. (1.22)

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.2 ñëåäóåò ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó [24℄:
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Çàäà÷à 1.3. Äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt +B(t)dU(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1 (1.23)

íàéòè óïðàâëåíèå U(·) èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè BV ([t0, t1];R
m(k+1)), ìè�

íèìèçèðóþùåå �óíêöèîíàë

J(U) = Var
[t0, t1+0)

U(·),

ãäå

U(t) =
(
UT
0 (t) UT

1 (t) · · · UT
k (t)

)T
. (1.24)

Ïàðàìåòðû B(t), x0, x1 ñèñòåìû (1.23) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû èñõîäíîé çàäà÷è 1.2

ïî �îðìóëàì (1.20), (1.22). Â �óíêöèîíàëå çàäà÷è Var
[t0, t1+0)

U(·) � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ âèäà (1.4).

Òîãäà îáîáù¼ííîå óïðàâëåíèå èñõîäíîé çàäà÷è 1.2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäñòàâëåíèÿ

îáîáù¼ííîé �óíêöèè ÷åðåç �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (1.5):

u =
k∑

j=0

(−1)j
dj+1Uj(t)

dtj+1
, (1.25)

ãäå U0, . . . , Uk � êîìïîíåíòû óïðàâëåíèÿ (1.24), ïîëó÷åííîãî â çàäà÷å 1.3.

1.1.4 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäå�

ë¼ííîñòè

Ââåä¼ì â óðàâíåíèå (1.11) ïîìåõó (íåîïðåäåë¼ííîñòü) v(t) ∈ Rq
èç êëàññà �óíêöèé L∞[t0, t1],

ò. å. èçìåðèìûõ, ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé. Ïóñòü v(t) ∈ Q(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ

t ∈ [t0, t1], ãäå Q(t) � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â Rq
. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Q(t)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à.

�àññìîòðèì èìïóëüñíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt, x(t0) = x0. (1.26)

Âûðàæåíèå (1.26) ïîíèìàåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî x(t) îïðåäåëÿåòñÿ �îð�

ìóëîé

x(t + 0) = X(t, t0)x0 +

t+0∫

t0

X(t, τ)B(τ)dU(τ) +

t∫

t0

X(t, τ)C(τ)v(τ)dτ, (1.27)

ãäå èíòåãðàë, â êîòîðûé âõîäèò ïîìåõà � ýòî èíòåãðàë Ëåáåãà, à èíòåãðàë ïî óïðàâëåíèþ

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà [28℄. X(t, τ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà (1.13).

Ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.26) x(t) áóäåò

�óíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.
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1.1.5 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäå�

ë¼ííîñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

ẋ = A(t)x+B(t)u+ C(t)v(t) + f (α) − f (β)
(1.28)

è �óíêöèîíàë

J(u) = G∗[u], (1.29)

ãäå G∗[u] � íîðìà âèäà (1.7). Öåëü óïðàâëåíèÿ � íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (1.28) ìèíèìèçè�

ðîâàòü �óíêöèîíàë (1.29), íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè v(·). Ôóíêöèÿ v(·) óäîâëå�
òâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì, îïèñàííûì â ðàçäåëå 1.1.4.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, êàê è â ðàçäåëå 1.1.3, ÷òî x� ðàñïðåäåëåíèå èç ïðîñòðàíñòâàD∗
k−1,n[α, β],

óïðàâëåíèå u� ðàñïðåäåëåíèå èçD∗
k,m[α, β] ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [t0, t1], ãäå α < t0 6 t1 < β.

�àñïðåäåëåíèÿ f (α)
è f (β)

îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (1.17). Ìàòðè÷íûå �óíêöèè A(t) ∈ Rn×n
,

B(t) ∈ Rn×m
, C(t) ∈ Rn×q

ÿâëÿþòñÿ k ðàç äè��åðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå α 6 t 6 β.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u äëÿ ñèñòåìû (1.28) ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçà�

öèè ïîìåõè v(t) íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èç D∗
k,m[α, β] ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [t0, t1],

ãäå α < t0 6 t1 < β, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå x ∈ D∗
k−1,n[α, β] ñ íîñèòåëåì íà

îòðåçêå [t0, t1], óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (1.28) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü:

〈dx
dt
, ξ(t)

〉
=

〈
A(t)x+B(t)u+ f (α) − f (β), ξ(t)

〉
+

t1∫

t0

C(t)v(t)ξ(t)dt, ∀ξ(t) ∈ Dk,n[α, β],

ãäå èíòåãðàë ïî ïîìåõå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Òåîðåìà 1.2. [24℄ Ïóñòü u � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.28). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå

x =

t∫

t0

X(t, θ)
[
B(θ)u+ f (α) − f (β)

]
)dθ +

t∫

t0

X(t, θ)C(θ)v(θ)dθ

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.28). Çäåñü X(t, θ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàò�

ðèöà (1.13).

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè (1.28), (1.29)

ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè ñëåäóþùåãî

âèäà:

Çàäà÷à 1.4. Äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t) + C(t)v(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1, (1.30)

íàéòè óïðàâëåíèå U(·) èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè BV ([t0, t1];R
m(k+1)), ìè�

íèìèçèðóþùåå �óíêöèîíàë

J(U) = Var
[t0, t1+0)

U(·),
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ãäå

U(t) =
(
UT
0 (t) UT

1 (t) · · · UT
k (t)

)T
. (1.31)

Ïàðàìåòðû B(t), x0, x1 ñèñòåìû (1.30) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû èñõîäíîé çàäà÷è 1.3

ïî �îðìóëàì (1.20), (1.22). Â �óíêöèîíàëå çàäà÷è Var
[t0, t1+0)

U(·) � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ âèäà (1.4).

Ïðè ýòîì îáîáù¼ííîå óïðàâëåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1.28), (1.29) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåä�

ñòàâëåíèÿ îáîáù¼ííîé �óíêöèè ÷åðåç �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (1.5):

u =

k∑

j=0

(−1)j
dj+1Uj(t)

dtj+1
, (1.32)

ãäå U0, . . . , Uk � êîìïîíåíòû óïðàâëåíèÿ (1.31), ïîëó÷åííîãî â çàäà÷å 1.4.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.28) ïðè èçâåñòíîì

äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u è ðåàëèçàöèè ïîìåõè v(·). Òîãäà îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâ�

íåíèÿ (1.30), ïîëó÷åííîì ïðè òðàåêòîðèÿõ óïðàâëåíèÿ U(·), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâ�

ëåíèþ îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ ÷åðåç �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (1.32).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [24℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.28), (1.29) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì

çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t) (1.33)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = x0, x(t1) = x1 −
t1∫

t0

X(t1, s)C(s)v(s)ds

è �óíêöèîíàëîì

J(U) = Var
[t0, t1+0)

U(·).

Â (1.33) âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ y(t) = x(t) +
t∫
t0

X(t, s)C(s)v(s)ds. Òîãäà

dy(t) = dx(t) + C(t)v(t)dt+

t∫

t0

A(t)X(t, s)C(s)v(s)dsdt = A(t)y(t)dt−

− A(t)

t∫

t0

X(t, s)C(s)v(s)dsdt+B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt+

t∫

t0

A(t)X(t, s)C(s)v(s)dsdt =

= A(t)y(t)dt+B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïåðåõîäÿò â y(t0) = x0 y(t1) = x1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî y(t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.4.
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Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè â äðóãîì

âèäå, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

ẋ = A(t)x+B(t)u+ C(t)v(t) + f (α)
(1.34)

è �óíêöèîíàë

J(u, f (β)) = G∗[u] + Φ(f (β)) → min, (1.35)

ãäå G∗[u] � íîðìà âèäà (1.7), Φ(·) � íåêîòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ, âûïóêëàÿ, çàìêíóòàÿ �óíêöèÿ.

Ââåä¼ì ϕ(x) = min

{
Φ(f (β))

∣∣∣
k∑
j=0

LA,j(tβ)βj = x

}
, ãäå LA,j îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(1.21). Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.34), (1.35) ñëåäóåò

ïåðåéòè ê çàäà÷å

dx(s) = A(s)x(s)ds+B(s)dU(s) + C(s)v(s)ds, x(t0) = x0 (1.36)

ñ �óíêöèîíàëîì

J(U(·), x(t1 + 0)) = Var
[t, t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)) → min . (1.37)

1.1.6 Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûìè óïðàâëåíè�

ÿìè ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äåëüòà-�óíê�

öèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ

u(t) =

N∑

i=1

k∑

j=0

pijδ
(j)(t− τi). (1.38)

�àññìàòðèâàåìûå èìïóëüñíûå è îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìãíîâåííûå

âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó. Áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè íàçûâàþò îãðàíè÷åííûå àïïðîêñèìàöèè

èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, âîçäåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó â òå÷åíèå ìàëîãî âðåìåíè.

Ïóñòü∆j
hij

(t− τi)� àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δ(j)(t−τi), äåéñòâóþùàÿ
íà îòðåçêå [τi − hij , τi + hij ], òî åñòü íà ýòîì îòðåçêå àïïðîêñèìàöèÿ íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà

áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå (1.38) áûñòðûì óïðàâëåíèåì âèäà

u∆(t) =

N∑

i=1

k∑

j=0

uhij∆
j
hij

(t− τi), (1.39)

ãäå êîý��èöèåíòû hij è uhij , à òàêæå âèä �óíêöèé ∆j
hij

(t) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè áûñò�

ðîãî óïðàâëåíèÿ. Ïàðàìåòðû ïîäáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è: íàïðèìåð,

ýòî ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíèå íà ñóììàðíîå âðåìÿ, êîãäà óïðàâëåíèå (1.39) íå íóëåâîå, ëèáî

îãðàíè÷åíèå íà íîðìó óïðàâëåíèÿ max
t

‖u∆(t)‖ è äð. Òàêæå ìîãóò ïðåäúÿâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûå
òðåáîâàíèÿ íà ïîñòðîåíèå ñàìèõ àïïðîêñèìàöèé ∆j

hij
äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ, â

÷àñòíîñòè, íà àïïðîêñèìàöèè ∆j
hij

ìîãóò áûòü íàëîæåíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè,
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ãëàäêîñòè èõ ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. Àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè ìîæíî

ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè äåëüòîîáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [7℄.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fν(t) íàçûâàþò äåëüòîîáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñ�

ëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî M > 0: |
b∫
a

fν(t)dt| 6 CM ñðàçó äëÿ âñåõ ν, ïðè ëþáûõ |a| 6 M, |b| 6M , ãäå

CM � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò a, b, ν.

2. Ïðè ëþáûõ a 6= 0, b 6= 0:

lim
ν→∞

∫ b

a

fν(t)dt =

{
0, ïðè a < b < 0 è 0 < a < b,
1, ïðè a < 0 < b.

Ïðèìåðîì äåëüòîîáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü �óíêöèè [7℄:

fν(t) =
1

π

ν

t2 + ν2
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

fν(t) → δ(t) ïðè ν → ∞ (1.40)

Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè fν(t) ïîëó÷àþòñÿ äåëüòîîáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿ�

ùèåñÿ ê ïðîèçâîäíûì äåëüòà-�óíêöèè. Íàïðèìåð,

f ′
ν(t) = −

2

π

νt

(t2 + ν2)2
→ δ′(t) ïðè ν → ∞. (1.41)

Â (1.40) è (1.41) ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáù¼ííûõ �óíêöèé, òî åñòü

b∫
a

fν(t)ξ(t)dt→
β∫
α

δ(t)ξ(t)dt = ξ(0),

b∫
a

f ′
ν(t)ξ(t)dt→

β∫
α

δ′(t)ξ(t)dt = −ξ′(0),
ïðè ν → ∞

äëÿ ëþáîé ξ(t) ∈ Dk[α, β], ò.å. k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì íà èíòåðâàëå (α, β). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [a, b] ⊂ [α, β].

Â ðàáîòå [52℄ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèè ∆n
h (t) äåëüòà�

�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ:





∆0
h (t) =

1

2h
I[−h, h](t),

∆n
h(t) =

1

2h

(
∆n−1
h (t+ h)−∆n−1

h (t− h)
)
, n = 1..k.

(1.42)

Çäåñü I[−h, h](t) =

{
1, åñëè t ∈ [−h, h]
0, èíà÷å

. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî h � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷è�

íà. Íà ðèñóíêå 1.1 ïîêàçàíû àïïðîêñèìàöèè (1.42) äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè äàííîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ íèêà�

êèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäóëü óïðàâëåíèÿ èëè äëèòåëüíîñòü âîçäåéñòâèÿ íå íàêëàäûâàëèñü. Â
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�èñ. 1.1: Àïïðîêñèìàöèè (1.42) äåëüòà-�óíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ äî 5-îãî ïîðÿäêà, h = 0.55.

ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè è ìîäóëü max
t

|∆n
h(t)|, è îáùàÿ äëèòåëüíîñòü T áûñòðîãî óïðàâ�

ëåíèÿ, òî åñòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîãäà îíî íå ðàâíî íóëþ, âîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè n

� ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè, à èìåííî:





T = 2h(n+ 1),

max
t

|∆n
h(t)| =

C +O(h)

hn+1
,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, 0 < h < 1. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ n-îé

ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè ∆n
h(t) ïîäðàçóìåâàåò n ïåðåêëþ÷åíèé îãðàíè÷åííîãî óïðàâëå�

íèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå èëè íàîáîðîò. Óïðàâëåíèå èç ïðèâåä¼ííîãî

ïðèìåðà îáëàäàåò äîâîëüíî ïðîñòîé ñòðóêòóðîé è ëèíåéíûì ðîñòîì êîëè÷åñòâà ïåðåêëþ÷å�

íèé â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè, îäíàêî íè ìîäóëü íè äëèòåëü�

íîñòü óïðàâëåíèÿ íå çà�èêñèðîâàíû, ÷òî ìîæåò ñäåëàòü åãî íåóäîáíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ â

çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åííûì âðåìåííûì îòðåçêîì èëè ñèëîé âîçäåéñòâèÿ.

1.2 �àçðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì

Êàê ïðàâèëî, èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, îãðàíè÷åí,

õîòÿ îí ìîæåò è íå áûòü çà�èêñèðîâàííûì çàðàíåå, êàê íàïðèìåð â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì, íàêëàäûâàåìûì íà áûñòðûå óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îãðà�



23

íè÷åííîñòü îòðåçêà âðåìåíè, íà êîòîðîì äåéñòâóåò óïðàâëåíèå. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ïîçâîëÿåò

ïîñòàâèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ, äåéñòâóþ�

ùèõ íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåñóðñû óïðàâëåíèÿ â ëþáîé ïðàêòè÷åñêîé

çàäà÷å òàêæå îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èìååò ñìûñë èñêàòü àïïðîêñè�

ìàöèè ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì.

�åçóëüòàòû, ïðèâåä¼ííûå â äàííîì ðàçäåëå, îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [60℄ â ñîàâ�

òîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Â äàííîé ðàáîòå íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1.5 è å¼ ñâåäåíèå ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ (1.43), (1.44). Äîêà�

çàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.5. Íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ∆n
h(t) n-îé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) íà îò�

ðåçêå [−h, h] ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì àïïðîêñèìàöèè, n > 0.

Çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ [3, 17℄ ñëåäóþùåãî âèäà.

{
µ→ inf,
|∆n

h(t)| 6 µ, t ∈ [−h, h], (1.43)





h∫
−h

∆n
h (t) t

jdt = 0, j = 0 . . . n− 1,

h∫
−h

∆n
h (t) t

ndt = (−1)nn!

(1.44)

Â (1.43) ∆n
h(t) îáîçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ δ(n)(t), äåéñòâóþùóþ íà îòðåçêå [−h, h], òî

åñòü, îòëè÷íóþ îò íóëÿ íà ýòîì îòðåçêå. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (1.44) îáåñïå÷èâàþò

ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ê äåëüòà-�óíêöèè èëè å¼ ïðîèçâîäíûì.

Òåîðåìà 1.4. �åøåíèå çàäà÷è 1.5, ñ�îðìóëèðîâàííîé â âèäå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (1.43),

(1.44), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆n
h(t) =

1

4
(−1)nn!

(
2

h

)n+1

signUn

(
t

h

)
, (1.45)

ãäå Un(·) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà: Un (s) = cos (n · arccos s) [31℄. Ïîëó÷åííàÿ
�óíêöèÿ ∆n

h(t) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé n-îé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) ñ ìèíè�

ìàëüíûì ìîäóëåì àïïðîêñèìàöèè ïðè �èêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè [−h, h], n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ∆n
h(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå t ∈ [−h, h]. Âûïîëíèì çàìåíó ïåðå�

ìåííûõ s =
t

h
. Òîãäà íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ s ∈ [−1, 1]. Ïðåäñòàâèì ∆n

h(t) â âèäå

∆n
h(t) = (−1)nn!h−(n+1)∆n

(
t

h

)
.
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Òîãäà �óíêöèÿ ∆n(s) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è





µ→ inf,
|∆n(s)| 6 µ, s ∈ [−1, 1],
1∫

−1

∆n(s)sjds = 0, j = 0, . . . , n− 1,

1∫
−1

∆n(s)snds = 1.

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ:





µ→ inf,
‖∆n(·)‖L∞[−1,1] 6 µ,

〈∆n(·), sj〉 = cj , j = 0, . . . , n,
c0 = · · · = cn−1 = 0,
cn = 1.

(1.46)

Ïðîñóììèðóåì òðåòüå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (1.46) äëÿ âñåõ j = 0, . . . , n, ïðåäâàðèòåëüíî äî�

ìíîæèâ íà íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû pj. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

∫ 1

−1

∆n(s)

( n∑

j=0

pjs
j

)
dt =

n∑

j=0

pjcj .

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Pn(s) =
n∑
j=0

pjs
j
è ïåðåïèøåì ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

∫ 1

−1

∆n(s)Pn(s)ds =
n∑

k=0

pkck.

Îöåíèì ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

∣∣∣∣
∫ 1

−1

∆n(s)Pn(s)ds

∣∣∣∣ 6 ‖∆n(·)‖L∞[−1,1] · ‖Pn(·)‖L1[−1,1] 6 µ ‖Pn(·)‖L1[−1,1] .

Ïîëó÷èì

µ >

∑n
k=0 pkck∥∥∥

∑n
j=0 pjs

j

∥∥∥
L1[−1,1]

, äëÿ âñåõ p ∈ Rn+1.

Ìèíèìàëüíîå µ, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

µ∗ = sup
p∈Rn+1

∑n
k=0 pkck∥∥∥

∑n
j=0 pjs

j

∥∥∥
L1[−1,1]

.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ c0 = · · · = cn−1 = 0, cn = 1, òî

µ∗ = sup
p∈Rn+1

pn∥∥∥
∑n

j=0 pjs
j

∥∥∥
L1[−1,1]

= sup
p∈Rn+1

1∥∥∥
∑n

j=0(pj/pn)s
j

∥∥∥
L1[−1,1]

. (1.47)

Â (1.47) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî pn 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ÷èñëèòåëå áóäåò 0, è

î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ñóïðåìóì ïî p äîñòèãàòüñÿ íå áóäåò.
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Ïóñòü ñóïðåìóì â (1.47) äîñòèãàåòñÿ íà ìíîãî÷ëåíå P ∗
n(s) =

∑n
j=0 p

∗
js
j
. Èç (1.47) ñëåäóåò,

÷òî ìíîãî÷ëåí P ∗
n(s) îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé íîðìîé â L1[−1, 1] ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì 1. Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ,

ìíîãî÷ëåíîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà n-îé ñòåïåíè Un(s). Ñëåäîâàòåëüíî, P
∗
n(s) = 2−nUn(s).

Íîðìà ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ðàâíà ‖Un(s)‖L1[−1,1] = 2.

Òàêèì îáðàçîì,

µ∗ = 1/
(
‖P ∗

n(s)‖L1[−1,1]

)
= 2(n−1).

Ïîñëå âîçâðàòà ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:

∆n
h(t) = (−1)nn!h−(n+1)∆n

(
t

h

)
= (−1)nn!h−(n+1)µ∗ signP ∗

n

(
t

h

)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∆n
h(t) =

1

4
(−1)nn!

(
2

h

)n+1

signUn

(
t

h

)
. (1.48)

Ôóíêöèÿ (1.48) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè ±1

4
n!

(
2

h

)n+1

. Òî÷�

êè ïåðåìåíû çíàêà îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà tk = −h cos πk
n+1

, k = 0 . . . n+1

[31℄. Íà ðèñóíêå 1.2 ïîêàçàíû àïïðîêñèìàöèè (1.48) äëÿ äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ

äî ïÿòîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 1.5. Óñëîâèÿ (1.44) îáåñïå÷èâàþò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ∆n
h(t) ê n-îé

ïðîèçâîäíûé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ îòðåçêà âðåìåíè, íà êîòîðîì

äåéñòâóåò àïïðîêñèìàöèÿ, à èìåííî

h∫

−h

∆n
h(t)ξ(t)dt→

β∫

α

δ(n)(t)ξ(t)dt = (−1)nξ(n)(0), ïðè h→ 0

äëÿ ëþáîé ξ(t) ∈ Dk[α, β], n ≤ k, ò.å. k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ êîì�

ïàêòíûì íîñèòåëåì íà èíòåðâàëå (α, β). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [−h, h] ⊂ [α, β].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ξ(t) ñïðàâåä�

ëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

ξ(t) =
n∑

i=0

ξ(i)(0)
ti

i!
+O(tn+1), n 6 k.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì (1.44), ïîëó÷èì

h∫

−h

∆n
h(t)ξ(t)dt =

h∫

−h

∆n
h(t)

( n∑

i=0

ξ(i)(0)
ti

i!
+O(tn+1)

)
dt =

n∑

i=0

ξ(i)(0)

i!

h∫

−h

∆n
h(t)t

idt+
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−1 0 1

−0.5

0

0.5

∆0(t)

−1 0 1

−1

−0.5

0

0.5

1

∆1(t)

−1 0 1

−4

−2

0

2

4

∆2(t)

−1 0 1

−20

−10

0

10

20

∆3(t)

−1 0 1

−200

−100

0

100

200

∆4(t)

−1 0 1

−2000

−1000

0

1000

2000

∆5(t)

�èñ. 1.2: Àïïðîêñèìàöèè (1.45) ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì íà îòðåçêå âðåìåíè [−1, 1]. Âíå ýòîãî
îòðåçêà àïïðîêñèìàöèè ðàâíû íóëþ.
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+

h∫

−h

∆n
h(t)O(t

n+1)dt = (−1)nξ(n)(0) +

h∫

−h

∆n
h(t)O(t

n+1)dt.

Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

∣∣∣∣

h∫

−h

∆n
h(t)O(t

n+1)dt

∣∣∣∣ 6 max
t∈[−h,h]

|∆n
h(t)|

∣∣∣∣

h∫

−h

O(tn+1)dt

∣∣∣∣ 6 µ

∣∣∣∣

h∫

−h

O(tn+1)dt

∣∣∣∣ → 0 ïðè h→ 0.

Òàêèì îáðàçîì,

h∫

−h

∆n
h(t)ξ(t)dt→

∞∫

−∞

δ(n)(t)ξ(t)dt = (−1)nξ(n)(0), ïðè h→ 0.

Ïîëó÷åííûå àïïðîêñèìàöèè (1.48) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: âðåìÿ äåéñòâèÿ

àïïðîêñèìàöèè T �èêñèðîâàíî T = 2h. Ìîäóëü àïïðîêñèìàöèè max
t

|∆n
h(t)| = C

2n−1

hn+1
n!, ãäå

C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ∆n
h(t) òðåáóåòñÿ n ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ.

Ïðåèìóùåñòâî (1.48) íàä ïåðâîíà÷àëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè (1.42) â òîì, ÷òî âðåìÿ äåé�

ñòâèÿ T ñòàëî �èêñèðîâàííûì, îäíàêî ìîäóëü (1.48) àïïðîêñèìàöèè ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì â

àïïðîêñèìàöèè (1.42).

1.3 �ëàäêèå àïïðîêñèìàöèè ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì k-îé

ïðîèçâîäíîé

�åçóëüòàòû, ïðèâåä¼ííûå â äàííîì ðàçäåëå, îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [60℄ â ñîàâòîð�

ñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Â äàííîé ðàáîòå íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1.6 è å¼ ñâåäåíèå çàäà÷ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ (1.51). Äîêà�

çàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

Àïïðîêñèìàöèè âèäà (1.45), îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êó�

ñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè. Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ öåëåñîîáðàçíî òðåáîâàòü íåïðå�

ðûâíîñòè èëè ãëàäêîñòè óïðàâëåíèÿ èëè äàæå ãëàäêîñòè ïðîèçâîäíûõ óïðàâëåíèÿ äî íåêî�

òîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.6. Íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ∆n
h, k(t) n-îé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) íà

îòðåçêå [−h, h], êîòîðàÿ áûëà áû (k− 1) ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, ñ ìèíèìàëüíûì

ìîäóëåì ïðîèçâîäíîé (k − 1)-îãî ïîðÿäêà, n > 0, k > 1.

Áóäåì èñêàòü àïïðîêñèìàöèþ â âèäå k-êðàòíîãî èíòåãðàëà �óíêöèè gnk (t), òàê ÷òîáû

∆n
h, k(t) ∈ Ck−1[−h, h]. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ gnk (t) íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé,

îíà ìîæåò áûòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé.
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



∆n
h, k(t) =

t∫
−h

t1∫
−h

. . .
tk−1∫
−h

gnk (tk)dtkdtk−1 . . . dt1,

|gnk (t)| 6 µ.

(1.49)

Çäåñü t1, . . . , tk � ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, íà ãëàäêèå àïïðîêñèìàöèè (1.49) íàëîæèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ:

äåéñòâèå àïïðîêñèìàöèé íà ïîëèíîìû ñòåïåíè n äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê è äåéñòâèå

äåëüòà-�óíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, àíàëîãè÷íûå îãðàíè÷åíèÿì (1.44), êîòîðûå èñïîëüçîâà�

ëèñü äëÿ ðàçðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé:





h∫
−h

∆n
h, k(t)t

jdt = 0, j = 0, . . . , n− 1,

h∫
−h

∆n
h, k(t)t

ndt = (−1)nn!

(1.50)

Òåîðåìà 1.6. �åøåíèå çàäà÷è 1.6, çàïèñàííîé â �îðìå (1.49), (1.50), ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì

èíòåãðàëîì îò �óíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðàçðûâíîé àïïðîêñèìàöèåé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì

äëÿ ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè (n + k)-îãî ïîðÿäêà, ∆n+k
h (t) :

∆n
h, k(t) =

1

(k − 1)!

t∫

−h

∆n+k
h (τ)(t− τ)k−1dτ,

ãäå

∆n+k
h (t) = 1

4
(−1)n+k

(
2
h

)n+k+1
(n+ k)! signUn+k

(
t

h

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì çàäà÷ó (1.49) ñ îãðàíè÷åíèÿìè

(1.50) ìîæíî ïðèâåñòè ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äëÿ k-îé ïðîèçâîäíîé gnk (t) àïïðîêñèìàöèè

∆n
h, k(t):





µ→ inf,
|gnk (t)| 6 µ, t ∈ [−h, h],
h∫

−h

gnk (t)t
jdt = 0, j = 0, . . . , n+ k − 1,

h∫
−h

gnk (t)t
n+kdt = (−1)n+k(n + k)!

(1.51)

Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ k = 1. Ïðè k > 1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, íî èíòåãðè�

ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè íåñêîëüêî ðàç.

�àññìîòðèì âûðàæåíèÿ (1.50) ïðè k = 1:




h∫
−h

∆n
h,1(t)dt = 0,

h∫
−h

∆n
h,1(t)tdt = −n.

(1.52)

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (1.52):
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h∫

−h

∆n
h,1(t)dt =

h∫

−h

t∫

−h

gn1 (t1)dt1dt =

t∫

−h

gn1 (t1)dt1t
∣∣∣
h

t=−h
−

h∫

−h

gn1 (t)tdt =

h∫

−h

gn1 (t)hdt−

−
h∫

−h

gn1 (t)tdt = h

h∫

−h

gn1 (t)dt−
h∫

−h

gn1 (t)tdt = 0

Îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

h∫

−h

gn1 (t)dt = 0 è

h∫

−h

gn1 (t)tdt = 0. (1.53)

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ðàâåíñòâî â (1.52):

h∫

−h

∆n
h,1(t)tdt =

h∫

−h

t∫

−h

gn1 (t1)dt1tdt =

t∫

−h

gn1 (t1)dt1
t2

2

∣∣∣
h

t=−h
−

h∫

−h

gn1 (t)
t2

2
dt =

h∫

−h

gn1 (t)
h2

2
dt−

−
h∫

−h

gn1 (t)
t2

2
dt =

h2

2

h∫

−h

gn1 (t)dt−
1

2

h∫

−h

gn1 (t)t
2dt = −n

Îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

h∫

−h

gn1 (t)tdt = 0 è

h∫

−h

gn1 (t)t
2dt = 2n. (1.54)

Èç (1.53) è (1.54) ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (1.51).

Èç òåîðåìû 1.4 ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèåì ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (1.51) áóäåò �óíêöèÿ

gnk (t) = ∆n+k
h (t) = 1

4
(−1)n+k

(
2
h

)n+k+1
(n+ k)!signUn+k

(
t

h

)
. (1.55)

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.49) ïîëó÷àåì, ÷òî (k−1) ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ àïïðîê�

ñèìàöèÿ ∆n
h, k(t) ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè n-îãî ïîðÿäêà δ(n)(t) ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì èí�

òåãðàëîì îò �óíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðàçðûâíîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíîé ∆n+k
h (t) äåëüòà�

�óíêöèè (n+ k)-îãî ïîðÿäêà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆n
h, k(t) =

1

(k − 1)!

t∫

−h

∆n+k
h (τ)(t− τ)k−1dτ. (1.56)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ k = 1:

∆n
h,1(t) =

t∫

−h

gn1 (τ)dτ =

t∫

−h

∆n+1
h (τ)dτ.

Ïðè k = 2:
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�èñ. 1.3: Àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè (ñëåâà) è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (ñïðàâà): íåïðå�

ðûâíûå è ãëàäêèå.

∆n
h, 2(t) =

t∫

−h

t1∫

−h

gn2 (t2)dt2dt1 =

t1∫

−h

gn2 (t2)dt2t1

∣∣∣
t

t1=−h
−

t∫

−h

gn2 (t1)t1dt1 =

=

t∫

−h

gn2 (t2)dt2t−
t∫

−h

gn2 (t1)t1dt1 =

t∫

−h

(t− τ)gn2 (τ)dτ.

Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

(1.56) è ïðè k > 2.

Àïïðîêñèìàöèè ∆n
h, k(t) (1.56) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè ñ

ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà k, èìåþùèå (k − 1) íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êàõ ñòûêîâêè.

Êîý��èöèåíòû ýòèõ ïîëèíîìîâ ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëàì (1.55) è (1.56).

Íà ðèñóíêå 1.3 ïðèâåäåíû àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè (ñëåâà) è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîä�

íîé (ñïðàâà): íåïðåðûâíûå (âåðõíèé ðÿä) è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå àïïðîêñèìàöèè

(íèæíèé ðÿä). Íà ðèñóíêå 1.4 ïðèâåäåíû àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé δ(2)(t) (ñëåâà)

è òðåòüåé ïðîèçâîäíîé δ(3)(t) (ñïðàâà): íåïðåðûâíûå (âåðõíèé ðÿä) è íåïðåðûâíî äè��åðåí�

öèðóåìûå àïïðîêñèìàöèè (íèæíèé ðÿä).

Òåîðåìà 1.7. Óñëîâèÿ (1.55) îáåñïå÷èâàþò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ∆n
h,k(t) ê

n-îé ïðîèçâîäíûé äåëüòà-�óíêöèè δ(n)(t) ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ îòðåçêà âðåìåíè, íà êî�
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�èñ. 1.4: Àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà: íåïðå�

ðûâíûå è ãëàäêèå.

òîðîì äåéñòâóåò àïïðîêñèìàöèÿ, à èìåííî

h∫

−h

∆n
h, k(t)ξ(t)dt→

β∫

α

δ(n)(t)ξ(t)dt = (−1)nξ(n)(0), ïðè h→ 0

äëÿ ëþáîé ξ(t) ∈ Ds[α, β], n ≤ s, ò.å. s ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ êîì�

ïàêòíûì íîñèòåëåì íà èíòåðâàëå (α, β). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [−h, h] ⊂ [α, β].

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5.

Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé èìïóëüñ�

íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé ñëåäóåò èçó÷èòü, êàê âëèÿåò çàìåíà δ(n)(t) å¼ àïïðîêñè�

ìàöèåé ∆n
h, k(t) íà òðàåêòîðèþ x(t).

1.4 Èñïîëüçîâàíèå áûñòðûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å óïðàâ�

ëåíèÿ áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì

ẋ = A(t)x+B(t)u+ f (α) − f (β),

êîòîðàÿ áûëà ðàññìîòðåíà â ðàçäåëå 1.1.3. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âìåñòî îáîáù¼ííûõ,

ò.å. íåîãðàíè÷åííûõ, óïðàâëåíèé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå â áûñòðûõ, ò.å. îãðàíè÷åííûõ,

óïðàâëåíèÿõ. Òîãäà îò óðàâíåíèÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ ìîæíî ïåðåéòè ê äè��åðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ:

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t0) = x0, x(t1) = x1, (1.57)
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ãäå x0, x1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (1.22). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì óïðàâëåíèÿ

÷åðåç ïðîèçâîäíûå �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (êîòîðîå âåðíî è äëÿ îãðàíè÷åííûõ

óïðàâëåíèé)

u =
k∑

j=0

(−1)j
dj+1Uj
dtj+1

è ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1.1.3:

dx(t) = A(t)x(t)dt+B(t)dU(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1, (1.58)

ãäå B(t) =
(
L0(t) L1(t) · · · Lk(t)

)
, U(t) =

(
UT
0 (t) UT

1 (t) · · · UT
k (t)

)T
.

Â ðàáîòå [12℄ ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.57)

â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ âèäà (1.42), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè.

Ïðèâåä¼ì çäåñü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîÿñíèì íà ïðèìåðå.

Çàïèøåì �îðìóëó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.58)

x(θ + 0) = X(θ, t0)x0 +

k∑

j=0

θ+0∫

t0

X(θ, t)Lj(t)dUj(t). (1.59)

Â ðàáîòå [12℄ ïðåäëàãàåòñÿ çàïèñàòü �óíêöèè Lj(t), âõîäÿùèå â (1.59), â âèäå

Lj(t) =

β∫

α

X(t, τ)B(τ)δ(j)(τ − t)dτ

è çàìåíèòü äåëüòà-�óíêöèþ è å¼ ïðîèçâîäíûå íà àïïðîêñèìàöèè ∆j
h(t) âèäà (1.42). Äëÿ

óäîáñòâà îïðåäåëèì àïïðîêñèìàöèè òàê, ÷òîáû îíè áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ íå íà îòðåçêå

[−h(j + 1), h(j + 1)], êàê â öèòèðóåìîé ðàáîòå, à íà îòðåçêå [0, 2h(j + 1)]. Òàêèì îáðàçîì,

ïóñòü àïïðîêñèìàöèè ∆j
h(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè





∆0
h (t) =

1

2h
I[0, 2h](t),

∆j
h(t) =

1

2h

(
∆j−1
h (t)−∆j−1

h (t− 2h)
)
, j = 1, . . . , k.

(1.60)

Òîãäà ââåä¼ì �óíêöèè

Mj(t) =

t+2h(j+1)∫

t

X(t, τ)B(τ)∆(j)(τ − t)dτ (1.61)

è ïîäñòàâèì èõ â �îðìóëó Êîøè (1.59) âìåñòî Lj(t). Òàêæå èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ: �àçî�

âóþ ïåðåìåííóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç y, à óïðàâëåíèå � ÷åðåç U (y)
. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

îäíîðîäíîé ñèñòåìû X(θ, t) íå èçìåíÿåòñÿ.

y(θ + 0) = X(θ, t0)y0 +
k∑

j=0

θ+0∫

t0

X(θ, t)Mj(t)dU
(y)
j (t). (1.62)



33

Ôîðìóëà (1.62) ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé Êîøè äëÿ ñèñòåìû

dy(t) = A(t)y(t)dt+M(t)dU (y)(t), (1.63)

ãäå M(t) =
(
M0(t) M1(t) · · · Mk(t)

)
.

Â ðàáîòå [12℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìîùè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû (1.63) ìîæíî

ïîëó÷èòü áûñòðîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1.57) òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êîíå÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè �àçîâûå êîîðäèíàòû äëÿ ýòèõ ñèñòåì áóäóò ñîâïàäàòü. Äàííîå óòâåðæäåíèå

ïðèâåäåíî â [12℄ äëÿ îãðàíè÷åííîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (1.63), òî åñòü, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

u(y) =
dU (y)

dt
îãðàíè÷åíî. Åñëè ñíÿòü ýòî òðåáîâàíèå, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå áóäåò

âåðíî â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà. Ïðèâåä¼ì �îðìóëèðîâêó òåîðåìû èç [12℄ áåç

òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü U (y)(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [θ, θ+2h(k+1)]. Òîãäà y(θ+2h(k+1)) = x(θ+2h(k+

1)), ãäå y(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.63) ïðè óïðàâëåíèè U (y)(t) = (U
(y)
0 (t), . . . , U

(y)
k (t)), à

x(t) � òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1.57) ïðè óïðàâëåíèè

u(t) =
k∑

j=0

t∫

t0

∆j
h(t− τ)dU

(y)
j (τ). (1.64)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ íåîá�

õîäèìî:

• Âûáðàòü âèä àïïðîêñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè. Â ðàáîòå [12℄ èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî�

íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè âèäà (1.60). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé

òåîðåìå 1.8, îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ óïðàâëåíèé âèäà (1.45) è (1.56) ðàçëè÷íîé ñòåïåíè

ãëàäêîñòè, ïîëó÷åííûõ ðàíåå â ýòîé ãëàâå.

• Âû÷èñëèòü �óíêöèè M j
h(t) (1.61) è ïåðåéòè ê ñèñòåìå (1.63).

• Äëÿ ñèñòåìû (1.63) ïîñòðîèòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå U(t). Óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü

êàê ïðîãðàììíûì, òàê è â âèäå ñèíòåçà.

• Ïî �îðìóëå (1.64) ïåðåéòè ê áûñòðûì (îãðàíè÷åííûì) óïðàâëåíèÿì äëÿ èñõîäíîé ñè�

ñòåìû (1.57).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ [12℄, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ àïïðîêñèìàöèé âèäà

(1.45) è (1.56).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.57) â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ:

êîãäà óïðàâëåíèÿ � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè, ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì íà �èêñèðî�

âàííîì îòðåçêå âðåìåíè, ëèáî êîãäà óïðàâëåíèÿ � íåïðåðûâíûå èëè ãëàäêèå �óíêöèè ñ

ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé, ñëåäóåò âûáðàòü êîíêðåòíûé âèä àï�

ïðîêñèìàöèè (1.45) èëè (1.56). Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèè íóæíîãî
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âèäà îòëè÷íû îò íóëÿ íà îòðåçêå [0, 2h], à íå [−h, h] (òàêèå àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷àþòñÿ èç

(1.45) èëè (1.56) î÷åâèäíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé). Äàëåå ñëåäóåò ñ�îðìèðîâàòü ñèñòåìó âèäà

(1.63), ãäå �óíêöèè M0(t), . . . ,Mk(t) ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûáðàííûõ àïïðîêñèìàöèé â

(1.61). Òîãäà áóäåò âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü U (y)(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [θ, θ+2h]. Òîãäà y(θ+2h) = x(θ+2h), ãäå y(t) � òðà�

åêòîðèÿ ñèñòåìû (1.63) ïðè óïðàâëåíèè U (y)(t) = (U
(y)
0 (t), . . . , U

(y)
k (t)), à x(t) � òðàåêòîðèÿ

èñõîäíîé ñèñòåìû (1.57) ïðè óïðàâëåíèè

u(t) =

k∑

j=0

t∫

t0

∆j
h(t− τ)dU

(y)
j (τ),

ãäå â êà÷åñòâå ∆j
h ïîäñòàâëåíû áûñòðûå óïðàâëåíèÿ âèäà (1.45) èëè (1.56).

1.5 Ïðèìåðû

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåíåíèå èìïóëüñíûõ è îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé, à

òàêæå ïåðåõîä ê áûñòðûì óïðàâëåíèÿì â çàäà÷àõ áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êîëåáàòåëüíîé ñè�

ñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. �åøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé

ïîäðîáíî îïèñàíî â [17℄. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà. Òàêæå ðàññìîòðèì

ðåøåíèå çàäà÷è â îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèÿõ, êîãäà â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ, ïîìèìî äåëüòà�

�óíêöèé, äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñëå ýòîãî ìû ïîêàæåì, êàê

âûïîëíèòü ïåðåõîä ê áûñòðûì óïðàâëåíèÿì (ïî ñõåìå, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå) è

ïîëó÷èì áûñòðîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèé âèäà (1.42) è

(1.56).

1.5.1 Ïðèìåíåíèå èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ

�àññìîòðèì äâèæåíèå ãðóçà íà ïðóæèíå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Îäèí èç êîíöîâ ïðó�

æèíû çàêðåïëåí. Òîãäà äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

mẍ = −kx,

ãäå x � ñìåùåíèå ãðóçà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0, m � ìàññà ãðóçà, k

� êîý��èöèåíò æ¼ñòêîñòè ïðóæèíû. Îáîçíà÷èâ ñìåùåíèå ãðóçà çà x1 è ñêîðîñòü ẋ = x2,

ïåðåéäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé {
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −ω2x1,

ãäå ω2 =
k

m
. Ïóñòü ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïðóæèíû ïðèëîæåíî îáîáù¼ííîå óïðàâëÿþùåå âîç�

äåéñòâèå U(·). Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå (1.11):

{
dx1 = x2dt,
dx2 = −ω2x1dt+ dU.

(1.65)
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�èñ. 1.5: Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå U(t)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà îòðåçêå âðåìåíè [t0, t1] = [0,
π

ω
]. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìî�

ìåíò (x1(0), x2(0)) = (x01, x
0
2), è äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x01,2 > 0. Çàäà÷à ñîñòîèò â óñïîêîåíèè

ñèñòåìû, ò.å. ïðèâåäåíèè â ïîëîæåíèå (x1(t1), x2(t2)) = (0, 0), ñ ìèíèìàëüíûì èìïóëüñîì

ñèëû Var
[t0,t1]

U(·) → min.

�åøåíèå çàäà÷ òàêîãî âèäà â êëàññå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé ïîäðîáíî îïèñàíî â ðàáîòå

[17℄. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ìåòîäîì è ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå

ðàâíî

U(t) =

{
0, ïðè t0 6 t 6 τ,√
ω2(x01)

2 + (x02)
2, ïðè τ < t 6 t1,

(1.66)

ãäå τ =
1

ω

(π
2
+ arctg

x02
x01ω

)
. Ïðè ýòîì èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå

u(t) =
dU

dt
=

√
ω2(x01)

2 + (x02)
2δ(t− τ). (1.67)

Â ìîìåíò τ , êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå, âûïîëíÿåòñÿ:





sinωτ =
ωx01√

ω2(x01)
2 + (x02)

2
,

cosωτ =
x02√

ω2(x01)
2 + (x02)

2
.

(1.68)

Íà ðèñóíêå 1.5 ïîêàçàíî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå U(t) (1.66), ïîëó÷åííîå â ðàññìàòðè�

âàåìîì ïðèìåðå ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: x01 = x02 = 1, ω = 3.

Îïèøåì �èçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííîãî óïðàâëåíèÿ. Äâèæåíèå ñèñòåìû (1.65) ïðîèñõî�

äèò ïî çàêîíó 



x1(t) = x01 cosωt+
x02
ω
sinωt,

x2(t) = −ωx01 sinωt+ x02 cosωt.

Ê ìîìåíòó τ ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (1.68), ñèñòåìà
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áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ:

{
x1(τ) = 0,

x2(τ) = −
√
ω2(x01)

2 + (x02)
2.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (1.67) ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü, à êîîðäè�

íàòà íå èçìåíÿåòñÿ: {
x1(τ + 0) = 0,
x2(τ + 0) = 0,

è ãðóç îñòàíàâëèâàåòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

1.5.2 Ïðèìåíåíèå îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé äåëüòà�

�óíêöèè

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (1.65) äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ

íå òîëüêî äåëüòà-�óíêöèè, íî è ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè. Òîãäà íàäî çàïèñàòü

çàäà÷ó â îáùåì âèäå (1.18) è ïåðåéòè ê ñèñòåìå ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, êàê îïèñàíî â

ðàçäåëå 1.1.3: {
dx1 = x2dt+ dU1,
dx2 = −ω2x1dt+ dU0,

(1.69)

ïðè ýòîì èñõîäíîå îáîáù¼ííîå óïðàâëåíèå u(·) ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç �óíêöèè îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè U0(·), U1(·):

u =
dU0

dt
−
d2U1

dt2
. (1.70)

Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì èç [17℄, ïîëó÷àåì, ÷òî

U0(t) = 0, U1(t) =





0, ïðè t0 6 t 6 τ,

−
√
ω2(x01)

2 + (x02)
2

ω
, ïðè τ < t 6 t1,

è óïðàâëåíèå u (1.70) áóäåò ðàâíî

u(t) =

√
ω2(x01)

2 + (x02)
2

ω
δ′(t− τ),

ãäå ìîìåíò âðåìåíè τ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé:





sinωτ =
x02√

ω2(x01)
2 + (x02)

2
,

cosωτ =
ωx01√

ω2(x01)
2 + (x02)

2
.

Â ìîìåíò τ ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ â òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñ íóëåâîé ñêî�

ðîñòüþ: 



x1(τ) =
1

ω

√
ω2(x01)

2 + (x02)
2,

x2(τ) = 0,

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà ìãíîâåííî ïåðåâîäèòñÿ â íîëü.
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1.5.3 Óïðàâëåíèå ñèñòåìîé çà íóëåâîå âðåìÿ

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðàâëåíèé, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðèìåíåíèå

äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà íóëåâîå âðåìÿ. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè îáîáù¼ííîãî óïðàâëåíèÿ

u(t) = −x02δ(t) + x01δ
′(t).

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îäíèõ òîëüêî äåëüòà-�óíêöèè, áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîä�

íîé äåëüòà-�óíêöèè, çàäà÷ó çà íóëåâîå âðåìÿ ðåøèòü íåëüçÿ (ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûé

çíà÷åíèÿõ x01, x
0
2).

1.5.4 Ïðèìåíåíèå áûñòðûõ óïðàâëåíèé

Òåïåðü ïðîèëëþñòðèðóåì ðåøåíèå çàäà÷è â êëàññå ïðîãðàììíûõ áûñòðûõ óïðàâëåíèé. Çà�

ïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà (1.65) â �îðìå îáûêíîâåííîãî äè��

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.57)

ẋ = Ax+ bu, (1.71)

ãäå u =
dU

dt
, A =

(
0 1

−ω2 0

)
, b = (0, 1)T . Óïðàâëåíèå u ïðåäïîëàãàåì îãðàíè÷åííûì.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå (1.69)

dx(t) = A(t)x(t)dt + [L0(t)L1(t)]

(
dU0(t)
dU1(t)

)
,

ãäå [L0(t)L1(t)] =

(
0 1
1 0

)
, à óïðàâëåíèÿ U0, U1 ñâÿçàíû ñ u ñîîòíîøåíèåì (1.70).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áûñòðûå óïðàâëåíèÿ âèäà (1.60):





∆0
h (t) =

1

2h
I[0, 2h](t),

∆1
h(t) =

1

4h2
(
I[0, 2h](t)− I[2h, 4h](t)

)
.

(1.72)

Íàéäåì M0(t) è M1(t) (1.61):

M0(t) =

(
−h
1

)
, M1(t) =

(
1
hω2

)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.63) áóäåò èìåòü âèä

ẋ = Ax+ [M0(t)M1(t)]

(
dU0(t)
dU1(t)

)
, (1.73)

ãäå [M0(t)M1(t)] =

(
−h 1
1 hω2

)
.

Êàê â ðàçäåëå 1.5.3, áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (1.73) çà íóëåâîå âðåìÿ. Òîãäà

ïîëó÷èì, ÷òî

U0(t) =





0, ïðè t = 0,
hω2x01 − x02
1 + h2ω2

, ïðè t = 0+,
U1(t) =





0, ïðè t = 0,
− x01 − hx02
1 + h2ω2

, ïðè t = 0 + .
(1.74)
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�èñ. 1.6: ∆0(t) è ∆1(t)
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�èñ. 1.7: Ïðèìåíåíèå ðàçðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðè h = 0.5: áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) è åãî
èíòåãðàë U(t). Âíå îòðåçêà [0, 1] óïðàâëåíèå u(t) = 0.

Ïåðåñ÷èòûâàÿ áûñòðîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1.71) ïî �îðìóëå (1.64), ïîëó�

÷èì

u(t) = q0∆
0(t) + q1∆

1(t), (1.75)

ãäå

q0 =
hω2x01 − x02
1 + h2ω2

, q1 =
x01hx

0
2

1 + h2ω2
. (1.76)

Íà ðèñóíêå 1.6 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí âèä àïïðîêñèìàöèé (1.72). Íà ðèñóíêå 1.7 ïîêàçà�

íû áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) âèäà (1.75) è U(t) =
t∫
t0

u(τ)dτ , ïîëó÷åííûå â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: h = 0.5, x01 = x02 = 1, ω = 3. Íà ðèñóíêå 1.8

� ïðè h = 0.1.

Òåïåðü ðåøèì òó æå çàäà÷ó ñ áûñòðûìè óïðàâëåíèÿìè, íàéäåííûìè â ðàçäåëå 1.3. Âîçü�

ìåì íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíêöèè è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ ìèíèìàëüíûì
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�èñ. 1.8: Ïðèìåíåíèå ðàçðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðè h = 0.1: áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) è åãî
èíòåãðàë U(t). Âíå îòðåçêà [0, 0.2] óïðàâëåíèå u(t) = 0.

ìîäóëåì ïðîèçâîäíîé àïïðîêñèìàöèè íà îòðåçêå [0, 2h]. Òîãäà, èç (1.56) ïîëó÷èì, ÷òî íóæíûå

àïïðîêñèìàöèè èìåþò âèä:

∆0
h,1(t) =





t

h2
, ïðè 0 6 t < h,

2

h
−

t

h2
, ïðè h 6 t 6 2h,

∆1
h,1(t) =





4t

h3
, ïðè 0 6 t <

h

2
,

4

h2
−

4t

h3
, ïðè

h

2
6 t <

3h

2
,

−
8

h2
+

4t

h3
, ïðè

3h

2
6 t 6 2h.

(1.77)

Â äàííîé çàäà÷å ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé (1.77) çíà÷åíèÿ

�óíêöèé M0(t), M1(t) áóäóò òàêèå æå, ÷òî è äëÿ áûñòðûõ óïðàâëåíèé (1.72). Òîãäà èìïóëüñ�

íîå óïðàâëåíèå ñèñòåìû (1.73) ñíîâà ïîëó÷èòñÿ (1.74). Çíà÷èò, ðåøåíèå çàäà÷è â áûñòðûõ

óïðàâëåíèÿõ âèäà (1.77) áóäåò ñëåäóþùèì:

u(t) = q0∆
0
h,1(t) + q1∆

1
h,1(t), (1.78)

ãäå q0, q1 ñîâïàäàþò ñ (1.76).

Íà ðèñóíêå 1.9 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí âèä àïïðîêñèìàöèé (1.77). Íà ðèñóíêå 1.10 ïîêàçà�

íû áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) âèäà (1.78) è U(t) =
t∫
t0

u(τ)dτ , ïîëó÷åííûå â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: h = 0.5, x01 = x02 = 1, ω = 3. Íà ðèñóíêå 1.11

� ïðè h = 0.1.
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�èñ. 1.9: ∆0
1(t) è ∆1
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�èñ. 1.10: Ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðè h = 0.5: áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) è
åãî èíòåãðàë U(t). Âíå îòðåçêà [0, 1] óïðàâëåíèå u(t) = 0.
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�èñ. 1.11: Ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðè h = 0.1: áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t) è
åãî èíòåãðàë U(t). Âíå îòðåçêà [0, 0.2] óïðàâëåíèå u(t) = 0.



�ëàâà 2

Çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåì ñ

íåîïðåäåë¼ííîñòüþ

2.1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè,

âûðàæåííîé íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé. Èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà äèíàìè÷å�

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ñëó÷àé èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé, ïðèìåí¼ííîå ê çàäà÷àì ñ èì�

ïóëüñíûì óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè â ðàáîòàõ [43, 52℄. Â ðàáîòå [45℄ áûëî ïðåäëîæå�

íî èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòûé ìåòîä â çàäà÷å èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîìåõè.

�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, ïðîäîëæàþò èññëåäîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî

â ðàáîòå [45℄.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðà�

áîòàõ [47, 48, 59℄, â êîòîðûõ ââîäèòñÿ ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åííûìè

óïðàâëåíèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå ââåäåíà ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû äëÿ çàäà÷è èìïóëüñíî�

ãî óïðàâëåíèÿ, äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ

öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ). Îäíà�

êî â ýòîì ïîäõîäå íå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ, ïîýòîìó äàëåå

ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè [20℄.

Çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè, â

êîòîðîé âåñü îòðåçîê âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå èíòåðâàëû. Â �èêñèðîâàííûå ìî�

ìåíòû âðåìåíè, îãðàíè÷èâàþùèå äàííûå èíòåðâàëû, ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé èí�îðìàöèÿ î

òåêóùåì ïîëîæåíèè ñèñòåìû. Â êàæäûé òàêîé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå, êî�

òîðîå áóäåò äåéñòâîâàòü íà ñëåäóþùåì ìàëåíüêîì èíòåðâàëå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà òî, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå

óïðàâëåíèå ïîñòîÿííî, ìû ïîëó÷èì ñõåìó àïïðîêñèìàöèîííûõ äâèæåíèé, ïðåäëîæåííûõ â

[51℄. Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èíòåðâàëîâ â ïðåäåëå ïîëó÷àþòñÿ êîíñòðóêòèâíûå äâèæå�

íèÿ.

Îïðåäåëÿþòñÿ ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿ�

þòñÿ îáîáùåíèåì ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè

äëèíû èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ïðåäåëû ìèíèìàêñíûõ è ìàêñèìèííûõ �óíêöèé öåíû

ñ êîððåêöèÿìè ñîâïàäàþò, è ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà, ðàâíóþ ýòèì

ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì. Äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà ðàâíà ïîçèöèîííîé

�óíêöèè öåíû è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �ßÁÀ. Èç óðàâíåíèÿ �ßÁÀ ìîæíî ïîëó�

÷èòü çàêîí èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ. Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ

ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò òàêæå óêàçàòü, â êàêîì ñìûñëå ìîæíî ïîíèìàòü òðàåêòîðèè çà�

41
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ìêíóòîé ñèñòåìû. Îïèñàíû äâà âîçìîæíûõ ïîäõîäà: îïðåäåëåíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé êàê

ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðàåêòîðèé â ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìå è ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííóþ ñèñòåìó [11, 26, 54, 56℄.

Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

�åçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [61℄ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì

ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

2.2 Ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì U(·) ïðè íåîïðåäåë¼ííî�
ñòè v(·), êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â ðàçäåëàõ 1.1.4, 1.1.5. Äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dx(s) = A(s)x(s)ds+ B(s)dU(s) + C(s)v(s)ds, x(t) = x. (2.1)

Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè s ∈ [t, t1]. Çàäàí �óíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò

óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè,

J(U(·), v(·)) = Var
[t, t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)), (2.2)

ãäå Var
[t, t1+0)

U(·) � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ (1.4) íà èíòåðâàëå [t, t1+0) �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèà�

öèè U(·), ϕ(·) � íåêîòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ, çàìêíóòàÿ, âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. Öåëü óïðàâëåíèÿ �

ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë (2.2), íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè. Ìû ââåä¼ì ìèíè�

ìàêñíóþ è ìàêñèìèííóþ �óíêöèè öåíû, ÷òîáû íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà

(2.2) â ñëó÷àå, êîãäà ðåàëèçóåòñÿ íàèõóäøèé ñëó÷àé ïîìåõè (íåîïðåäåë¼ííîñòè), è âûðàçèì

ýòè �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèÿ öåíû áóäóò

èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ â �îðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëë�

ìàíà�Àéçåêñà, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèé öåíû ñ êîððåêöèÿìè.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïîìåõ

M(t) = {v : [t, t1] → Rq | v(·) ∈ L∞[t, t1], v(s) ∈ Q(s) äëÿ ï.â. s ∈ [t, t1]}, (2.3)

ãäå L∞ � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ, ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, Q(s) � íåïóñòîé

âûïóêëûé êîìïàêò â Rq
. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Q(·) � ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â ìåò�

ðèêå Õàóñäîð�à.

Âîçìîæíûå óïðàâëåíèÿ U(·) ïðèíàäëåæàò êëàññó �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè U(·) ∈
BV ([t, t1],R

m). Ïîñêîëüêó â ñèñòåìó (2.1) óïðàâëåíèå âõîäèò êàê äè��åðåíöèàë dU , ìû áó�

äåì ðàññìàòðèâàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ óïðàâëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ââåä¼ì ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öåíû

V (t, x) = min
U(·)

max
v(·)∈M(t)

[
Var

[t,t1+0)
U(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x, U(·) ∈ BV [t, t1]

]
. (2.4)

Çäåñü x(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ U(·) è ïîìåõå v(·).
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Òàêæå ââåä¼ì ìàêñèìèííóþ �óíêöèþ öåíû

W (t, x) = max
v(·)∈M(t)

min
U(·)

[
Var

[t,t1+0)
U(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x, U(·) ∈ BV [t, t1]

]
. (2.5)

Äëÿ �óíêöèé V (t, x), W (t, x) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííûå îáî�

çíà÷åíèÿ V (t, x) = V (t, x; t1, ϕ(·)), W (t, x) = W (t, x; t1, ϕ(·)), â êîòîðûõ ÿâíî óêàçàíî, ÷òî â

ìîìåíò (t1 + 0) çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (2.2) ðàâíî ϕ(t1 + 0).

Ïî ñâîéñòâó îïåðàöèé âçÿòèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, W (t, x) 6 V (t, x) äëÿ âñåõ (t, x).

Ïðè ýòîì ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû V (t, x) ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû âûáèðàåì óïðàâëå�

íèå, íå èìåÿ èí�îðìàöèè î òîì, êàêàÿ ïîìåõà ðåàëèçîâàëàñü. Â ñëó÷àå ìàêñèìèííîé �óíê�

öèè öåíû W (t, x), íàîáîðîò, ìû âûáèðàåì óïðàâëåíèå ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè ïîìåõè.

Ôóíêöèþ öåíû V (t, x) (2.4) è W (t, x) (2.5) ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíûì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü

ñõåìîé, ïðåäëîæåííîé â [52℄ äëÿ çàäà÷ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ áåç ïîìåõè.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ öåíû V (t, x) (2.4) âûïóêëà ïî x, è ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé �óíêöèÿ ðàâíà

V ∗(t, p) = conv
{
ϕ∗(XT (t, t1)p)− ρ

(
XT (t, t1)p

∣∣ Q(t, t1)
)}

+

+ I(XT (t, t1)p|BV [t, t1]). (2.6)

Çäåñü conv(·) � îïåðàöèÿ îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè, òî åñòü ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé âûïóêëîé

�óíêöèè, íå ïðåâîñõîäÿùåé èñõîäíîé �óíêöèè; ϕ∗(p) � ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Þíãó-Ôåíõåëþ

�óíêöèÿ ê ϕ(x) (2.10); îïîðíàÿ �óíêöèÿ ρ (· | Q(t, t1)) ñòðîèòñÿ êî ìíîæåñòâó (2.9); BV [t, t1]
� åäèíè÷íûé øàð â ïîëóíîðìå (2.11); I(p,A) � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà A, ðàâ�
íàÿ íóëþ, åñëè p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, è áåñêîíå÷íîñòè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2.2. Ôóíêöèÿ öåíû W (t, x) (2.5) âûïóêëà ïî x, è ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé �óíêöèÿ

ðàâíà

W ∗(t, p) = conv
{
ϕ∗(XT (t, t1)p) + I(XT (t, t1)p | BV [t, t1]) −

− ρ(XT (t, t1)p | Q(t, t1))
}
. (2.7)

Äîêàæåì òåîðåìó 2.1 äëÿ ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû. Òåîðåìà 2.2 äëÿ ìàêñèìèííîé

�óíêöèè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [45℄, îäíàêî äëÿ ïîëíîòû èç�

ëîæåíèÿ ìàòåðèàëà çäåñü ñëåäóåò ïðèâåñòè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî.

�àññìîòðèì îïðåäåëåíèå ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû (2.4). Â âûðàæåíèè (2.4) ñíà÷àëà

íàéäåì ìàêñèìóì ïî v(·). Çàìåòèì, ÷òî VarU(·) íå çàâèñèò îò v(·), à ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè
x(t1 + 0) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

x(t1 + 0) = X(t1, t)x+

∫ t1+0

t

X(t1, τ)B(τ)dU(τ)

︸ ︷︷ ︸
x̂(t1+0)

+
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+

∫ t1

t

X(t1, τ)C(τ)v(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
v(t1)

= x̂(t1 + 0) + v(t1). (2.8)

Â âûðàæåíèè (2.8) âåêòîð x̂(t1+0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè áåç ïîìåõè.

Ïîñêîëüêó v(·) ∈ Q(·), òî âåêòîð v(t1) ∈ Rn
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

Q(t, t1) =

∫ t1

t

X(t1, τ)C(τ)Q(τ)dτ. (2.9)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíàëèçà [57℄ ïîëó÷èì

max
v(·)∈Q(·)

ϕ(x(t1 + 0)) = max
v∈Q

ϕ(x̂(t1 + 0) + v) = max
v∈Q

max
p∈Rn

{〈x̂(t1 + 0) + v, p〉 − ϕ∗(p)} =

= max
p∈Rn

{〈x̂(t1 + 0), p〉+ ρ (p | Q(t, t1))− ϕ∗(p)} = ψ(x̂(t1 + 0)).

Çäåñü ρ (p | Q(t, t1)) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ â íàïðàâëåíèè p ê âûïóêëîìó êîìïàêòíîìó ìíî�

æåñòâó Q(t, t1), ðàâíàÿ

ρ (p | Q(t, t1)) = sup
q∈Q(t,t1)

〈p, q〉;

ϕ∗(p) � ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Þíãó-Ôåíõåëþ [57℄ �óíêöèÿ ê ϕ(x):

ϕ∗(p) = sup
x∈Rn

(〈x, p〉 − ϕ(x)). (2.10)

Ïîñêîëüêó ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé, âûïóêëîé, çàìêíóòîé �óíêöèåé, ïî òåîðåìå Ôåí�

õåëÿ�Ìîðî, îíà ðàâíà âòîðîé ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè ϕ(x) = ϕ∗∗(x).

Çíà÷èò, �óíêöèÿ ψ(x̂(t1 + 0)) � âûïóêëàÿ, è ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé �óíêöèÿ ðàâíà

ψ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t1))} ,

ãäå conv(f) îáîçíà÷àåò îâûïóêëåíèå �óíêöèè f [58℄, òî åñòü íàèáîëüøóþ âûïóêëóþ �óíê�

öèþ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ f .

Òàêèì îáðàçîì, V (t, x) = min
U(·)

[VarU(·) + ψ(x̂(t1 + 0)) | x(t) = x]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

x̂(t1 + 0) íå çàâèñèò îò ïîìåõè.

Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé ïîèñêà V (t, x), ïðèâåäåííîé â [52℄. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé VarU ≤ µ. Ïîñêîëüêó

x̂(t1 + 0) = X(t1, t)x+

∫ t1+0

t

X(t1, τ)B(τ)dU(τ),

äëÿ ëþáîãî ℓ ∈ Rn
:

〈ℓ, x̂(t1 + 0)〉 6 〈ℓ,X(t1, t)x〉+max
{ t1+0∫

t

〈ℓ,X(t1, τ)B(τ)dU(τ)〉 | VarU 6 µ
}
.

〈ℓ, x̂(t1 + 0)〉 6 〈ℓ,X(t1, t)x〉+max
{ t1+0∫

t

〈BT (τ)XT (t1, τ)ℓ, dU(τ)〉 | VarU 6 µ
}
.



45

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðû BT (τ)XT (t1, τ)ℓ íåïðåðûâíû ïî τ . Ïîñêîëüêó ïðîñòðàí�

ñòâî �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

〈ℓ, x̂(t1 + 0)〉 6 〈ℓ,X(t1, t)x〉+ µ max
τ∈[t,t1]

||BT (τ)XT (t1, τ)ℓ||,

ãäå ‖ℓ‖ � åâêëèäîâà íîðìà. Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé:

〈ℓ, x̂(t1 + 0)〉 6 〈ℓ,X(t1, t)x〉+ µ||BT (·)XT (t1, ·)ℓ||C[t,t1],

è îïðåäåëèì ïîëóíîðìó

||ℓ||V = ||BT (·)XT (t1, ·)ℓ||C[t,t1]. (2.11)

Ïîñêîëüêó x̂(t1+0)� òî÷êà òðàåêòîðèè ñèñòåìû áåç ïîìåõè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

[52℄:

Òåîðåìà 2.3. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ èç òî÷êè x â òî÷êó x(1) = x̂(t1 + 0) ðàçðåøèìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíà VarU 6 µ. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûì

ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì áóäåò óïðàâëåíèå ñ âàðèàöèåé

µ0 = sup
ℓ∈Rn

〈ℓ, x(1) −X(t1, t)x〉
||BT (·)XT (t1, ·)ℓ||C[t,t1]

. (2.12)

Åñëè ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî â âûðàæåíèè (2.12) ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ.

µ0 = max
ℓ∈Rn

〈ℓ, x(1) −X(t1, t)x〉
||ℓ||V

= max
||ℓ||V 61

〈ℓ, x(1) −X(t1, t)x〉.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííîé òåîðåìîé äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öå�

íû. Òîãäà

V (t, x) = inf
x(1)

max
||ℓ||V 61

{
〈ℓ, x(1)−X(t1, t)x〉+ψ(x(1))

}
= max

||ℓ||V 61
inf
x(1)

{
〈ℓ, x(1)−X(t1, t)x〉+ψ(x(1))

}
=

= max
||ℓ||V 61

{
− 〈ℓ,X(t1, t)x〉 − sup

x(1)

{
− 〈ℓ, x(1)〉 − ψ(x(1))

}}
.

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñäåëàåì çàìåíó −ℓ íà ℓ:

V (t, x) = max
||ℓ||V 61

{
〈ℓ,X(t1, t)x〉 − sup

x(1)

{
〈ℓ, x(1)〉 − ψ(x(1))

}}
=

= max
ℓ∈Rn

{
〈XT (t1, t)ℓ, x〉 − ψ∗(ℓ)− I(ℓ | BV [t, t1])

}}
, (2.13)

ãäå BV [t, t1] � åäèíè÷íûé øàð â ïîëóíîðìå (2.11), I(·,A) � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæå�

ñòâà A:
I(ℓ,A) =

{
0 ℓ ∈ A,
∞ ℓ 6∈ A.
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Ñäåëàåì â (2.13) åù¼ îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ p = XT (t1, t)ℓ. Òîãäà

V (t, x) = max
p∈Rn

{
〈p, x〉 − ψ∗(XT (t, t1)p)− I(XT (t, t1)p | BV [t, t1])

}}
. (2.14)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû V (t, x) � âûïóêëà ïî x, è ñîïðÿæ¼ííàÿ

ê íåé �óíêöèÿ ðàâíà

V ∗(t, p) = ψ∗(XT (t, t1)p) + I(XT (t, t1)p|BV [t, t1]) =
= conv

{
ϕ∗(XT (t, t1)p)− ρ

(
XT (t, t1)p

∣∣ Q(t, t1)
)}

+ I(XT (t, t1)p|BV [t, t1]).

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî,

÷òîáû �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿëà ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå

íà òî, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ðàçäåëå, íå óäîâëåòâîðÿåò

ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, ÷òî äëÿ ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öå�

íû íå âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Ïóñòü äâèæåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé îïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì ñ óïðàâëåíèåì U(·) è ïîìåõîé v(·):

dx(t) = (1− t2)dU + v(t)dt, t ∈ [−1, 1],

à �óíêöèîíàë çàäà÷è ðàâåí

J(U(·), v(·)) = max
|v(·)|61

{
Var
[−1,1]

U(·) + ϕ(x(t1 + 0))
}
→ min,

ãäå ϕ(x(t1 + 0)) = d(x(t1 + 0),M) � ðàññòîÿíèå îò êîíöà òðàåêòîðèè â ìîìåíò t1 + 0 äî

ìíîæåñòâà M = {x : |x| 6M}. Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1.

Åñëè áû â äàííîé çàäà÷å �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿëà ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè, òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1] áûëî áû âåðíî ñîîòíîøåíèå

V (t, x; t1, ϕ(·)) = V (t, x; τ, V (τ, ·; t1, ϕ(·)). (2.15)

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (2.6) è (2.14) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû â

ýòîé çàäà÷å. Ïîñêîëüêó â äàííîé ñèñòåìå A = 0, �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà áóäåò åäèíè÷íîé.

Âûïèøåì ïî îòäåëüíîñòè ñëàãàåìûå, îïðåäåëÿþùèå �óíêöèþ öåíû:

ϕ∗(XT (t, t1)p) = ϕ∗(p) =

{
M |p| ïðè |p| 6 2
+∞ èíà÷å

ρ
(
XT (t, t1)p

∣∣ Q(t, t1)
)
= ρ (p | Q(t, t1)) = |p|(t1 − t),

I(XT (t, t1)p|BV [t, t1]) = I(p|B1(0)),

ãäå B1(0)) � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå.
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Òîãäà �óíêöèÿ öåíû â ëåâîé ÷àñòè (2.15) ðàâíà

V (t, x; t1, ϕ(·)) = max
|p|61

{
p x− conv{M |p| − |p|(t1 − t) | |p| 6 2}

}
= max

|p|61

{
p x− (2M − 2t1 + 2t)

}
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ (t, t1) è âûïèøåì ñîïðÿæ¼ííóþ �óíêöèþ ê

�óíêöèè öåíû

V ∗(τ, x; t1, ϕ(·)) = conv{M |p| − |p|(t1 − τ) | |p| 6 2} − I(p|B1(0))

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2.15) áóäåò ðàâíà

V (t, x; τ, V (τ, ·; t1, ϕ(·)) = max
|p|61

{
p x− conv{conv{M |p| − |p|(t1 − τ) | |p| 6 2}−

− |p|(τ − t) | |p| 6 1}
}
= max

|p|61

{
p x− (2M − 2t1 + τ + t)

}
,

òî åñòü, íå ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ ïðè τ 6= t. Â äàííîì ïðèìåðå ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ

öåíû íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè.

2.3 Ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåä¼ì ïîçèöèîííóþ �óíêöèþ öåíû [46, 47, 48, 59℄ è äîêàæåì ïðèíöèï

îïòèìàëüíîñòè. Â ðàáîòàõ [46, 48℄ äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîçèöèîííîé �óíê�

öèè öåíû â çàäà÷å ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì. Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â

ïðèâåä¼ííûõ ðàáîòàõ, ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîçèöèîííîé

�óíêöèè öåíû â ñëó÷àå èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé. Ïîñëå ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïîçèöèîííàÿ

�óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà.

2.3.1 Îïðåäåëåíèå ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû

Âîñïîëüçóåìñÿ ââåäåííûìè ðàíåå îïðåäåëåíèÿìè ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ ïîìåõ M(t) (2.3)

M(t) = {v : [t, t1] → Rq | v(·) ∈ L∞[t, t1], v(s) ∈ Q(s) äëÿ ï.â. s ∈ [t, t1]},

è âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé BV ([t, t1],R
m). Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå âõîäèò

â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â �îðìå äè��åðåíöèàëà, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü óïðàâëåíèÿ ðàâíûìè,

åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [47, 48, 59℄, îïðåäåëèì ïîçèöèîííóþ �óíêöèè öåíû.

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå

U : M(t) → BV ([t, t1],R
m), (2.16)

ïîçâîëÿþùåå ïî ðåàëèçàöèè ïîìåõè íà îòðåçêå [t, t1] ïîëó÷èòü çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà ýòîì

îòðåçêå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(t) ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé âèäà (2.16), êîòîðûå äîïîëíè�

òåëüíî îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåóïðåæäåíèÿ, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè s ∈ [t, t1]

è äëÿ ëþáûõ v′, v′′ ∈ M(t) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè v′(τ) = v′′(τ) ïðè ï.â.
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τ ∈ [t, s], òî U [v′](τ) = U [v′′](τ) ïðè τ ∈ [t, s+ 0). Çäåñü U [v](t) � ðåàëèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ U
ïðè èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè ïîìåõè v(t).

Òàêèì îáðàçîì, âî ìíîæåñòâî Ω(t) âõîäÿò îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ â ìîìåíò s íà îñíîâàíèè èí�îðìàöèè î ðåàëèçîâàâøåéñÿ ïîìåõå çà

ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè îò t äî s.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2.1) è �óíêöèîíàë (2.2). Ââåä¼ì �óíêöèþ

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))}, (2.17)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïîçèöèîííîé �óíêöèåé öåíû.

2.3.2 Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî τ ∈ [t, t1 + 0) è x ∈ Rn
äëÿ �óíêöèè öåíû (2.17) âûïîëíÿåòñÿ

ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè:

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U [v] + V(τ, x(τ))}. (2.18)

Â ðàáîòå [48℄ äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ �óíêöèè öåíû (2.17), åñëè â çàäà÷å

äîïóñêàþòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åííûå óïðàâëåíèÿ. Íà îñíîâå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåä¼ì

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Â äàííîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü íå îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü (2.18) ðàâíà Ṽ (t, x). Ïî ñâîéñòâó èí�èìóìà, çà�èêñè�

ðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå U (1)
ε ∈ Ω(t) òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

Ṽ (t, x) > sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v] + V(τ, x(1)(τ + 0))} − ε. (2.19)

Çäåñü ÷åðåç x(1)(s) îáîçíà÷åíà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1) èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(1)(t) = x ïðè

óïðàâëåíèè U (1)
ε [v]. Îáîçíà÷èì x(1)(τ + 0) = x̂.

Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè öåíû,

V(τ, x̂) = inf
U∈Ω(τ)

sup
v∈M(τ)

{ Var
[τ,t1+0]

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))}.

Ïî ñâîéñòâó èí�èìóìà, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå U (2)
ε ∈ Ω(τ) òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

V(τ, x̂) > sup
v∈M(τ)

{ Var
[τ,t1+0)

U (2)
ε [v] + ϕ(x(2)(t1 + 0))} − ε. (2.20)

Çäåñü ÷åðåç x(2)(s) îáîçíà÷åíà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1) èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(2)(τ) = x(1)(τ+

0) ïðè óïðàâëåíèè U (2)
ε [v]. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îáà óïðàâëåíèÿ U (1)

ε [v], U (2)
ε [v]

ìîãóò èìåòü ñêà÷îê â ìîìåíò τ .

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå U(·):

Uε(s) =
{

U (1)
ε (s) + U (2)

ε (τ), ïðè t 6 s 6 τ,

U (1)
ε (τ + 0) + U (2)

ε (s), ïðè τ < s 6 t1 + 0.
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Ïðè ýòîì Var
[t,t1+0)

Uε(·) 6 Var
[t,τ+0)

U (1)
ε (·) + Var

[τ,t1+0)
U (2)
ε (·).

Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1) x(s) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x(t) = x è ñîîòâåòñòâóåò óïðàâ�

ëåíèþ Uε[v]. Òîãäà ïðè îäèíàêîâûõ ðåàëèçàöèÿõ ïîìåõè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ x(t1 + 0) =

x(2)(t1 + 0).

Èç (2.19) è (2.20) ïîëó÷èì

Ṽ (t, x) > sup
v1∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v1] + sup

v2∈M(τ)

{ Var
[τ,t1+0)

U (2)
ε [v2] + ϕ(x(2)(t1 + 0))}} − 2ε =

= sup
v1∈M(t)

sup
v2∈M(τ)

{ Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v1] + Var

[τ,t1+0)
U (2)
ε [v2] + ϕ(x(2)(t1 + 0))} − 2ε >

> sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

Uε[v] + ϕ(x(t1 + 0))} − 2ε.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà, ìîæíî çà�

ïèñàòü

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))} 6

6 sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

Uε[v] + ϕ(x(t1 + 0))} 6 Ṽ (t, x) + 2ε.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíîå, V(t, x) 6 Ṽ (t, x).

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû è ïî ñâîé�

ñòâó èí�èìóìà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Uε ∈ Ω(τ) òàêîå, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ

V(t, x) > sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

Uε[v] + ϕ(x(t1 + 0))} − ε. (2.21)

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ U (1)
ε (·), U (2)

ε (·) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U (1)
ε (s) =

{
Uε(s), t 6 s 6 τ,
Uε(τ + 0), τ < s 6 t1 + 0,

U (2)
ε (s) =

{
Uε(τ + 0), t 6 s 6 τ,
Uε(s), τ < s 6 t1 + 0.

Ïðè ýòîì Var
[t,t1+0)

Uε(·) = Var
[t,τ+0)

U (1)
ε (·) + Var

[τ,t1+0)
U (2)
ε (·).

Ïóñòü x(1)(s) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1) èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(1)(t) = x ïðè óïðàâëåíèè

U (1)
ε [v], à x(2)(s) � òðàåêòîðèÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(2)(τ) = x(1)(τ+0) ïðè óïðàâëåíèè U (2)

ε [v].

Òîãäà, êàê è â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, åñëè òðàåêòîðèÿ x(s) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x(t) = x

è ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ Uε[v], òî ïðè îäèíàêîâûõ ðåàëèçàöèÿõ ïîìåõè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
x(t1 + 0) = x(2)(t1 + 0).

Ïî ñâîéñòâó èí�èìóìà,

Ṽ (t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

Uε[v] + V(τ, x(τ))} 6 sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v] + V(τ, x(1)(τ))}

Ïî ñâîéñòâó ñóïðåìóìà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ ïîìåõè v1(·) ∈ M(t)

òàêàÿ, ÷òî
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Ṽ (t, x) 6 Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v1] + V(τ, x(1)(τ)) + ε 6

6 Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v1] + sup

v∈M(τ)

{ Var
[τ,t1+0)

U (2)
ε [v] + ϕ(x(2)(t1 + 0))}+ ε.

Ïî ñâîéñòâó ñóïðåìóìà, äëÿ òîãî æå ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ ïîìåõè v2 ∈ M(τ) òàêàÿ,

÷òî

Ṽ (t, x) 6 Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v1] + Var

[τ,t1+0)
U (2)
ε [v2] + ϕ(x(2)(t1 + 0)) + 2ε. (2.22)

Îïðåäåëèì ïîìåõó v(s) =

{
v1(s), t 6 s 6 τ,
v2(s), τ < s 6 t1.

Òîãäà èç (2.21) è (2.22) ñëåäóåò:

Ṽ (t, x) 6 Var
[t,τ+0)

U (1)
ε [v] + Var

[τ,t1+0)
U (2)
ε [v] + ϕ(x(2)(t1 + 0)) + 2ε = Var

[t,t1+0)
Uε[v] + ϕ(x(t1 + 0)) + 2ε 6

6 sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t1+0)

Uε[v] + ϕ(x(t1 + 0))}+ 2ε 6 V(t, x) + 3ε.

Ïîñêîëüêó ε � ïðîèçâîëüíîå, Ṽ (t, x) 6 V(t, x). Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî è îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

âåðíî, çíà÷èò Ṽ (t, x) = V(t, x), è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

2.3.3 Ñâîéñòâà ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè öåíû V(t, x), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëü�

íåéøåì.

Ëåììà 2.5. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn
�óíêöèÿ f(s) = V

(
s,X(s, t)x +

s∫
t

C(τ)v(τ)dτ
)
íå óáûâàåò

ïðè s ∈ [t, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå s ∈ [t, t1]. Ïî ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè (òåîðåìà

2.4),

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,s+0)

U [v] + V(s, x(s+ 0))}.

Âîçüìåì óïðàâëåíèå U ≡ 0 íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t, s+ 0). Òîãäà

f(t) = V(t, x) 6 V(s, x(s+ 0)) = V
(
s,X(s, t)x+

s∫

t

C(τ)v(τ)dτ
)
= f(s).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.6. Ïðîèçâîäíàÿ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû V(t, x) â òî÷êå (t, x) ïî íàïðàâëåíèþ

(1, A(t)x+C(t)v(t)) íåîòðèöàòåëüíà, òî åñòü V′(t, x|1, A(t)x+C(t)v(t)) > 0. Åñëè �óíêöèÿ

öåíû äè��åðåíöèðóåìà â (t, x), òî Vt + 〈Vx, A(t)x+ C(t)v(t)〉 > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ,

V′(t, x|1, Ax+ Cv) = lim
h→0

V(t + h, x+ h(Ax+ Cv))− V(t, x)

h
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.5 äëÿ s = t+ h:

V
(
t+ h,X(t+ h, t)x+

t+h∫

t

C(τ)v(τ)dτ
)
> V(t, x)

Ïðè ìàëîì h

X(t+ h, t)x+

t+h∫

t

C(τ)v(τ)dτ = hA(t)x(t) + hC(t)v(t) + o(h).

Òîãäà V′(t, x|1, Ax+ Cv) > 0.

Åñëè �óíêöèÿ öåíû äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (t, x), òî

V′(t, x|1, Ax+ Cv) = Vt + 〈Vx, Ax+ Cv〉 > 0.

Ëåììà 2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ h ∈ Rm, x ∈ Rn
, t 6 t1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V(t, x) 6 V(t, x+Bh) + ‖h‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå t ∈ [t0, t1]. Ïî ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè (òåîðå�

ìà 2.4),

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,t+0)

U [v] + V(t, x(t + 0))}.

Âîçüì¼ì óïðàâëåíèå U(s) = hχ(s− t), ãäå χ(·) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà

χ(s) =

{
0, s 6 0,
1, s > 0.

Òîãäà V(t, x) 6 ‖h‖+ V(t, x+Bh).

Ëåììà 2.8. Ïðîèçâîäíàÿ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû V(t, x) ïî íàïðàâëåíèþ (0, Bh) îãðàíè�

÷åíà ïî ìîäóëþ: |V′(t, x|0, B(t)h)| 6 ‖h‖. Åñëè �óíêöèÿ öåíû äè��åðåíöèðóåìà ïî x â òî÷êå

(t, x), òî |〈Vx(t, x), B(t)h〉| 6 ‖h‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.7,

|V′(t, x|0, B(t)h)| = lim
ε→0

|V(t, x+ εB(t)h))− V(t, x)|
ε

6
ε‖h‖
ε

= ‖h‖.

Åñëè �óíêöèÿ öåíû äè��åðåíöèðóåìà ïî x â òî÷êå (t, x), òî

|V′(t, x|0, Bh)| = |〈Vx, Bh〉| 6 ‖h‖.
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2.3.4 Óðàâíåíèå òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà äëÿ ïî�

çèöèîííîé �óíêöèè öåíû

Òåîðåìà 2.9. Ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû V(t, x) (2.17) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà

�àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ):

min{H1,H2} = 0,
H1(t, x,Vt,Vx) = Vt + max

v∈Q(t)
〈Vx, A(t)x+ C(t)v〉 ,

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + 〈Vx, B(t)h〉}
(2.23)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V(t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)), (2.24)

ãäå V (t1, x; t1, ϕ(·)) � ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû (2.4), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1 è ðàâíàÿ

V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max
p∈Rn

{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | ||BT (t1)p|| 6 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ öåíû ìîæåò íå áûòü äè��åðåíöè�

ðóåìîé â òî÷êå (t, x). Òîãäà âìåñòî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîä�

íûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ïåðåïèøåì H1 è H2 â

ñëåäóþùåì âèäå:

H1(t, x,Vt,Vx) = Vt + max
v∈Q(t)

V′(t, x|1, A(t)x+ C(t)v),

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + V′(t, x|0, B(t)h)}

ãäå

V′(t, x|0, B(t)h) = lim
σ→0

V(t, x+ σB(t)h)− V(t, x)

σ
,

V′(t, x|1, A(t)x+ C(t)v) = lim
σ→0

V(t + σ, x+ σ(A(t)x+ C(t)v))− V(t, x)

σ
.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t, x). Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûìè â ïðåäûäóùåì ðàç�

äåëå ñâîéñòâàìè ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû. Ïî ëåììå 2.6 ïîëó÷èì, ÷òî H1(t, x) > 0. Èç

ëåììû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî H2(t, x) > 0.

Äàëåå, åñëè H2(t, x) = 0 â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå (t, x), òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû

âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü H2(t, x) > 0.

Èç ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè (2.18) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1] ñëåäóåò

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ+0)

U [v] + V(τ, x(τ + 0))}.

Ïóñòü τ ε > t � ïåðâûé ìîìåíò ïîñëå t, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå, òî åñòü ïåðâûé

ìîìåíò, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ Var
[t,τε+0)

U > 0.

Ïî ñâîéñòâó èí�èìóìà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Uε
òàêîå, ÷òî

V(t, x) > sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τε+0)

Uε[v] + V(τ ε, x(τ ε + 0))} − ε. (2.25)



53

Ïîêàæåì, ÷òî τ ε îòäåëåíî îò t, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî τ ε > t+δ äëÿ ëþáîãî

ε > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn → 0, äëÿ êîòîðîé

τ εn → t.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî v(·) è ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ Uεn(·) èç îöåíêè
(2.25) ïîëó÷èì

V(t, x) > Var
[t,τεn+0)

Uεn(·) + V(τ εn , x(τ εn + 0))− εn.

Çäåñü εn > 0 � ëþáîå, ïîýòîìó

V(t, x) > Var
[t,τεn+0)

Uεn(·) + V(τ εn , x(τ εn + 0)). (2.26)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ∈ Rm
ñêà÷îê Uεn(·) â ìîìåíò t, ò.å. ∆ = Uεn(t+0)−Uεn(t). Òîãäà, ïåðåõîäÿ

â (2.26) ê ïðåäåëó ïðè εn → 0, ïîëó÷èì

V(t, x) > ||∆||+ V(t, x+B(t)∆).

Ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ÷àñòü è ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå x â âèäå B(t)∆ = σ∆1,

ãäå ‖∆1‖ = 1:

lim
σ→0

V(t, x+ σ∆1)− V(t, x)

σ
+ 1 6 0,

çíà÷èò

H2(t, x) = min
‖h‖=1

{1 + V′(t, x|0, B(t)h)} 6 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ H2(t, x) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî τ ε > t+δ.

Âîçüìåì τ1 ∈ (t, τ ε). Ïî äîêàçàííîìó âûøå, íà îòðåçêå [t, τ1 +0) óïðàâëåíèå íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Èç ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè (2.18) ïîëó÷èì

V(t, x) = inf
U∈Ω(t)

sup
v∈M(t)

{ Var
[t,τ1+0)

U [v] + V(τ1, x(τ1 + 0))} = sup
v∈M(t)

V(τ1, x(τ1 + 0)) >

> V(τ1, x(τ1 + 0)).

Çäåñü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âçÿòà íåêîòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîìåõè v(·). Ïðåäñòàâèì τ1 =

t + σ è çàïèøåì èçìåíåíèå êîîðäèíàòû x(τ1 + 0) = x(t) + σ(Ax(t) + Cv). Òîãäà H1(t, x) =

lim
σ→0

V(t+ σ, x+ σ(Ax+ Cv))− V(t, x)

σ
6 0, çíà÷èò H1(t, x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò (t, x) êàê ìèíèìóì îäíî èç äâóõ

âûðàæåíèé H1(t, x) è H2(t, x) îáðàùàåòñÿ â íîëü, è êàæäîå èç íèõ íåîòðèöàòåëüíî.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ

(2.24). Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åííàÿ ïîìåõà íà èíòåðâàëå [t1, t1 + 0) íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà

ñèñòåìó, ïî îïðåäåëåíèþ ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû V(t, x), âçÿòîé â ìîìåíò t1, ïîëó÷èì,

V(t1, x) = inf
U∈Ω(t1)

sup
v∈M(t1)

{ Var
[t1,t1+0)

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))} = inf
U∈Ω(t1)

{ Var
[t1,t1+0)

U [v] + ϕ(x(t1 + 0))} =

= inf
U∈BV [t1,t1+0]

{ Var
[t1,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0))} = V (t1, x; t1, ϕ(·)).
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Ïî òåîðåìå 2.1, ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû â ìîìåíò t1 ðàâíà

V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max
p∈Rn

{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | ||BT (t1)p|| 6 1}.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4 Çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ êîððåêöèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì

óïðàâëåíèåì ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè. Çàäà÷à ñ êîððåêöèÿìè [20℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó

óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè, â êîòîðîé âåñü îòðåçîê âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëü�

øèå èíòåðâàëû. Â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, îãðàíè÷èâàþùèå äàííûå èíòåðâàëû,

ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé èí�îðìàöèÿ î òåêóùåì ïîëîæåíèè ñèñòåìû. Â êàæäûé òàêîé ìîìåíò

âðåìåíè âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå, êîòîðîå áóäåò äåéñòâîâàòü íà ñëåäóþùåì ìàëåíüêîì èíòåð�

âàëå.

Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [45℄, ìû îïðåäåëèì ìèíèìàêñ�

íóþ è ìàêñèìèííóþ �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ââåä¼í�

íûõ ðàíåå ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû íà çàäà÷è ñ êîððåêöèÿìè. Ìû ïî�

êàæåì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè äëèíû èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ïðåäåëû ìèíèìàêñíûõ è

ìàêñèìèííûõ �óíêöèé öåíû ñ êîððåêöèÿìè ñîâïàäàþò. Òîãäà ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ öåíû

â çàäà÷å ñèíòåçà, ðàâíóþ ýòèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ öåíû â çà�

äà÷å ñèíòåçà áóäåò ðàâíà ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû, îïðåäåëåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

è ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå ñ íóëåâîé äèíàìèêîé äëÿ óïðîùåíèÿ ïî�

ñëåäóþùèõ âûêëàäîê.

2.4.1 Ïåðåõîä ê ñèñòåìå ñ íóëåâîé äèíàìèêîé

Ñäåëàåì çàìåíó â ñèñòåìå (2.1) òàê, ÷òîáû ïîñëå çàìåíû â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ñëàãàåìîå ñ

ìàòðèöåé A ñòàëî íóëåâûì:

x̃(s) = X(t1, s)x(s), (2.27)

ãäå X(t1, s) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà (1.13) ñèñòåìû (2.1). Ïîñêîëüêó x(s) = X(s, t1)x̃(s),

òî

ẋ(s) = AX(s, t1)x̃(s) +X(s, t1) ˙̃x(s).

Ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ x̃(s) :

dx̃(s) = B̃(s)dU(s) + C̃(s)v(s)ds, x̃(t) = X(t1, t)x = x̃,

ãäå B̃(s) = X(t1, s)B(s), C̃(s) = X(t1, s)C(s). Ïðè ýòîì �óíêöèîíàë J(U) îñòàåòñÿ ïðåæíèì,

ïîñêîëüêó x̃(t1 + 0) = x(t1 + 0).
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Ìû ðàññìàòðèâàëè ðàíåå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïîìåõ (2.3), ãäå v(s) ∈ Q(s). Ââåä¼ì

ìíîæåñòâî

M̃(t) = {ṽ : [t, t1] → Rq | ṽ(·) ∈ L∞[t, t1], ṽ(s) ∈ Q̃(s) äëÿ ï.â. s ∈ [t, t1]},

Q̃(s) = C̃(s)Q(s). Ìíîæåñòâî Q̃(s) áóäåò òàê æå, êàê è Q(s), âûïóêëûì êîìïàêòîì. Äàëåå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ íóëåâîé äèíàìèêîé è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ áåç òèëüäû:

dx(s) = B(s)dU(s) + v(s)ds, x(t) = x. (2.28)

Ôóíêöèîíàë (2.2) íå èçìåíèòñÿ

J(U(·), v(·)) = Var
[t,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)). (2.29)

Öåëü óïðàâëåíèÿ � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë (2.29) íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (2.28),

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè v(s) ∈ M(s).

2.4.2 Ôóíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè

Ïóñòü T = {τk}Nk=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t, t1], òàêîå ÷òî t = τN < τN−1 < · · · < τ1 < τ0 = t1. Â

ìîìåíòû âðåìåíè τk ïðîèñõîäèò êîððåêöèÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî òåêóùåå

ïîëîæåíèå x(τk).

Îïðåäåëèì ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (s, x) ðåêóððåíòíûìè ñîîòíî�

øåíèÿìè, èñïîëüçóÿ ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öåíû V (s, x) (2.4):

VT (τ0, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)),
VT (s, x) = V (s, x; τk−1, VT (τk−1, ·; t1, ϕ(·))), s ∈ [τk, τk−1), k = 1, . . . , N.

(2.30)

Òàêæå îïðåäåëèì ìàêñèìèííóþ �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè WT (s, x), èñïîëüçóÿ ìàê�

ñèìèííóþ �óíêöèþ öåíû W (s, x) (2.5):

WT (τ0, x) = W (t1, x; t1, ϕ(·)),
WT (s, x) =W (s, x; τk−1,WT (τk−1, ·)), s ∈ [τk, τk−1), k = 1, . . . , N.

(2.31)

Ôóíêöèè VT (s, x) è WT (s, x) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �óíêöèè öåíû â ìèíèìàêñíîé

è ìàêñèìèííîé çàäà÷àõ ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå âîçíèêàþò, êîãäà â ìîìåíò τk ñòàíîâèòñÿ

èçâåñòíî òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ [t, t1] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

W (s, x) ≤WT (s, x) ≤ VT (s, x) ≤ V (s, x).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàöèé ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà.

Â êàæäîé ïîçèöèè (t, x) ìèíèìàêñíûå �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (t, x) îãðàíè÷å�

íû ñíèçó ìàêñèìèííîé �óíêöèåé öåíû W (t, x), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

inf
T
VT (t, x). Ìàêñèìèííûå �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè WT (t, x) â êàæäîé ïîçèöèè (t, x)



56

îãðàíè÷åíû ñâåðõó ìèíèìàêñíîé �óíêöèåé öåíû V (t, x), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõ�

íÿÿ ãðàíü sup
T
WT (t, x).

Åñëè òî÷íàÿ íèæíÿÿ è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíè ðàâíû, òî åñòü, åñëè

inf
T
VT (t, x) = sup

T
WT (t, x),

òî ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà V(t, x), ðàâíóþ â êàæäîé òî÷êå (t, x)

V(t, x) = inf
T
VT (t, x) = sup

T
WT (t, x). (2.32)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà V(t, x).

2.4.3 Ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà,

ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïåðåïèøåì ìèíèìàêñíóþ è ìàêñèìèííóþ �óíêöèè öåíû ñ

êîððåêöèÿìè â áîëåå óäîáíîì âèäå.

Ââåä¼ì îïåðàòîðû S è T , äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëàì:

S [t,t1]ϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t1))} ,
T [t,t1]ψ∗(p) = ψ∗(p) + I(p|BV [t, t1]).

(2.33)

Çäåñü conv(·)� îïåðàöèÿ îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè, òî åñòü ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé âûïóêëîé

�óíêöèè, íå ïðåâûøàþùåé èñõîäíîé �óíêöèè; îïîðíàÿ �óíêöèÿ ρ (· | Q(t, t1)) ñòðîèòñÿ êî

ìíîæåñòâó

Q(t, t1) =

∫ t1

t

Q(τ)dτ ; (2.34)

BV [t, t1] � åäèíè÷íûé øàð â ïîëóíîðìå

||ℓ||V = ||BT (·)ℓ||C[t,t1]; (2.35)

I(p,A)� èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà A, ðàâíàÿ íóëþ, åñëè p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
A, è áåñêîíå÷íîñòè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà, ïî òåîðåìàì 2.1, 2.2, �óíêöèè V ∗(t, p) (2.6) è W ∗(t, p) (2.7), ñîïðÿæ¼ííûå ê ìèíè�

ìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû V (t, x) (2.4) è W (t, x) (2.5), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

V ∗(t, p) = T [t,t1]S [t,t1]ϕ∗(p),
W ∗(t, p) = S [t,t1]T [t,t1]ϕ∗(p).

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ S è T .

Ëåììà 2.11. Ïóñòü ý��åêòèâíûå îáëàñòè �óíêöèé ϕ1(·) è ϕ2(·) îãðàíè÷åíû øàðîì ðàäèóñà

R > 0 ñ öåíòðîì â íóëå, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ϕ1 − ϕ2‖C 6 Kϕ, ãäå Kϕ > 0 � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Ïóñòü ìíîæåñòâî Q(s) ïðè âñåõ s ∈ [t, t1] ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà M > 0

ñ öåíòðîì â íóëå. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1] è σ > 0 òàêîãî, ÷òî τ + σ 6 t1,

âûïîëíÿåòñÿ: ∥∥S [τ,τ+σ]ϕ1 − ϕ2

∥∥
C
6 Kϕ + σRM. (2.36)
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Çàìå÷àíèå 2.1. Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìà âèäà

‖ϕ1 − ϕ2‖C = max
p∈domϕ1∩domϕ2

|ϕ1(p)− ϕ2(p)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì îïîðíóþ �óíêöèþ ρ (p | Q(τ, τ + σ)).

|ρ (p | Q(τ, τ + σ)) | = | max
q∈Q(τ,τ+σ)

〈p,q〉| 6 ‖p‖ · max
q∈Q(τ,τ+σ)

‖q‖ 6 σRM.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

ϕ(p)− σRM 6 conv {ϕ(p)− ρ (p | Q(τ, τ + σ))} 6 ϕ(p) + σRM,

èç êîòîðîãî ïîëó÷èì

∥∥S [τ,τ+σ]ϕ1 − ϕ2

∥∥
C
6 ‖ϕ1 − ϕ2‖C + σRM 6 Kϕ + σRM.

Óòâåðæäåíèå (2.36) äîêàçàíî.

Ëåììà 2.12. Ïóñòü ý��åêòèâíûå îáëàñòè �óíêöèé ϕ1(·) è ϕ2(·) îãðàíè÷åíû øàðîì ðàäèóñà

R > 0 ñ öåíòðîì â íóëå, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ϕ1 − ϕ2‖C 6 Kϕ, ãäå Kϕ > 0 � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Q(s) ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé LQ > 0, è Q(s) � íåïóñòîé

âûïóêëûé êîìïàêò äëÿ âñåõ s ∈ [t, t1]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1] è σ > 0 òàêîãî,

÷òî τ + σ 6 t1, âûïîëíÿåòñÿ

∥∥S [τ,τ+σ]ϕ1 − S [τ−σ,τ ]ϕ2

∥∥
C
6 Kϕ + σ2RLQ. (2.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíû äâà íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâà Q1, Q2,

ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîð�ó ìåæäó êîòîðûìè îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé h(Q1,Q2) 6 K. Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q2 ∈ Q2 ñóùåñòâóåò q1(q2) ∈ Q1 òàêîå, ÷òî ‖q2 − q1(q2)‖ 6 K. Îöåíèì

îïîðíóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà Q2.

ρ (p | Q2) = max
q2∈Q2

〈p, q2〉 = max
q2∈Q2

〈p, q2 − q1(q2) + q1(q2)〉 6 R‖q2 − q1(q2)‖+ ρ (p | Q1) .

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

h




τ+σ∫

τ

Q(s)ds,

τ∫

τ−σ

Q(s)ds


 6

τ∫

τ−σ

h(Q(s+ σ),Q(s))ds 6 LQσ
2.

Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâ Q(τ − σ, τ) è Q(τ, τ + σ) âèäà (2.34) áóäåò âåðíà îöåíêà

ρ (p | Q(τ, τ + σ)) 6 RLQσ
2 + ρ (p | Q(τ − σ, τ)) .

Òåïåðü îöåíèì çíà÷åíèå S [τ−σ,τ ]ϕ2:

S [τ−σ,τ ]ϕ2(p) = conv {ϕ2(p)− ρ (p | Q(τ − σ, τ))} 6

6 conv {ϕ2(p)− ϕ1(p) + ϕ1(p)− ρ (p | Q(τ, τ + σ))}+RLQσ
2
6
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6 conv {ϕ1(p)− ρ (p | Q(τ, τ + σ))}+ ‖ϕ2(p)− ϕ1(p)‖C +RLQσ
2
6

6 S [τ,τ+σ]ϕ1(p) +Kϕ +RLQσ
2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Òîãäà

∥∥S [τ,τ+σ]ϕ1 − S [τ−σ,τ ]ϕ2

∥∥
C
= max

p∈domϕ1
⋂

domϕ2

|S [τ,τ+σ]ϕ1(p)− S [τ−σ,τ ]ϕ2(p)| 6 Kϕ +RLQσ
2.

Óòâåðæäåíèå (2.37) äîêàçàíî.

Ëåììà 2.13. Ïóñòü ý��åêòèâíûå îáëàñòè �óíêöèé ϕ1(·) è ϕ2(·) îãðàíè÷åíû, è âûïîëíÿ�

åòñÿ ‖ϕ1 − ϕ2‖C 6 Kϕ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ ∈ [t, t1] è σ > 0 òàêîãî, ÷òî τ + σ 6 t1,

τ − σ > t, âåðíà îöåíêà
∥∥T [τ,τ+σ]ϕ1 − T [τ,τ+σ]ϕ2

∥∥
C
6 Kϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ T îãðàíè÷èâàåò ý��åêòèâíóþ îáëàñòü �óíêöèè:

T [τ,τ+σ]ϕ(p) = ϕ(p) + I(p | BV [τ, τ + σ]),

ãäå BV [τ, τ + σ] � åäèíè÷íûé øàð â ïîëóíîðìå (2.35).

Îáîçíà÷èì f(p) = T [τ,τ+σ]ϕ1(p)− T [τ,τ+σ]ϕ2(p). Òîãäà

∥∥T [τ,τ+σ]ϕ1 − T [τ,τ+σ]ϕ2

∥∥
C(dom f)

6 ‖ϕ1 − ϕ2‖C(dom f) 6 ‖ϕ1 − ϕ2‖C(domϕ1
⋂

domϕ2)
6 Kϕ.

Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü ñèñòåìà (2.28) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà êàæäîì îòðåçêå [τ ′, τ ′′], t 6

τ ′ < τ ′′ 6 t1. Ïóñòü òåðìèíàëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(·) âûïóêëàÿ è ëèïøèöåâà. Ïóñòü îòîáðà�

æåíèå Q(s) ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé LQ, è Q(s) � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò äëÿ âñåõ

s ∈ [t, t1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ öåíû ñèíòåçà V(t, x) (2.32).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [t, t1] òî÷êàìè

τi = t1 − σi, σ =
1

N
(t1 − t). Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè V∗(t, x)

ê �óíêöèè öåíû ñèíòåçà V(t, x).
Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ (2.33) ïðåäñòàâèì ñîïðÿæ¼ííûå �óíêöèè ê ìèíèìàêñíîé è ìàê�

ñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû ñ êîððåêöèÿìè â âèäå

V ∗
T (t, p) = T [t,τN−1]S [t,τN−1] . . . T [τ2,τ1]S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]T [τ0,τ0]S [τ0,τ0]ϕ∗(p),
W ∗

T (t, p) = S [t,τN−1]T [t,τN−1] . . . S [τ2,τ1]T [τ2,τ1]S [τ1,τ0]T [τ1,τ0]S [τ0,τ0]T [τ0,τ0]ϕ∗(p).
(2.38)

Ïîñêîëüêó S [τ0,τ0]ϕ∗(·) = ϕ∗(·), îáîçíà÷èì ϕ̃∗(·) = T [τ0,τ0]ϕ∗(·). Òîãäà ïåðåïèøåì âûðàæå�

íèÿ (2.38):

V ∗
T (t, p) = T [t,τN−1]S [t,τN−1] . . . T [τ2,τ1]S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]ϕ̃∗(p),

W ∗
T (t, p) = S [t,τN−1]T [t,τN−1] . . . S [τ2,τ1]T [τ2,τ1]S [τ1,τ0]T [τ1,τ0] ϕ̃∗(p).

(2.39)
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Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ, �óíêöèÿ ϕ(·) � ëèïøèöåâà, òî ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü domϕ∗(·)
îãðàíè÷åíà, çíà÷èò, dom ϕ̃∗(·) òàêæå îãðàíè÷åíà. Òîãäà, ïî ëåììå 2.11,

∥∥S [τ1,τ0]ϕ̃∗(·)− ϕ̃∗(·)
∥∥
C
6 σRM,

ãäå R > 0 � ðàäèóñ øàðà, â êîòîðûé âëîæåíà îáëàñòü dom ϕ̃∗(·), M > 0 � ðàäèóñ øàðà, â

êîòîðûé âëîæåíû çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ Q(s) äëÿ âñåõ s ∈ [t, t1].

Îöåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû â ïðàâîé ÷àñòè (2.39). Ïî ëåììå 2.13, ïðèìåíåíèå

îïåðàòîðà T [τ1,τ0]
íå èçìåíÿåò íîðìó ðàçíîñòè �óíêöèé:

∥∥T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]ϕ̃∗(·)− T [τ1,τ0]ϕ̃∗(·)
∥∥
C
6 σRM.

Ïî ëåììå 2.12 ïîëó÷èì, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà S [τ2,τ1]
óâåëè÷èâàåò íîðìó ðàçíîñòè �óíê�

öèé íå áîëåå, ÷åì íà σ2RLQ:

∥∥S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]ϕ̃∗(·)− S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]ϕ̃∗(·)
∥∥
C
6 σRM + σ2RLQ.

Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíÿåì ïîî÷åðåäíî ëåììû 2.13 è 2.12 åùå (N − 2) ðàçà è ïîëó÷àåì, ÷òî

íîðìà ðàçíîñòè �óíêöèé ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ åùå íå áîëåå, ÷åì íà (N − 2)σ2RLQ. Ïîñëåäíåå

ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà S [t,τN−1]
äëÿ �óíêöèè W ∗

T (t, p) óâåëè÷èâàåò íîðìó ðàçíîñòè íå áîëåå,

÷åì íà σRM .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖V ∗
T (t, ·)−W ∗

T (t, ·)‖C 6 2σRM + (N − 1)σ2RLQ =

=
2

N
(t1 − t)RM +

N − 1

N2
(t1 − t)2RLQ = O

( 1

N

)
.

Çíà÷èò, ïðè âîçðàñòàíèè N �óíêöèè V ∗
T (t, ·) èW ∗

T (t, ·) ñõîäÿòñÿ ê V∗(t, ·). Ôóíêöèè V ∗
T (t, p)

âûïóêëû ïî p, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ V∗(t, p) òàêæå áóäåò âûïóêëîé ïî p. Òîãäà

V(t, x) = sup
p∈Rn

(〈x, p〉 − V∗(t, p)),

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

2.5 Ñâîéñòâà �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà

2.5.1 �àâåíñòâî ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû è �óíêöèè öåíû â çà�

äà÷å ñèíòåçà

Â äàííîé ãëàâå ìû ââåëè ïîçèöèîííóþ �óíêöèþ öåíû V(t, x) (2.17) è �óíêöèþ öåíû â çàäà�

÷å ñèíòåçà V(t, x) (2.32) è ðàññìîòðåëè èõ ñâîéñòâà. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ

öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �ßÁÀ (2.23). Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ïîçèöèîííîé �óíê�

öèè öåíû íå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàêîíà

óïðàâëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü �óíêöèþ öåíû ñèíòåçà V(t, x), êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî íè�

æå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû è �óíêöèÿ öåíû

ñèíòåçà ñîâïàäàþò.
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Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.14 ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè öåíû â

çàäà÷å ñèíòåçà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ (t, x) ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû V(t, x) ðàâíà �óíêöèè

öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà V(t, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

WT (t, x) 6 V(t, x) 6 VT (t, x), (2.40)

âåðíîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T , è òåîðåìû 2.14. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (2.40) ñïðàâåä�

ëèâî, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè ïîçèöèîííîé �óíêöèè öåíû V(t, x) (2.17) áåð¼òñÿ ñóïðåìóì

ïî âñåì âîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì èç Ω(t), ïîçâîëÿþùèì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè s ∈ [t, t1]

ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå íà îñíîâàíèè äàííûõ î ðåàëèçîâàâøåéñÿ ïîìåõå íà èíòåðâàëå [t, s], à â

ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (t, x) óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ â îòäåëüíûå ìî�

ìåíòû âðåìåíè {τk} èç ðàçáèåíèÿ T . Ëåâîå íåðàâåíñòâî â (2.40) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàöèé
âçÿòèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

2.5.2 Óðàâíåíèå òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà è ñèí�

òåç óïðàâëåíèÿ

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ öåíû ñèíòåçà V(t, x) è ïîçèöèîííàÿ �óíêöèÿ öåíû V(t, x) ñîâïàäàþò,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.16. Ôóíêöèÿ öåíû çàäà÷è ñèíòåçà V(t, x) äëÿ ñèñòåìû (2.28) ñ �óíêöèîíàëîì

(2.29) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà:

min{H1,H2} = 0,
H1(t, x,Vt,Vx) = Vt + max

v∈Q(t)
〈Vx, v〉 ,

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + 〈Vx, B(t)h〉}

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V(t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)),

ãäå V (t1, x; t1, ϕ(·)) � ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû (2.4), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1 è ðàâíàÿ

V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max
p∈Rn

{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | ||BT (t1)p|| 6 1}.

Ïðèâåä¼ì òàêæå �îðìóëèðîâêó òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû îáùåãî âèäà (2.1) ñ �óíêöèîíàëîì

(2.2).

Òåîðåìà 2.17. Ôóíêöèÿ öåíû çàäà÷è ñèíòåçà V(t, x) äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñ �óíêöèîíàëîì

(2.2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà:

min{H1,H2} = 0,
H1(t, x,Vt,Vx) = Vt + max

v∈Q(t)
〈Vx, A(t)x+ C(t)v〉 ,

H2(t, x,Vt,Vx) = min
‖h‖=1

{1 + 〈Vx, B(t)h〉}
(2.41)
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ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V(t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)),

ãäå V (t1, x; t1, ϕ(·)) � ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû (2.4), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1 è ðàâíàÿ

V (t1, x; t1, ϕ(·)) = max
p∈Rn

{〈x, p〉 − ϕ∗(p) | ||BT (t1)p|| 6 1}.

Èç óðàâíåíèÿ �ßÁÀ (2.41) ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ, ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî

ïðè íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè x(t) = x çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà çàäà÷è íå ïðåâûñèò V(t, x). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî (s, x):

• åñëè H1(s, x) = 0, òî dU(s, x) = 0,

• åñëè H1(s, x) > 0, òî H2(s, x) = 0. Òîãäà óïðàâëåíèå U(s, x) èìååò ñêà÷îê â íàïðàâëåíèè

−BTVx, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ H1(s+0, x(s+0)) = 0 ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ.

2.5.3 Çàêîí óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëåíèåì

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îïèñàí çàêîí èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè â ñèñòåìå â êà÷åñòâå

âõîäíûõ âîçäåéñòâèé äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé, íàïðèìåð, ïðîèç�

âîäíûõ äåëüòà-�óíêöèè, òî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ îáîáù¼ííûì óïðàâëå�

íèåì (1.34), (1.35) è, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1.1.5, ïåðåéòè ê çàäà÷å ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

(1.36), (1.37). Ïîñëå ýòîãî äëÿ çàäà÷è ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì ñëåäóåò íàéòè îïòèìàëü�

íûé çàêîí óïðàâëåíèÿ, êàê îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òîãäà ðåàëèçàöèÿ îáîáù¼ííîãî

óïðàâëåíèÿ u ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåàëèçàöèè èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ U(·) ïðè ïîìîùè
ñîîòíîøåíèÿ

u =
k∑

j=0

(−1)j
dj+1Uj(t)

dtj+1
,

ãäå U0, . . . , Uk � êîìïîíåíòû óïðàâëåíèÿ U(·) ∈ BV ([t, t1];R
m).

2.5.4 Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííîãî áûñòðîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé, îïè�

ñàííîé â ðàçäåëå 1.4: îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîèñêà êàê ïðîãðàììíûõ, òàê è äëÿ

ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé. Ïðèìåð ïåðåõîäà ê áûñòðûì óïðàâëåíèÿì äàí íèæå, â ðàçäåëå

2.7.2.

2.6 Òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû

Êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 2.5.2, èç óðàâíåíèÿ òèïà �ßÁÀ ìîæíî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûé çàêîí

óïðàâëåíèÿ, îäíàêî äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü,

÷òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû, êàê
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îïèñàòü ðåøåíèå ñèñòåìû, â êîòîðóþ ïîäñòàâëåí çàêîí óïðàâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà: ÷åðåç ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðàåêòîðèé, ïîëó÷åííûõ â

ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìå, è ïðè ïîìîùè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû.

2.6.1 Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðàåêòîðèé

�àññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà âðåìåíè T òî÷êàìè τi: t = τN < τN−1 < · · · < τ1 < τ0 = t1. Îáî�

çíà÷èì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ σ = diam T . Èñïîëüçóåì ñõåìó ñ êîððåêöèÿìè íà ðàçáèåíèè T è

âû÷èñëèì �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (t, x). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τi îïðåäåëèì óïðàâëåíèå ïî ïðàâèëó, ïðèâåä¼ííîìó ïîñëå òåîðå�

ìû 2.17. Ýòî óïðàâëåíèå áóäåò äåéñòâîâàòü íà èíòåðâàëå [τi, τi−1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèÿ Uσ(s) è ðåàëèçàöèþ òðàåêòîðèè xσ(s).

Ïóñòü {Uσ(s)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé ñ îãðàíè÷åííîé íîðìîé Var
[t,t1]

Uσ(·). Ïî�
ñêîëüêó øàð â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëàáî* êîìïàêòíûì

ìíîæåñòâîì [29℄, òî ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Uσn(·)}, ñëàáî* ñõîäÿùóþñÿ

ê íåêîòîðîé �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè Ũ(·). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

�óíêöèè f(s) ∈ C[t, t1] âûïîëíÿåòñÿ
∫
f(s)dUσn(s) →

∫
f(s)dŨ(s). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèé òðàåêòîðèé xσn(s) áóäåò ïðè σn → 0 ñëàáî* ñõîäèòüñÿ

ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè x(s). Ïðåäåëüíûå òðàåêòîðèè â îïèñàííîé ñõåìå áóäåì

ñ÷èòàòü òðàåêòîðèÿìè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè áðàòü ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå,

òî ìû ïîëó÷èì ñõåìó àïïðîêñèìàöèîííûõ è êîíñòðóêòèâíûõ äâèæåíèé, îïèñàííóþ â ðàáîòå

[51℄ äëÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ ïðè îãðàíè÷åííîì óïðàâëåíèè.

2.6.2 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñèñòåìà

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïîäõîäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñè�

ñòåìå [26, 54, 56℄. Â ðàáîòå [11℄ äàííûé ïîäõîä áûë ïðèìåí¼í äëÿ îïèñàíèÿ òðàåêòîðèé

çàìêíóòîé ñèñòåìû â çàäà÷å ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè. Ïðèìåíèì

åãî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ.

Âûïèøåì åù¼ ðàç ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì è ïîìåõîé

dx(s) = A(s)x(s)ds+B(s)dU(s) + C(s)v(s)ds, x(t) = x (2.42)

è �óíêöèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[t,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)). (2.43)

Ââåä¼ì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ξ ∈ [0, S] è çàïèøåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

ñèñòåìó 



dy

dξ
= A(s(ξ))y(ξ)us(ξ) +B(s(ξ))ux(ξ) + C(s(ξ))v(ξ)us(ξ),

ds

dξ
= us(ξ).

(2.44)
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Íà ðàñøèðåííîå óïðàâëåíèå u(ξ) = (us(ξ), ux(ξ)) ∈ R×Rm
íàëîæåíî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè�

÷åíèå

u(ξ) = (us(ξ), ux(ξ)) ∈ [0, 1]× B1, (2.45)

ãäå B1 � åäèíè÷íûé øàð â Rm
ñ öåíòðîì â íóëå, ïðè÷¼ì us è ux íå ìîãóò îäíîâðåìåííî

ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Êîìïîíåíòû óïðàâëåíèÿ us, ux � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè. Ñâÿçü èñ�

õîäíîé ïåðåìåííîé x ñ íîâîé ïåðåìåííîé y çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì y(ξ) = x(s(ξ)). Íà÷àëüíîå

óñëîâèå x(t) = x ïðåîáðàçóåòñÿ â y(0) = y, ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ s(0) = t, s(S) = t1.

Ñâÿçü óïðàâëåíèÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû (2.42) ñ óïðàâëåíèåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

ñèñòåìû (2.44) çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì:

dU = uxdξ. (2.46)

Ïðè ýòîì

s(ξ) = t +

∫ ξ

0

us(σ)dσ, ïðè âñåõ ξ ∈ [0, S].

Òîãäà �óíêöèîíàë (2.43) ïðåîáðàçóåòñÿ â

J(u(·)) =
∫ S

0

‖ux(ξ)‖dξ + ϕ(y(S)). (2.47)

Ôóíêöèîíàë (2.47) ìèíèìèçèðóåòñÿ ïî ðàñøèðåííîìó óïðàâëåíèþ u = (us, ux).

Ïîÿñíèì ñóòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé çàìåíû. Êîãäà â èñõîäíîé ñèñòåìå dU(s) = 0,

òîãäà â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìå ¾óïðàâëåíèå âðåìåíåì¿ us(s) = 1, óïðàâëåíèå

êîîðäèíàòàìè ux(s) = 0. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè s∗ â èñõîäíîé ñèñòåìå óïðàâëåíèå ñîâåðøà�

åò ñêà÷îê âåëè÷èíû γ > 0, òî åñòü U(s∗ +0)−U(s∗) = γd, ãäå d ∈ Rm
� íàïðàâëåíèå ñêà÷êà,

‖d‖ = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1 ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ s(ξ1) = s∗. Òîãäà

â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìå â ìîìåíò ξ1 âðåìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ: óïðàâëåíèå u
s(ξ1)

ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå êîîðäèíàòàìè áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíè�

åì ñêà÷êà ux(ξ1) = d. Ïóñòü â ìîìåíò ξ2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî U(s
∗+0)−U(s∗) = ux(ξ2−ξ1),

òî åñòü ξ2 = ξ1+γ. Â ýòîò ìîìåíò ux(ξ2) ñíîâà îáðàùàåòñÿ â íîëü, è u
s(ξ2) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

1.

�èñóíîê 2.1 èëëþñòðèðóåò ïðèâåä¼ííîå ðàññóæäåíèå.

Èçâåñòíî [54, 56℄, ÷òî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû x(s) ïëîòíî âî ìíîæåñòâå

òðàåêòîðèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû y(ξ), òî åñòü, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû (2.44) ñîäåðæèò òðàåêòîðèþ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.42).

Òîãäà ëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2.42), (2.43) áóäåò îïòèìàëüíîé â

ðàñøèðåííîé çàäà÷å (2.44), (2.47).

Ââåä¼ì �óíêöèþ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû (2.44) ñ �óíêöèîíàëîì (2.47) Vξ(ξ, y)
êàê ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé öåíû ñ êîððåêöèÿìè. Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ðàññóæ�

äåíèé ñëåäóåò, ÷òî Vξ(ξ, y) = V(s, x).
Ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìå óïðàâëåíèå îãðàíè÷åíî, ìîæíî âîñïîëü�

çîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì ïðè

íàëè÷èè ïîìåõè [2, 18℄:
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�èñ. 2.1: Ñêà÷îê óïðàâëåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (ñëåâà) è óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðå�

ìåííîé ñèñòåìû (ñïðàâà).

Òåîðåìà 2.18. Ìèíèìàêñíàÿ �óíêöèÿ öåíû ñèíòåçà Vξ(ξ, y) çàäà÷è (2.44), (2.47) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà:

min
(us,ux)∈[0,1]×B1

H(ξ, y) = 0,

H(ξ, y) = Vξξ (ξ, y)us +max
v∈Q

〈
Vξy(ξ, y), (A(ξ)y + C(ξ)v)us

〉
+

+
〈
Vξy(ξ, y), B(ξ)ux

〉
+ ||ux||

(2.48)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì Vξ(S, y) = ϕ(y(S)).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ôóíêöèÿ öåíû Vξ(ξ, y), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó äè��åðåíöèðóå�

ìîé. Â òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíà, ñëàãàåìûå Vξξus + 〈Vξy , (Ay + Cv)us〉 è 〈Vξy , Bux〉
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïðîèçâîäíûå �óíêöèè Vξ(ξ, y) ïî íàïðàâëåíèÿì (us, Ayus + Cvus) è

(0, Bux), êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ñèëó âûïóêëîñòè Vξ(ξ, y) ïî y.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ �ßÁÀ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.41) è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íîé ñèñòåìû (2.48) ñîâïàäàþò. �àññìîòðèì (2.48). Ôóíêöèÿ H(·) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà

ïî us, ux, çíà÷èò ñðåäè òî÷åê ìèíèìóìà åñòü òî÷êè íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

(us(ξ), ux(ξ)) ∈ [0, 1]× B1. Åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè us = 0, òî

min
ux∈B1

〈
Vξy(ξ, y), B(ξ)ux

〉
+ ||ux|| = 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî ux 6= 0, çíà÷èò H2(s, x) = 0.

Åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè us = 1, òî

min
ux∈B1

(
Vξξ (ξ, y) + max

v∈Q

〈
Vξy(ξ, y), (A(ξ)y + C(ξ)v)

〉
+
〈
Vξy(ξ, y), B(ξ)ux

〉
+ ||ux||

)
= 0.

Ïî ñâîéñòâó �óíêöèè öåíû,

∣∣〈Vξy(ξ, y), B(ξ)h
〉∣∣ 6 ||h||, çíà÷èò ìèíèìóì ïî ux äîñòèãàåòñÿ

ïðè ux = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî H1(s, x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ �ßÁÀ ñîâïàäàþò.

Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì (2.44), (2.47) ïîä ñèíòåçîì óïðàâëå�

íèÿ Uξ(ξ, y) ïîíèìàþò ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Uξ(ξ, y) : [0, S]× Rn → [0, 1] × B1, ïîëóíå�

ïðåðûâíîå ñâåðõó ïî (ξ, y), çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïóñòûå âûïóêëûå êîì�

ïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ

äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ [33℄, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ñèíòåçà â èñõîäíîå

óðàâíåíèå:

d

dξ

(
y
s

)
∈
{(

A(ξ)y + C(ξ)v(ξ) B(ξ)
1 0

)(
us

ux

) ∣∣∣(us, ux) ∈ Uξ(ξ, y)
}
. (2.49)

Â çàäà÷å (2.44), (2.47) îïðåäåëèì ñèíòåç óïðàâëåíèÿ êàê ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ óðàâ�

íåíèÿ (2.48):

Uξ(ξ, y) =
⋃

{(us, ux) | (us, ux) ∈ ArgminH(ξ, y)} , (2.50)

ãäå îáúåäèíåíèå áåð¼òñÿ ïî ïðîèçâîäíûì ïî íàïðàâëåíèþ �óíêöèè V(ξ, y). Îïðåäåëåííûé
òàêèì îáðàçîì ñèíòåç áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæàåìîñòè ðåøå�

íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ [33℄, ïîñêîëüêó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (2.50) áóäåò

ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó [6℄, ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå âûïóêëûõ êîìïàêòîâ (ò.ê. �óíê�

öèÿ H(ξ, y) � ëèíåéíàÿ è íåïðåðûâíàÿ ïî us, ux, à ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé (2.45)

îãðàíè÷åíî).

Òðàåêòîðèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå äè��åðåí�

öèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (2.49). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû x(s) ïëîò�

íî âî ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû y(ξ), ñîîòâåòñòâóþùèå òðà�

åêòîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü òðàåêòîðèÿìè èñõîäíîé çàìêíó�

òîé ñèñòåìû. Óïðàâëåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñâÿçàíî ñ óïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íîé ñèñòåìå ñîîòíîøåíèåì (2.46).

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà, îïèñàííîãî â �ëàâå 2, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ è íà

ïðàêòèêå íåîáõîäèìî íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî �óíêöèþ öåíû, âîçíèêàþùóþ

â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (x ∈ R1
) äëÿ

îïðåäåëåííîãî êëàññà �óíêöèîíàëîâ ñóùåñòâóåò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû,

ïîýòîìó â êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (2.23)

ìîæíî ïîñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ. Ïðèìåð òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåí â êîíöå äàííîé

ãëàâû.

Â îáùåì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû, íî

çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû. Äàííûé ïîä�

õîä îïèñàí ïîäðîáíî â �ëàâå 3. Äëÿ �óíêöèè öåíû VT (s, x) (2.30) ñòðîèòñÿ åå àïïðîêñèìàöèÿ
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Ṽ +
T (s, x), òàêàÿ ÷òî VT (s, x) 6 Ṽ +

T (s, x). Ïîñòðîåííàÿ îöåíêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñèíòåçà â çàäà÷å ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì. Ïîëó÷åííûé ñèíòåç ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ

�óíêöèîíàëà J(U) áóäåò íå õóæå, ÷åì Ṽ +
T (t, x).

2.7 Ïðèìåðû

2.7.1 Ñèíòåç èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé

�àññìîòðèì äâèæåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

dx(t) =
(3
2
− (t− 1)2

)
dU + v(t)dt, t ∈ [0, 2.5].

Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1. Öåëü óïðàâëåíèÿ U èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åí�

íîé âàðèàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[0,2.5]

U(·) + |x(t1 + 0)|,

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîìåõè.

Îñîáåííîñòüþ ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âèä �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿåò â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè öåíû [45℄.

Òàê, �óíêöèÿ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà ïðåäñòàâèìà â âèäå V(t, x) = β(t)|x|+ k(t), ãäå

β(t) =





2

3
, ïðè t ∈ [0, 1],

1
3
2
− (t− 1)2

, ïðè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
,

1, ïðè t ∈
[
1 +

1√
2
, 2.5

]
,

k(t) =

2.5∫

t

β(τ)dτ.

Òîãäà

V(t, x) =





2

3
|x| − 2

3
t− 1√

6
ln(2−

√
3) + 2

1

6
− 1√

2
, ïðè t ∈ [0, 1],

|x|
3
2
− (t− 1)2

+
1√
6
ln

∣∣∣∣∣

√
2(t− 1)−

√
3√

2(t− 1) +
√
3

∣∣∣∣∣−

− 1√
6
ln(2−

√
3) +

3

2
− 1√

2
, ïðè t ∈

(
1, 1 +

1√
2

)
,

|x| − t +
5

2
, ïðè t ∈

[
1 +

1√
2
, 2.5

]
.

Ôóíêöèÿ öåíû V(t, x) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.2.
Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè öåíû ïî t è x:

Vt(t, x) =





−2

3
, ïðè t ∈ [0, 1],

2(t− 1)|x|
(
3
2
− (t− 1)2

)2 −
1

3
2
− (t− 1)2

, ïðè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
,

−1, ïðè t ∈
[
1 +

1√
2
, 2.5

]
,
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�èñ. 2.2: Ôóíêöèÿ öåíû V(t, x).

Vx(t, x) =





2

3
sign x, ïðè t ∈ [0, 1],

sign x
3
2
− (t− 1)2

, ïðè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
,

sign x, ïðè t ∈
[
1 +

1√
2
, 2.5

]
.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè H1(t, x), H2(t, x) ðàâíû

H1(t, x) =





0, ïðè t ∈ [0, 1],
2(t− 1)|x|

(
3
2
− (t− 1)2

)2, ïðè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
,

0, ïðè t ∈
[
1 +

1√
2
, 2.5

]
.

H2(t, x) =





2

3
(t− 1)2, ïðè t ∈ [0, 1],

0, ïðè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
,

−1

2
+ (t− 1)2, ïðè t ∈

[
1 +

1√
2
, 2.5

]
.

Íà ðèñ. 2.3 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ

H2(t, x) îòëè÷íà îò íóëÿ â ëåâîé è ïðàâîé îáëàñòÿõ ïðè t ∈ [0, 1] è t ∈
[
1+

1√
2
, 2.5

]
äëÿ âñåõ

x. Ïðè ýòîì H1(t, x) = 0. Åñëè òî÷êà (t, x) íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ýòèõ îáëàñòåé, òî óïðàâëÿòü

íå íàäî. Íà ðèñóíêå ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðåëêàìè ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæå�

íèÿ. (Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåë¼ííîñòè êîîðäèíàòà x ñèñòåìû áåç óïðàâëåíèÿ

íå áóäåò ïîñòîÿííîé, íî äëÿ ïðîñòîòû íà ðèñóíêå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ áåç óïðàâëåíèÿ

ïîêàçàíî ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðåëêàìè).

Â öåíòðàëüíîé îáëàñòè t ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
, �óíêöèÿ H2(t, x) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Çäåñü
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�èñ. 2.3: Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûé àíàëèòè÷åñêè.

H1(t, x) > 0, åñëè |x| > 0, è H1(t, 0) = 0 ïðè x = 0. Â îáëàñòè

{
t ∈

(
1, 1 +

1√
2

)
, |x| > 0

}

òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå x â íîëü. Â ýòîé îáëàñòè ëèíèÿìè

ñî ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå ìãíîâåííîãî ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè â ðåçóëüòàòå òàêîãî

óäàðà.

Íà ðèñóíêàõ 2.4 è 2.5 ïîêàçàíû ïðèìåðû òðàåêòîðèè è óïðàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðåàëè�

çàöèÿõ ïîìåõ. Â îáîèõ ïðèìåðàõ x(0) = 5. Íà ðèñóíêå 2.4 ïîìåõà v(t) = sin(50t), íà ðèñóíêå

2.5 ïîìåõà ïîñòîÿííà è ðàâíà v(t) = 0.9. Â ïåðâîì ñëó÷àå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà J(U) = 3.4,

âî âòîðîì J(U) = 5.1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,

âçÿòîå â íà÷àëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè, ðàâíî V(0, x(0)) = 5.3.

Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè τ = 1 ïðîèñõîäèò ñêà÷îê óïðàâëåíèÿ U , êîòî�

ðûé ìãíîâåííî ïåðåâîäèò �àçîâóþ êîîðäèíàòó â íîëü. Óïðàâëåíèå u =
dU

dt
� èìïóëüñíîå:

u = −αδ(t − 1), ãäå α � âåëè÷èíà ñêà÷êà (îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî). Äàëåå, íà èíòåðâàëå

τ ∈
(
1, 1 +

1√
2

)
, åñëè òðàåêòîðèÿ ñìåùàåòñÿ èç íóëÿ ïîä äåéñòâèåì ïîìåõè, òî èìïóëüñíîå

óïðàâëåíèå ñíîâà ïðèâîäèò å¼ â íîëü. Â ïðèìåðå íà ðèñóíêå 2.4 ïîìåõà ñèíóñîèäàëüíàÿ,

ïîýòîìó óïðàâëåíèå U èìååò íà óêàçàííîì èíòåðâàëå ñèíóñîèäàëüíûé âèä. Â ïðèìåðå íà

ðèñóíêå 2.5 ïîìåõà ïîñòîÿííàÿ, ïîýòîìó óïðàâëåíèå U íà óêàçàííîì èíòåðâàëå èìååò âèä

ëèíåéíîé �óíêöèè. Ïîñëå ìîìåíòà τ = 1 +
1√
2
óïðàâëåíèå íå ïðèìåíÿåòñÿ.
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�èñ. 2.4: Òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = sin(50t).
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�èñ. 2.5: Òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = 0.9.

2.7.2 Ñèíòåç áûñòðûõ óïðàâëåíèé

Òåïåðü íàéäåì ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ. Ñõåìà ïåðåõîäà ê

áûñòðûì óïðàâëåíèÿì, îñíîâàííàÿ íà ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè [12℄, îïèñàíà â ïåðâîé ãëàâå, â

ðàçäåëå 1.4. Áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ äåëüòà-�óíêöèè ∆0(t) =
1

2h
I[0,2h](t), ñõå�

ìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 1.6 ñëåâà. Îíà ðàâíà

1

2h
ïðè t ∈ [0, 2h] è íóëþ â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå ìàëîå h. Íàéä¼ì M0(t) (1.61):

M0(t) =
3

2
+ h2 − (t− 1 + h)2.

Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå (1.63)

dy(t) =M0(t)dU
(y) + v(t)dt (2.51)

è íàéä¼ì äëÿ íå¼ ñèíòåç èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå. Ïîñëå ýòîãî ïî �îðìóëå (1.64) ïîëó÷èì áûñòðîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.
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Ôóíêöèÿ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû (2.51) ïðåäñòàâèìà â âèäå V(t, y) = β(t)|y|+
k(t), ãäå

β(t) =





1
3
2
+ h2

, ïðè t ∈ [0, 1− h],

1
3
2
+ h2 − (t− 1 + h)2

, ïðè t ∈
(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
,

1, ïðè t ∈
[
1− h +

√
1

2
+ h2, 2.5

]
,

k(t) =

2.5∫

t

β(τ)dτ.

Âèä �óíêöèè öåíû V(t, y) íå áóäåì ïðèâîäèòü â ñèëó åãî ãðîìîçäêîñòè. ×àñòíûå ïðîèç�

âîäíûå �óíêöèè öåíû ïî t è y ðàâíû

Vt(t, y) =





− 1
3

2
+ h2

, ïðè t ∈ [0, 1− h],

2(t− 1 + h)|y|
(
3
2
+ h2 − (t− 1 + h)2

)2 −
1

3
2
− (t− 1)2

, ïðè t ∈
(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
,

−1, ïðè t ∈
[
1− h+

√
1

2
+ h2, 2.5

]
.

Vx(t, x) =





1
3
2
+ h2

sign x, ïðè t ∈ [0, 1− h],

sign x
3
2
+ h2 − (t− 1 + h)2

, ïðè t ∈
(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
,

sign x, ïðè t ∈
[
1− h+

√
1

2
+ h2, 2.5

]
.

Ôóíêöèè H1(t, x), H2(t, x) ðàâíû

H1(t, x) =





0, ïðè t ∈ [0, 1− h],
2(t− 1 + h)|y|

(
3
2
+ h2 − (t− 1 + h)2

)2, ïðè t ∈
(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
,

0, ïðè t ∈
[
1− h+

√
1

2
+ h2, 2.5

]
.

H2(t, x) =





h− h2 + (t− 1 + h)2

3
2
+ h

, ïðè t ∈ [0, 1− h],

0, ïðè t ∈
(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
,

−1

2
− h2 + (t− 1 + h)2, ïðè t ∈

[
1− h+

√
1

2
+ h2, 2.5

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.51):

• Åñëè òî÷êà (t, y) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè t ∈ [0, 1 − h] èëè t ∈
[
1 − h +

√
1

2
+ h2, 2.5

]
, òî

óïðàâëÿòü íå íàäî.
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• Â îáëàñòè

{
t ∈

(
1− h, 1− h+

√
1

2
+ h2

)
, |y| > 0

}
òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü èìïóëüñíîå óïðàâ�

ëåíèå, ïåðåâîäÿùåå y â íîëü.

Ïî �îðìóëå (1.64) ðàññ÷èòûâàåòñÿ áûñòðîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Íà ðèñóíêàõ 2.6 è 2.8 ïîêàçàíû ïðèìåðû òðàåêòîðèè ïðè ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèÿõ ïîìåõ.

Â îáîèõ ïðèìåðàõ x(0) = 5.

Íà ðèñóíêå 2.7 ïðèâåäåíû áûñòðûå óïðàâëåíèÿ u =
dU

dt
ïðè ïîìåõå v(t) = sin(50t). Ñëåâà

h = 0.04, ñïðàâà h = 0.08. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2.6. Ïðè

óêàçàííûõ áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ òðàåêòîðèè âíåøíå ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû, ïîýòîìó

ïðèâåäåí òîëüêî îäèí ðèñóíîê. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà äëÿ óïðàâëåíèÿ íà ðèñóíêå 2.7 ñëåâà

ðàâíî J(u) = 3.6, äëÿ óïðàâëåíèÿ íà ðèñóíêå 2.7 ñïðàâà ðàâíî J(u) = 3.5.

Íà ðèñóíêå 2.9 ïðèâåäåíû áûñòðûå óïðàâëåíèÿ u =
dU

dt
ïðè ïîñòîÿííîé ïîìåõå v(t) = 0.9.

Ñëåâà h = 0.04, ñïðàâà h = 0.08. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2.8

(âíåøíå îíè òàêæå ñîâïàäàþò). Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà äëÿ óïðàâëåíèÿ íà ðèñóíêå 2.9 ñëåâà

ðàâíî J(u) = 5.1, äëÿ óïðàâëåíèÿ íà ðèñóíêå 2.9 ñïðàâà ðàâíî J(u) = 5.1. Ïðè h = 0.04

óïðàâëåíèå èìååò áîëüøóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó, ÷åì ïðè h = 0.08.
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�èñ. 2.6: Òðàåêòîðèÿ x(t) ñ áûñòðûì óïðàâëåíèåì ïðè ïîìåõå v(t) = sin(50t).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ óïðàâ�

ëåíèé ñîãëàñíî ïðàâèëó ñèíòåçà, ñëåäóþùåìó èç íåðàâåíñòâà �ßÁÀ (2.41), â ñëó÷àå, êîãäà

�óíêöèÿ öåíû V(t, x) ìîæåò áûòü íàéäåíà ÿâíûì îáðàçîì. Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ, óêàçàí�

íûå íà ðèñóíêàõ 2.7 è 2.9, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå àïïðîêñèìàöèè

îïòèìàëüíûõ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé. Ïîäîáíûå àïïðîêñèìàöèè ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ðàç�

ëè÷íûì òðåáîâàíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà çàäà÷ó. Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îäíîìåð�

íîé ñèñòåìû ïðèâåäåíî ðåøåíèå â áûñòðûõ óïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè

àïïðîêñèìàöèé äåëüòà-�óíêöèè, èìåþùèõ ìèíèìàëüíûé ìîäóëü ñðåäè àïïðîêñèìàöèé íà
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�èñ. 2.7: Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ u(t) ïðè ïîìåõå v(t) = sin(50t). Ñëåâà h = 0.04, ñïðàâà h = 0.08.
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�èñ. 2.8: Òðàåêòîðèÿ x(t) ñ áûñòðûì óïðàâëåíèåì ïðè ïîìåõå v(t) = 0.9.

�èêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè. Íàéäåíû áûñòðûå óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòè è,

ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû âîçäåéñòâèÿ.
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�èñ. 2.9: Áûñòðûå óïðàâëåíèÿ u(t) ïðè ïîìåõå v(t) = 0.9. Ñëåâà h = 0.04, ñïðàâà h = 0.08.



�ëàâà 3

×èñëåííûé àëãîðèòì ñèíòåçà èìïóëüñíûõ

óïðàâëåíèé

3.1 Ââåäåíèå

Â �ëàâå 2 ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ öåíû ñèíòåçà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �àìèëü�

òîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà, èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè ñèíòåç óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî, ïî�

ëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû óäà¼òñÿ òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî

êëàññà çàäà÷. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìà�

öèè �óíêöèè öåíû.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè

ïîñòðîåíà âåðõíÿÿ îöåíêà �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ñ

êîððåêöèÿìè ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè, íèæíÿÿ îöåíêà

êîòîðîé íàéäåíà â êëàññå êóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà

ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåðàìè, ïðèâåä¼ííûìè â êîíöå ãëàâû.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò òàêæå ïîñòðî�

èòü íèæíþþ îöåíêó �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü

àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

�åçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [62℄ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì

ðóêîâîäèòåëåì À. Í. Äàðüèíûì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò îáùàÿ ïîñòàíîâêà

çàäà÷è è ðåêîìåíäàöèè ïî ïîâîäó âûáîðà äëÿ àïïðîêñèìàöèé êëàññà êóñî÷íî-à��èííûõ

âûïóêëûõ �óíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

3.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì èìïóëüñíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ ïîìåõîé:

dx(s) = A(s)x(s)ds+ B(s)dU(s) + C(s)v(s)ds, x(t) = x. (3.1)

Çäåñü, êàê è ðàíåå, x ∈ Rn
, óïðàâëåíèå U(s) ∈ BV ([t, t1],R

m) � m-âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ

îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïîìåõè v(t) èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîìåõ

M(t) = {v : [t, t1] → Rq | v(·) ∈ L∞[t, t1], v(s) ∈ Q(s) äëÿ ï.â. s ∈ [t, t1]},

ãäå L∞ � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ, ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, Q(s) � íåïóñòîé

âûïóêëûé êîìïàêò â Rq
. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Q(t) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â ìåòðèêå

Õàóñäîð�à. �åøåíèå ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è â ðàçäåëå 1.1.4.
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Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ñäåëàåì çàìåíó â ñèñòåìå (3.1) òàê,

÷òîáû ïîñëå çàìåíû â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ñëàãàåìîå ñ ìàòðèöåé A ñòàëî íóëåâûì. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó

dx(s) = B(s)dU(s) + v(s)ds, x(t) = x. (3.2)

ñ �óíêöèîíàëîì

J(U(·), v(·)) = Var
[t,t1+0)

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)). (3.3)

Öåëü óïðàâëåíèÿ � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë (3.3) íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (3.2), íåñìîò�

ðÿ íà íàëè÷èå íåîïðåäåë¼ííîñòè v(s) ∈ M(s).

3.3 Àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíê�

öèé öåíû

Â ðàçäåëå 2.2 áûëè ââåäåíû ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû

V (t, x) = min
U(·)

max
v(·)

[VarU(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x], (3.4)

W (t, x) = max
v(·)

min
U(·)

[VarU(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x]. (3.5)

Â ðàçäåëå 2.4.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè V ∗(t, p) è W ∗(t, p), ñîïðÿæ¼ííûå ê ìèíèìàêñíîé

è ìàêñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû V (t, x) (3.4) è W (t, x) (3.5), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

V ∗(t, p) = T [t,t1]S [t,t1]ϕ∗(p),
W ∗(t, p) = S [t,t1]T [t,t1]ϕ∗(p),

(3.6)

ãäå îïåðàòîðû S è T äåéñòâóþò ïî ïðàâèëàì:

S [t,t1]ϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t1))} ,
T [t,t1]ψ∗(p) = ψ∗(p) + I(p | BV [t, t1]).

(3.7)

Çäåñü conv(·) � îïåðàöèÿ îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè, òî åñòü ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé âûïóêëîé

�óíêöèè, íå ïðåâûøàþùåé èñõîäíîé �óíêöèè; îïîðíàÿ �óíêöèÿ ρ (· | Q(t, t1)) ñòðîèòñÿ êî

ìíîæåñòâó

Q(t, t1) =

∫ t1

t

Q(τ)dτ ;

BV [t, t1] � åäèíè÷íûé øàð â ïîëóíîðìå

||ℓ||V = ||BT (·)ℓ||C[t,t1];

à èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ I(p | A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

I(p | A) =

{
0, åñëè p ∈ A,
+∞ èíà÷å.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ïîñòðîåíû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè �óíêöèé V ∗(t, p) è

W ∗(t, p) (3.6).
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3.3.1 Êëàññ �óíêöèé F
Îïðåäåëèì êëàññ �óíêöèé, â êîòîðîì ìû áóäåì ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü çàäàíû

{pi}Ii=1 � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê pi ∈ Rn
, ñðåäè êîòîðûõ pi 6= pj ïðè i 6= j, è íàáîð âåùå�

ñòâåííûõ ÷èñåë {fi}Ii=1.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèåé êëàññà F , ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó ïàðàìåòðîâ {pi, fi}Ii=1, áó�

äåì íàçûâàòü íàèáîëüøóþ âûïóêëóþ �óíêöèþ f(p) : Rn → R ∪ +∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì {
dom f = conv{pi}Ii=1,
f(pi) 6 fi i = 1 . . . I,

ãäå conv{pi}Ii=1 � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íàáîðà òî÷åê {pi}Ii=1.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ f ∈ F ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-à��èí�

íîé âûïóêëîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî íàáîðîì ïàðàìåòðîâ {pi, fi}. Ïðè
ýòîì îäíó è òó æå �óíêöèþ ìîãóò îïðåäåëÿòü ðàçíûå íàáîðû ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñóíêå 3.2

ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí ïðèìåð êóñî÷íî-à��èííîé âûïóêëîé �óíêöèè èç êëàññà F , îïðåäåëÿ�
åìîé ïàðàìåòðàìè {pi, fi}5i=1, ïðè÷¼ì ïàðàìåòð {p2, f2} ìîæåò áûòü èñêëþ÷¼í èç îïèñàíèè

äàííîé �óíêöèè.

�èñ. 3.1: Ôóíêöèÿ èç êëàññà F .

3.3.2 Ñâîéñòâà îïåðàòîðà S

�àññìîòðèì îïåðàòîð S èç (3.7):

S [t,t1]ϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t1))} .

Òåîðåìà 3.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ∗
èç êëàññà F ñ ïàðàìåòðàìè {pi, ϕ∗

i } �óíêöèÿ Sϕ∗
áóäåò ïðè�

íàäëåæàòü F ñ ïàðàìåòðàìè {pik, ψ∗
i k}, ãäå





{pik} ⊆ {pi},
ψ∗
i k = ϕ∗

i k − ρik,
ρik = ρ (pik | Q(t, t1)) .

(3.8)
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2. Äëÿ ëþáûõ �óíêöèè ϕ∗
1, ϕ

∗
2 èç êëàññà F òàêèõ, ÷òî ϕ∗

1(p) 6 ϕ∗
2(p) ïðè âñåõ p ∈ Rn

,

âûïîëíÿåòñÿ Sϕ∗
1(p) 6 Sϕ∗

2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Rn
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì �óíêöèþ f1(p) = ϕ∗(p)−ρ(p | Q(t, t1)), ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü êîòî�

ðîé ñîâïàäàåò ñ ý��åêòèâíîé îáëàñòüþ �óíêöèè ϕ∗(p): dom f1(p) = dom ϕ∗(p). Ïîñêîëüêó

ϕ∗(p) ∈ F , ìíîæåñòâî dom f1(p) ìîæíî ðàçáèòü íà ñèìïëåêñû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ �óíê�

öèÿ ϕ∗(p) ÿâëÿåòñÿ à��èííîé. Òîãäà íà êàæäîì ñèìïëåêñå f1(p) ðàâíà ðàçíîñòè à��èííîé

�óíêöèè ϕ∗(p) è âûïóêëîé �óíêöèè ρ(p | Q(t, t1)).

�àññìîòðèì à��èííóþ �óíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ â âåðøèíàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèìïëåê�

ñîâ òàêèå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è f1(p), è îáîçíà÷èì å¼ f2(p). Â òî÷êàõ {pi} �óíêöèÿ f2(p) ïðèíè�
ìàåò çíà÷åíèÿ f2(pi) = ϕ∗(pi)−ρi. Â îáùåì ñëó÷àå f2(p) íå áóäåò âûïóêëîé. Îíà áóäåò íèæíåé

îöåíêîé èñõîäíîé �óíêöèè: f2(p) 6 f1(p) äëÿ âñåõ p ∈ dom f1. Âîçüìåì f3(p) = conv f2(p).

Ïî ñâîéñòâó îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè, f3 � íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ

f2. Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî f3(p) = conv f1(p) = Sϕ∗(p).

Èçâåñòíî, ÷òî íàäãðà�èê îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íàäãðà�

�èêà �óíêöèè:

epi(conv f2) = conv(epi f2).

Ïîñêîëüêó f2 � êóñî÷íî-à��èííàÿ �óíêöèÿ, ñóùåñòâóåò D òàêîå, ÷òî max
i

{ϕ∗(pi) − ρi} <
D < ∞, è ìíîæåñòâî D = epi f2 ∩ {f2(p) 6 D} áóäåò ìíîãîãðàííèêîì â Rn+1

. Òîãäà ïî�

ñòðîåíèå Sϕ∗(p), ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà D, êîòîðîå ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Qui
kHull [35℄ èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî àëãîðèòìà

ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà [41℄.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà D ÷àñòü òî÷åê èç ìíîæåñòâà {pi}
ìîæåò áûòü îòáðîøåíà, íîâûå òî÷êè íå äîáàâëÿþòñÿ. Èç ïîëó÷èâøåãîñÿ âûïóêëîãî ìíî�

ãîãðàííèêà ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü �óíêöèþ Sϕ∗(p) = conv f2(p). Ïî ïîñòðîåíèþ,

Sϕ∗ ∈ F ñ ïàðàìåòðàìè (3.8).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâà îâûïóêëåíèÿ �óíêöèè.

Íà ðèñóíêå 3.2 ïîêàçàí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà S. Èñõîäíàÿ �óíêöèÿ ðàñïîëîæåíà

íà ýòîì ðèñóíêå âûøå, îíà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè-ïàðàìåòðàìè {pi} è çíà÷åíèÿìè
â íèõ. �åçóëüòèðóþùàÿ �óíêöèÿ ðàñïîëîæåíà íà ðèñóíêå íèæå è îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè

{pi, ψ∗
i }3i=1, îäíà èç òî÷åê-ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé �óíêöèè áûëà èñêëþ÷åíà ïðè ïîñòðîåíèè.

3.3.3 Ñâîéñòâà îïåðàòîðà T

�àññìîòðèì îïåðàòîð T (3.7):

T [t,t1]ψ∗(p) = ψ∗(p) + I(p | BV [t, t1]).

Òåîðåìà 3.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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�èñ. 3.2: Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà S.

1. Ïóñòü �óíêöèÿ ψ∗
ïðèíàäëåæèò êëàññó F ñ ïàðàìåòðàìè {pj, ψ∗

j}. Òîãäà ñóùåñòâó�
þò îïåðàòîðû T−, T+, òàêèå, ÷òî T−ψ

∗(p) 6 Tψ∗(p) 6 T+ψ
∗(p) äëÿ âñåõ p, �óíêöèè

T−ψ
∗
, T+ψ

∗ ∈ F ñ ïàðàìåòðàìè {pν−, φ∗
ν−} è {pν+, φ∗

ν+}, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç

èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ {pj , ψ∗
j} è âèäà îïåðàòîðà T , à èìåííî,





{pν−} ⊆ {p(1)j } ∪ {p(2)j− },
{pν+} ⊆ {p(1)j } ∪ {p(2)j+ },
{p(1)j } =

{
pj ∈ dom ψ∗(p) ∩ BV [t, t1]

}

{p(2)j− } ∈ Γ+,

{p(2)j+ } ∈ Γ−,

φ∗
ν−/+ = ψ∗

ν , åñëè ν ∈ {j(1)},
φ∗
ν−/+ = ψ∗(pν), åñëè ν ∈ {j−(2)} èëè ν ∈ {j+(2)},

ãäå ïîâåðõíîñòü Γ− � ýòî ÷àñòü ãðàíèöû ∂BV [t, t1], ïðîõîäÿùàÿ ïî îáëàñòè dom ψ∗(p),

à Γ+ � ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê Γ−.

2. Åñëè äâå �óíêöèè ψ∗
1 ∈ F , ψ∗

2 ∈ F è ψ∗
1(p) 6 ψ∗

2(p), äëÿ âñåõ p ∈ Rn
òî T−ψ

∗
1(p) 6

T−ψ
∗
2(p), T+ψ

∗
1(p) 6 T+ψ

∗
2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Rn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ðèñóíêå 3.3 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí ðåçóëüòàò ïðèáàâëåíèÿ ê �óíêöèè

èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà. Òàêàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò èçìåíèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

èñõîäíîé �óíêöèè:

dom Tψ∗(p) = dom ψ∗(p) ∩ BV [t, t1].

Òîãäà ÷àñòü òî÷åê {pj}, îïðåäåëÿþùèõ èñõîäíóþ �óíêöèþ, ìîæåò íå ïîïàñòü â ìíîæåñòâî

BV [t, t1].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ− ÷àñòü ãðàíèöû ∂BV [t, t1], ïðîõîäÿùóþ ïî îáëàñòè dom ψ∗(p). �àñ�

ñìîòðèì íåêîòîðûé íàáîð òî÷åê, ëåæàùèõ íà Γ−, è îáîçíà÷èì åãî êàê {p(2)j+ }. Íà ðèñóíêå îíè
îáîçíà÷åíû êðóæêàìè âäîëü ãðàíèöû. Â ýòèõ òî÷êàõ ïðîâåä¼ì îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè êî

ìíîæåñòâó BV [t, t1]. Îíè áóäóò ïðîõîäèòü ñíàðóæè ýòîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
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dom ψ∗(p)
ց

տ
BV [t, t1]

�èñ. 3.3: Ïðèáàâëåíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè.

BV [t, t1] âûïóêëî. Àïïðîêñèìèðóåì ãðàíèöó Γ− êàñàòåëüíîé ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòüþ Γ+,

îáðàçóåìîé ýòèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî BV [t, t1] âûïóêëî, ïîâåðõíîñòü Γ+ ìîæíî çàäàòü êàê âûïóêëóþ

îáîëî÷êó òî÷åê, ëåæàùèõ íà Γ+. Îáîçíà÷èì èõ êàê {p(2)j− }. Çíà÷åíèÿ �óíêöèè ψ∗(p) â òî÷êàõ

{p(2)j− } è {p(2)j+ } ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ψ∗(p
(2)
j−
) è ψ∗(p

(2)
j+
).

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðîâåä¼ííîìó ïîñòðîåíèþ, â òî÷êàõ {p(2)j− }: T−ψ∗(p
(2)
j−
) 6 Tψ∗(p

(2)
j−
), à â

òî÷êàõ {p(2)j+ }: Tψ∗(p
(2)
j+
) 6 T+ψ

∗(p
(2)
j+
).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ T−, T+.

3.3.4 Àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé öåíû

�àññìîòðèì ñîïðÿæ¼ííûå �óíêöèè V ∗(t, p) èW ∗(t, p) (3.6) è ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ íèæíåé

îöåíêè Ṽ ∗
−(t, p) ∈ F è âåðõíåé îöåíêè W̃ ∗

+(t, p) ∈ F , òàêèõ ÷òî Ṽ ∗
−(t, p) 6 V ∗(t, p) è W̃ ∗

+(t, p) >

W ∗(t, p).

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî �óíêöèÿ ϕ∗ ∈ F . Â ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è ýòî òðåáîâàíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ, íî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé �óíêöèè ϕ∗
,

ó êîòîðîé domϕ∗
� âûïóêëûé êîìïàêò, ñóùåñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ϕ∗

−(p), ϕ
∗
+(p)

èç êëàññà F , òàêèå ÷òî ϕ∗
−(p) 6 ϕ∗(p) 6 ϕ∗

+(p). Èç äîêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ S è

T ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè �óíêöèè

ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè Ṽ ∗
−(t, p) è W̃

∗
+(t, p), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

{
Ṽ ∗
−(t, p) = T

[t,t1]
− S [t,t1]ϕ∗

−(p),

W̃ ∗
+(t, p) = S [t,t1]T

[t,t1]
+ ϕ∗

+(p),

ÿâëÿþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè V ∗
è W ∗

èç (3.6), òàêèìè ÷òî V ∗(t, p) > Ṽ ∗
−(t, p) è

W ∗(t, p) 6 W̃ ∗
+(t, p).
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Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè �óíêöèè

ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè Ṽ+(t, x) è W̃−(t, x), îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

Ṽ+(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T
[t,t1]
− S [t,t1]ϕ∗

−(p)},
W̃−(t, x) = max

p∈Rn
{〈p, x〉 − S [t,t1]T

[t,t1]
+ ϕ∗

+(p)},
(3.9)

ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíêîé äëÿ ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû V (t, x)

èç (3.4) è W (t, x) èç (3.5), òàêèìè ÷òî: V (t, x) 6 Ṽ+(t, x) è W (t, x) > W̃−(t, x).

3.4 Àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè

Â ðàçäåëå 2.4.3 áûëè ââåäåíû ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè

VT (t, x) (2.30), WT (t, x) (2.31) è ïîêàçàíî, ÷òî ñîïðÿæ¼ííûå ê íèì �óíêöèè V ∗
T (t, p), W

∗
T (t, p)

ïðåäñòàâèìè â âèäå ñóïåðïîçèöèè îïåðàòîðîâ S, T :

V ∗
T (t, p) = T [t,τN−1]S [t,τN−1] . . . T [τ2,τ1]S [τ2,τ1]T [τ1,τ0]S [τ1,τ0]T [τ0,τ0]S [τ0,τ0]ϕ∗(p),
W ∗

T (t, p) = S [t,τN−1]T [t,τN−1] . . . S [τ2,τ1]T [τ2,τ1]S [τ1,τ0]T [τ1,τ0]S [τ0,τ0]T [τ0,τ0]ϕ∗(p),

ãäå τi � òî÷êè ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [t, t1], t < τN−1 < · · · < τ1 < τ0 = t1.

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè (3.9). Òîãäà

VT (t, x) = V (t, x; τN−1, VT (τN−1, x)) 6

6 max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T
[t,τN−1]
− S [t,τN−1] . . . T

[τ1,τ0]
− S [τ1,τ0]T

[τ0,τ0]
− S [τ0,τ0]ϕ∗

−(p)} =

= max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T−S . . . T−ST−S︸ ︷︷ ︸
N+1

ϕ∗
−(p)}, (3.10)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè îïóùåíà äëÿ ñîêðàùåíèÿ

çàïèñè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû ñ êîððåê�

öèÿìè WT ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ S è T+. Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè �óíêöèè

ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè ṼT+(t, x) è W̃T−(t, x), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

ṼT+(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T−S . . . T−ST−S︸ ︷︷ ︸
N+1

ϕ∗
−(p)}, (3.11)

W̃T−(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − ST+ . . . ST+ST+︸ ︷︷ ︸
N+1

ϕ∗
+(p)},

ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàì ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû ñ êîððåê�

öèÿìè VT è WT , òàêèìè ÷òî: VT (t, x) 6 ṼT+(t, x) è WT (t, x) > W̃T−(t, x).

Çäåñü, òàêæå êàê è â (3.10), çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè îïóùåíà äëÿ ñîêðàùå�

íèÿ çàïèñè.



81

3.5 ×èñëåííûé àëãîðèòì ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ

Ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ, îïèñàííîå â ðàçäåëå 2.5.2, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàêîí óïðàâëåíèÿ, ãà�

ðàíòèðóþùèé ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà J(·) íå õóæå, ÷åì V(t, x). Âìåñòî �óíêöèè
öåíû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íàéäåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ṼT+(t, x) (3.11). Ïîëó÷åííûé òàêèì

îáðàçîì ñèíòåç áóäåò îïòèìàëüíûì è ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà J(·)
íå õóæå, ÷åì ṼT+(t, x) .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî çíàòü �óíêöèþ öåíû ṼT+ , îäíàêî íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü ãðàäèåíò �óíêöèè öåíû

∂ṼT+ (t,x)

∂x
.

Ïðèâåä¼ì ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ.

1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (3.1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû (2.27) ïåðåéòè ê ñèñòåìå ñ íó�

ëåâîé ìàòðèöåé A (3.2).

2. Çàäàòü íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t, t1] ðàçáèåíèå T = {τi}Ni=0: τi = t1−σi,

σ =
1

N
(t1 − t), ãäå N � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ â ðàçáèåíèè.

3. Çàäàòü ñåòêó ðàçáèåíèÿ â ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå {pi}Ii=1, ãäå pi � n-ìåðíûå âåê�

òîðû. Âû÷èñëèòü ñîïðÿæ¼ííóþ �óíêöèþ ê òåðìèíàëüíîìó ñëàãàåìîìó ϕ∗(p) íà ýòîé

ñåòêå. Â êà÷åñòâå íàáîðà {pi}Ii=1 ìîæíî áðàòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó â BV [t1, t1], ëèáî ãåíå�
ðèðîâàòü ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â òîé æå îáëàñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî øàð BV [t, t1] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

BV [t, t1] = {ℓ ∈ Rn : max
ξ∈[t,t1]

||BT (ξ)ℓ|| 6 1}. (3.12)

4. Ïî ïðàâèëó (3.11) âû÷èñëèòü ñîïðÿæ¼ííóþ �óíêöèþ öåíû íà ðàçáèåíèè ïî âðåìåíè T
è íà çàäàííîé ñåòêå ïî ïåðåìåííîé p â ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå {pi}Ii=1:

Ṽ ∗
T−
(s, p) = T

[s,τk−1]
− S [s,τk−1] . . . T

[τ1,τ0]
− S [τ1,τ0]T

[τ0,τ0]
− S [τ0,τ0]ϕ∗

−(p), (3.13)

ãäå s ∈ T , s = τk äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, . . . , N .

5. Íàéòè ãðàäèåíò àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû

∂ṼT+ (s,x)

∂x
. Èç (3.15) ñëåäóåò, ÷òî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìèçàòîð p̂ â (3.15) åäèíñòâåííûé, ãðàäèåíò

∂ṼT+ (s,x)

∂x
= p̂. Èíà÷å,

åñëè Argmax
p∈Rn

(〈p, x〉 − Ṽ ∗
T−(s, x)) = P̂, òî 〈∂ṼT+ (s,x)

∂x
, ξ〉 = max

p∈P̂
〈p, ξ〉.

6. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, íàäî ëè ïðèìåíÿòü óïðàâëåíèÿ â ìîìåíò (s, x), ñëåäóåò âîñïîëü�

çîâàòüñÿ ïðàâèëîì óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûì â ðàçäåëå 2.5.2. Ôóíêöèÿ H2(s, x) áóäåò

ðàâíà

H2(s, x) = 1− ||BT (s)
∂ṼT+(s, x)

∂x
|| = 1− ||BT (s)p̂||,
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åñëè ìàêñèìèçàòîð p̂ â (3.15) åäèíñòâåííûé. Åñëè æå â âûðàæåíèè (3.15) ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé P̂, òî îïðåäåëèì p̂ = Argmax
p∈P̂

||BT (s)p||. Òîãäà ñíîâà

H2(s, x) = 1− ||BT (s)p̂||,

è äàëåå îáà ýòè ñëó÷àÿ ìû ðàññìàòðèâàåì âìåñòå, ïîäðàçóìåâàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå çíà�

÷åíèå p̂.

Åñëè H2(s, x) > 0, òî dU(s, x) = 0, è óïðàâëåíèå íå ïðèìåíÿåòñÿ, à åñëè H2(s, x) = 0, òî

ñëåäóåò ïðèìåíèòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè p̂ ëåæèò âíóòðè øàðà

BV [s, t1] (3.12), òî H2(s, x) > 0, è óïðàâëÿòü íå íàäî, à åñëè p̂ ëåæèò íà ãðàíèöå ýòîé îá�

ëàñòè, òî H2(s, x) = 0, è íàäî ïðèìåíèòü óïðàâëåíèå. Íàïðàâëåíèå óäàðà îïðåäåëÿåòñÿ

âåêòîðîì

d = −BT (s)p̂. (3.14)

7. Åñëè ïîëó÷åíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè (s, x) ñëåäóåò ïðèìåíèòü óïðàâëåíèå, òî åãî âå�

ëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî H1(s+ 0, x(s + 0)) = 0, ãäå x(s + 0) � ïîëîæåíèå

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåç ïîìåõè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè âäîëü íàïðàâëå�

íèÿ óäàðà (3.14): y = x + αB(s)d, α > 0 (çäåñü x � òåêóùàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ìû

îïðåäåëèëè, ÷òî H2(s, x) = 0). Òîãäà H1(s, y) =
∂ṼT+ (s,y)

∂s
. Íàéä¼ì âåêòîðû p̂ â òî÷êå y â

ìîìåíòû âðåìåíè s è s+σ è îáîçíà÷èì èõ p̂(s) è p̂(s+σ). Åñëè p̂(s+σ) = p̂(s), òî
∂ṼT+ (s,y)

∂s
= 0,

è H1(s, y) = 0. Èíà÷å H1(s, y) > 0.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ ñ ïîìåõîé. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.13) ñëåäóåò, ÷òî

Ṽ ∗
T−
(s, p) = T [s,s+σ]S [s,s+σ]Ṽ ∗

T−
(s+ σ, p).

Îïðåäåëèì ïðîìåæóòî÷íóþ �óíêöèþ f(s+σ, p) = S [s,s+σ]Ṽ ∗
T−
(s+σ, p). Òîãäà Ṽ ∗

T−
(s, p) =

T [s,s+σ]f(s + σ, p). Ïåðåõîä îò Ṽ ∗
T−
(s + σ, p) ê f(s + σ, p) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü â �óíêöèè

f(s+ σ, p) âëèÿíèå ïîìåõè, îêàçûâàåìîå â ìîìåíò s, è äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áåç

ïîìåõè. Ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì àáçàöå: îïðåäåëèòü

p̂ äëÿ �óíêöèé f(s + σ, p) è Ṽ ∗
T−
(s, p) è ñðàâíèòü èõ. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà H1(s, y) = 0.

Èíà÷å H1(s, y) > 0.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A =

0 è çàòåì, âûïîëíèâ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ

èñõîäíîé ñèñòåìû.

Åñëè íàäî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî àïïðîêñèìàöèþ �óíêöèè öåíû â ìîìåíò âðå�

ìåíè s ∈ T â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ Rn
, òî å¼ ìîæíî íàéòè ÷åðåç ñîïðÿæ¼ííóþ

�óíêöèþ:

ṼT+(s, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − Ṽ ∗
T−
(s, p)}. (3.15)
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3.6 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ñèíòåçà

óïðàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè

àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â òðåòüåé ãëàâå.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìû áóäåì ñòðîèòü ñèíòåç äëÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé èç

èñõîäíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå (òåîðåìà

2.14), äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè äà¼ò îøèáêó â âû÷èñëåíèè ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè öåíû íå

áîëåå, ÷åì

max
p∈domϕ∗

‖V ∗
T (t, p)− V∗(t, p)‖ 6 O

( 1
N

)
,

ãäå N � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ â ðàçáèåíèè ïî âðåìåíè. Çäåñü âàæíà îöåíêà ñîïðÿæ¼ííîé

�óíêöèè öåíû, ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èìåííî çíà÷åíèå ñî�

ïðÿæ¼ííîé �óíêöèè îïðåäåëÿåò ìîìåíò è âåëè÷èíó óïðàâëåíèÿ.

Òåïåðü îöåíèì âëèÿíèå äèñêðåòèçàöèè ïî p ïðè îïðåäåëåíèè àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæ¼ííîé

�óíêöèè öåíû, ïðåäëîæåííîé â òðåòüåé ãëàâå, òî åñòü âåëè÷èíó

max
p∈domV ∗

T
(t,p)

||V ∗
T (t, p)− Ṽ ∗

T−
(t, p)||.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (3.13) ÷åðåç îïåðàòîðû

S [t,t+σ]ϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− ρ (p | Q(t, t + σ))} ,
T [t,t+σ]ψ∗(p) = ψ∗(p) + I(p|BV [t, t+ σ]).

Ïóñòü ϕ∗(p) � êóñî÷íî-à��èííàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà S [t,t+σ]ϕ∗(p) � òàêæå áóäåò

êóñî÷íî-à��èííîé âûïóêëîé �óíêöèåé, è äèñêðåòèçàöèÿ ïî p íå äîáàâëÿåò îøèáêè ïðè å¼

âû÷èñëåíèè.

Íåîáõîäèìî îöåíèòü îøèáêó ïðè ïåðåõîäå îò T [t,t+σ]ψ∗(p) ê åãî îöåíêå ïðè ïîìîùè êó�

ñî÷íî-à��èííîé âûïóêëîé �óíêöèè T
[t,t+σ]
− ψ∗(p), íà ìàëîì îòðåçêå [t, t+ σ], σ =

t1 − t

N
.

Ïóñòü ψ∗(p)� ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Lψ∗
. Ïóñòü îáëàñòü äèñêðåòèçàöèè ïî ïåðåìåííîé p

� ýòî n-ìåðíûé êóá ñî ñòîðîíîé 2pmax è ðàçáèåíèåì íà Np ýëåìåíòîâ ïî êàæäîìó èçìåðåíèþ.

Òîãäà îöåíêà T [t,t+σ]ψ∗(p) ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-à��èííîé âûïóêëîé �óíêöèè T
[t,t+σ]
− ψ∗(p) íà

óêàçàííîé ñåòêå ïî ïåðåìåííîé p äàåò îøèáêó íå áîëåå

max
p∈domψ∗

||T [t,t+σ]ψ∗(p)− T
[t,t+σ]
− ψ∗(p)|| 6 Lψ∗

2pmax

√
n

Np
6 (Lϕ∗ + Lρ(p | Q(t,t+σ)))

2pmax

√
n

Np
,

ãäå Lϕ∗
, Lρ(p | Q(t,t+σ)) � êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ �óíêöèé ϕ∗(p) è ρ (p | Q(t, t+ σ)). Ïîñêîëüêó

ρ (p | Q(t, t + σ)) 6M ||p||σ,

ãäåM > 0 � ðàäèóñ øàðà, â êîòîðûé âëîæåíû çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿQ(s) äëÿ âñåõ s ∈ [t, t1],

òî Lρ(p | Q(t,t+σ)) =Mσ =M
t1 − t

N
.
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Ïóñòü òåðìèíàëüíîå ñëàãàåìîå èìååò âèä

ϕ(x) = d(x,Bε(0)), (3.16)

ò.å. ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî øàðà ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â íóëå. Òîãäà ϕ∗(p) =

ε||p||, è Lϕ∗ = ε.

Òàêèì îáðàçîì, Lψ∗ = ε+M
t1 − t

N
, è îöåíêà T [t,t+σ]ψ∗(p) ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-à��èííîé

âûïóêëîé �óíêöèè äàåò îøèáêó íå áîëåå

max
p∈domψ∗

||T [t,t+σ]ψ∗(p)− T
[t,t+σ]
− ψ∗(p)|| 6

(
ε+M

t1 − t

N

)
2pmax

√
n

Np
.

Îïåðàòîð T ïðèìåíÿåòñÿ (N − 1) ðàç, è ñóììàðíàÿ îøèáêà áóäåò ñîñòàâëÿòü íå áîëåå

max
p∈domV ∗

T
(t,p)

||V ∗
T (t, p)− Ṽ ∗

T−
(t, p)|| 6

(
ε+M

t1 − t

N

)
2pmax

√
n

Np

(N − 1) =

= εO
( N
Np

)
+O

( 1

Np

)
.

Ïðè òåðìèíàëüíûõ �óíêöèÿõ óêàçàííîãî âèäà (3.16) äëÿ ñòðåìëåíèÿ îøèáêè ê íóëþ äî�

ñòàòî÷íî óâåëè÷åíèÿ òî÷åê ðàçáèåíèÿ Np. Ïðè òåðìèíàëüíûõ �óíêöèÿõ, ó êîòîðûõ êîíñòàí�

òà Ëèïøèöà ñîïðÿæåííîé �óíêöèè ϕ∗(p) íå áóäåò ìàëà, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû
N

Np
→ 0.

3.6.1 Ïðèìåð 1

Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó, ðàññìîòðåííîìó âî âòîðîé ãëàâå â ðàçäåëå 2.7.1. �àññìàòðèâàåòñÿ äâè�

æåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

dx(t) =
(3
2
− (t− 1)2

)
dU + v(t)dt, t ∈ [0, 2.5].

Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1. Öåëü óïðàâëåíèÿ U èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åí�

íîé âàðèàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[0,2.5]

U(·) + |x(2.5 + 0)|,

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîìåõè.

Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ öåíû â çàäà÷å ñèíòåçà â ýòîì ïðèìåðå ìîæåò áûòü íàéäåíà

àíàëèòè÷åñêè, è îíà ðàâíà

V(t, x) =





2

3
|x| − 2

3
t− 1√

6
ln(2−

√
3) + 2

1

6
− 1√

2
, ïðè t ∈ [0, 1],

|x|
3
2
− (t− 1)2

+
1√
6
ln

∣∣∣∣∣

√
2(t− 1)−

√
3√

2(t− 1) +
√
3

∣∣∣∣∣−

− 1√
6
ln(2−

√
3) +

3

2
− 1√

2
, ïðè t ∈

(
1, 1 +

1√
2

)

|x| − t +
5

2
, ïðè t ∈

[
1 +

1√
2
, 2.5

]
.

Ïðèâåä¼ì çäåñü ïîëó÷åííîå âî âòîðîé ãëàâå ïðàâèëî ñèíòåçà
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• Åñëè òî÷êà (t, x) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè t ∈ [0, 1] èëè t ∈
[
1 +

1√
2
, 2.5

]
, òî óïðàâëÿòü íå

íàäî.

• Â îáëàñòè

{
t ∈

(
1, 1 +

1√
2

)
, |x| > 0

}
òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, ïå�

ðåâîäÿùåå x â íîëü.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â äàííîé ãëàâå, áûëà ïîñòðîåíà

àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x). Íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàíû ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêè

�óíêöèÿ öåíû V(t, x) è å¼ âåðõíÿÿ îöåíêà ṼT+(t, x).

�èñ. 3.4: Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ öåíû V(t, x) è å¼ âåðõíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ṼT+(t, x) (ðàçíûå

ðàêóðñû). Àïïðîêñèìàöèÿ ṼT+(t, x) ïðîõîäèò íà ðèñóíêå âûøå, ÷åì èñõîäíàÿ �óíêöèÿ öåíû

V(t, x).

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Òðàåêòîðèè ïîñòðîåíû íà îòðåçêå âðåìåíè [0, 2.5], íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(0) = 5. Çíà÷åíèå àï�

ïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x(0)) = 5.5. Íà ðèñóíêå 3.5 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèÿ è óïðàâ�

ëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = sin(40t). Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 3.3.

Íà ðèñóíêå 3.6 ïîêàçàíû òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = 1.

Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 5.4.

Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî ïåðâûé ñêà÷îê òðàåêòîðèè â íîëü ïðîèñõîäèò íå ïðè t = 1, à

÷óòü ïîçæå. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû, à íå å¼ òî÷íîãî

çíà÷åíèÿ. Â öåëîì, âèä óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè

�óíêöèè öåíû ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â �ëàâå 2.
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�èñ. 3.5: Ïðèìåð 1. Òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = sin(40t).
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�èñ. 3.6: Ïðèìåð 1. Òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = 1.

3.6.2 Ïðèìåð 2

�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ñ �óíêöèîíàëîì äðóãîãî âèäà

dx(t) = 0.5xdt+ dU(t) + v(t)dt

íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0, 1]. Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1. Öåëü óïðàâëåíèÿ

U(·) èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[0,1]

U(·) + max{|x(1 + 0)| − 1, 0},

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîìåõè.

Íà ðèñóíêå 3.7 ïîêàçàíà àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x).

Íà ðèñóíêå 3.8 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) =

sin(40t) èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = 2. Òðàåêòîðèÿ ïîñòðîåíà íà îòðåçêå âðåìåíè [0, 1]. Çíà÷åíèå

àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x0) = 2.2. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 2.0.

Â äàííîì ïðèìåðå øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t ïðè ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû è òðàåêòîðèè

ñîñòàâëÿë 0.0017, ïî ïåðåìåííîé x øàã ñåòêè ïðè ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû áûë ðàâåí 0.0276.
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�èñ. 3.7: Ïðèìåð 2. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x), ðàçíûå ðàêóðñû.
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�èñ. 3.8: Ïðèìåð 2. Òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = sin(40t).

3.6.3 Ïðèìåð 3

�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó ñ îäíîìåðíûìè óïðàâëåíèåì è ïîìåõîé

dx1(t) =
(5
2
− (

5

2
t− 1)2

)
dU + v(t)dt,

dx2(t) = dU

íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0, 1]. Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1. Öåëü óïðàâëåíèÿ

U(·) èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[0,1]

U(·) + ||x(1 + 0)||,

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîìåõè, ãäå x = (x1, x2)
T
� �àçîâûé âåêòîð.

Íà ðèñóíêå 3.9 ïîêàçàíû àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x1, x2) ïðè x2 = −1.07

(ñëåâà) è ïðè x2 = 1.98 (ñïðàâà).

Äàëåå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Òðàåêòîðèè ïîñòðîåíû íà îòðåçêå âðåìåíè [0, 1]. Íà ðèñóíêå 3.10 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèÿ è
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�èñ. 3.9: Ïðèìåð 3. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x1, x2) ïðè x2 = −1.07 (ñëåâà) è ïðè
x2 = 1.98 (ñïðàâà).

óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = sin(20t) èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (−1, 1). Çíà�

÷åíèå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x0) = 2.6. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) =

2.2. Íà ðèñóíêå 3.11 ïîêàçàíû òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = 1

èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (2, 2). Çíà÷åíèå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x0) = 2.1. Çíà�

÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 2.0. Â äàííîì ïðèìåðå øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t ïðè

ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû è òðàåêòîðèè ñîñòàâëÿë 0.0026, ïî ïåðåìåííûì x1, x2 øàã ñåòêè ïðè

ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû áûë ðàâåí 0.0678.
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�èñ. 3.10: Ïðèìåð 3. Òðàåêòîðèÿ x1(t), x2(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = sin(20t).
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�èñ. 3.11: Ïðèìåð 3. Òðàåêòîðèÿ x1(t), x2(t) è óïðàâëåíèå U(t) ïðè ïîìåõå v(t) = 1.

3.6.4 Ïðèìåð 4

Âåðí¼ìñÿ ê ñèñòåìå, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå èç �ëàâû 1 (1.65).

dx1(t) = x2dt,
dx2(t) = −ω2x1dt+ dU + vdt

íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [t0, t1] = [0,
π

ω
] ïðè ω = 3. Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1.

Öåëü óïðàâëåíèÿ U(·) èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü �óíê�

öèîíàë

J(U(·), v(·)) = Var
[t0,t1]

U(·) + ||x(t1 + 0)||,

íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîìåõè, ãäå x = (x1, x2)
T
� �àçîâûé âåêòîð.

Íà ðèñóíêå 3.12 ïîêàçàíû àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x1, x2) ïðè x2 = −0.71

(ñëåâà) è ïðè x2 = 0.64 (ñïðàâà).
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�èñ. 3.12: Ïðèìåð 4. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x1, x2) ïðè x2 = −0.71 (ñëåâà) è

ïðè x2 = 0.64 (ñïðàâà).
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Äàëåå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Òðàåêòîðèè ïîñòðîåíû íà îòðåçêå âðåìåíè [0,
π

ω
]. Íà ðèñóíêå 3.13 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèÿ è

óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = −1 èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (1, 1). Çíà÷åíèå

àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x0) = 2.9. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 2.2. Íà

ðèñóíêå 3.14 ïîêàçàíû òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå U(t) äëÿ ñèñòåìû ïðè ïîìåõå v(t) = cos(5t)

èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (1,−1). Çíà÷åíèå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ṼT+(0, x0) = 2.8.

Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 2.2. Â äàííîì ïðèìåðå øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t ïðè

ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû è òðàåêòîðèè ñîñòàâëÿë 0.0026, ïî ïåðåìåííûì x1, x2 øàã ñåòêè ïðè

ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû áûë ðàâåí 0.0678.
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�èñ. 3.13: Ïðèìåð 4. Òðàåêòîðèÿ x1(t), x2(t) è óïðàâëåíèå U(t) èç íà÷àëüíîé òî÷êè (1, 1) ïðè
ïîìåõå v(t) = −1.
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�èñ. 3.14: Ïðèìåð 4. Òðàåêòîðèÿ x1(t), x2(t) è óïðàâëåíèå U(t) èç íà÷àëüíîé òî÷êè (1,−1)
ïðè ïîìåõå v(t) = cos(5t).
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�èñ. 3.15: ∆0
1(t) è ∆1

1(t)

3.6.5 Ïðèìåð 5

Òåïåðü äëÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íàéä¼ì ñèíòåç áûñòðûõ óïðàâ�

ëåíèé. �àññìàòðèâàåì ñèñòåìó

dx1(t) = x2dt,
dx2(t) = −ω2x1dt+ dU + vdt

íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [t0, t1] = [0,
π

ω
] ïðè ω = 2. Îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó è �óíêöèîíàë

çàäà÷è � òàêèå æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ñõåìà ïåðåõîäà ê áûñòðûì óïðàâëåíèÿì, îñíîâàííàÿ íà ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè [12℄, îïèñàíà

â ïåðâîé ãëàâå, â ðàçäåëå 1.4. Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè äåëüòà-�óíê�

öèè è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, íàéäåííûå â ðàçäåëå 1.3. Îíè èìåþò âèä

∆0
1(t) =





t

h2
, ïðè 0 6 t < h,

2

h
−

t

h2
, ïðè h 6 t 6 2h,

∆1
1(t) =





4t

h3
, ïðè 0 6 t <

h

2
,

4

h2
−

4t

h3
, ïðè

h

2
6 t <

3h

2
,

−
8

h2
+

4t

h3
, ïðè

3h

2
6 t 6 2h.

è ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.15.

Äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî h ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå âèäà (1.63)

dy1(t) = y2dt− hdUy
0 (t) + dU

(y)
1 (t),

dy2(t) = −ω2y1dt+ dUy
0 (t) + hω2dU

(y)
1 (t) + vdt,

äëÿ íå¼ ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèþ �óíêöèè öåíû è ñèíòåç èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (U
(y)
0 , U

(y)
1 ).

Ïîñëå ýòîãî ïî �îðìóëå (1.64) ïîëó÷èì áûñòðîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû:

u(t) =

t∫

t0

∆0
1(t− τ)dU

(y)
0 (τ) +

t∫

t0

∆1
1(t− τ)dU

(y)
1 (τ).
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.

Â ïðèìåðå âçÿòî çíà÷åíèå h = 0.1. Íà ðèñóíêå 3.16 ïîêàçàíà àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè

öåíû ṼT+(t, y1, y2) ïðè y2 = −0.5.

�èñ. 3.16: Ïðèìåð 5. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, y1, y2) ïðè y2 = −0.5.

Íà ðèñóíêå 3.17 ïðèâåäåíû óïðàâëåíèÿ (U
(y)
0 (t), U

(y)
1 (t)), ïîëó÷åííûå ïðè ðåàëèçàöèè ïî�

ìåõè v(t) = sin 20t è èçâåñòíîé íà÷àëüíîé òî÷êå x0 = (0.5,−0.5). Íà ðèñóíêå 3.18 ïðèâåäåíû

òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû è áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t). Çíà÷åíèå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè

öåíû ṼT+(0, x0) = 2.0. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ðàâíî J(U) = 1.1. Â äàííîì ïðèìåðå øàã ñåòêè

ïî ïåðåìåííîé t ïðè ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû è òðàåêòîðèè ñîñòàâëÿë 0.0039, ïî ïåðåìåííûì

x1, x2 øàã ñåòêè ïðè ðàñ÷¼òå �óíêöèè öåíû áûë ðàâåí 0.0303.
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�èñ. 3.17: Ïðèìåð 5. Óïðàâëåíèÿ (U
(y)
0 , U

(y)
1 ). Íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè x0 = (0.5,−0.5),

ïîìåõà v(t) = sin 20t.
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�èñ. 3.18: Ïðèìåð 4. Òðàåêòîðèÿ x1(t), x2(t) è áûñòðîå óïðàâëåíèå u(t). Íà÷àëüíàÿ òî÷êà

òðàåêòîðèè x0 = (0.5,−0.5), ïîìåõà v(t) = sin 20t.



Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Ïîñòðîåíû ðàçðûâíûå, íåïðåðûâíûå è ãëàäêèå (k ðàç äè��åðåíöèðóåìûå) àïïðîêñèìà�

öèè îáîáù¼ííûõ óïðàâëåíèé ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì àïïðîêñèìàöèè, å¼ ïðîèçâîäíîé,

ëèáî å¼ ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðî�

åíèè áûñòðûõ óïðàâëåíèé.

2. Äîêàçàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ñèíòåçà èìïóëüñíûõ è áûñòðûõ óïðàâëåíèé

äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõè. Äîêàçàíî, ÷òî

�óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà,

è ïîëó÷åíà ñòðàòåãèÿ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñïîñîáû îïèñàíèÿ òðàåêòî�

ðèé çàìêíóòîé ñèñòåìû.

3. Ïîëó÷åí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðå�

äåë¼ííîñòè, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû.
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