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Общая характеристика работы

Актуальность темы диссертации. Данная работа является исследовани-
ем в области теории надежности и контроля управляющих систем. В качестве
управляющих систем рассматриваются схемы, реализующие булевы функции.
Схемы могут переходить в неисправные состояния. Возникает задача обнаруже-
ния и диагностики неисправностей. Данная задача впервые была поставлена в
работах И. А. Чегис и С. В. Яблонского1,2. Ими были предложены логические
методы контроля управляющих систем. На входы схемы подаются специальным
образом подобранные значения входных переменных x1, ..., xn, от которых зави-
сит реализуемая булева функция. По получившимся выходным значениям схемы
можно судить об исправности схемы или характере неисправности в случае на-
личия таковой.

Математически предложенный способ контроля формализуется следую-
щим образом. Пусть f(x1, ..., xn) — булева функция, а Σf — схема, ее реализу-
ющая. Пусть на схему воздействует источник неисправностей B, в результате
чего Σf может перейти в неисправное состояние и реализовать одну из по-
парно неравных булевых функций f1(x1, ..., xn), f2(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn).
Функции f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn) называются функциями неисправности.
Множество наборов T = {α̃1, ..., α̃p} называется проверяющим тестом для
схемы Σf относительно источника неисправностей B, если для любой функ-
ции неисправности fi(x1, ..., xn), не равной исходной, в множестве T най-
дется набор, на котором функции f(x1, ..., xn) и fi(x1, ..., xn) принимают раз-
ные значения. Если же в T для любых двух неравных функций из множества
{f(x1, ..., xn), f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)} существует набор, на котором зна-
чения функций различаются, то такое множество называется диагностическим

тестом для схемы Σf относительно рассматриваемого источника неисправно-
стей. Число наборов в тесте T называется его длиной, обозначается l(T ). Данная
величина характеризует сложность тестирования. Тест минимальной длины на-
зывается минимальным.

Сложность тестирования управляющих систем оценивается с помощью
функции Шеннона. Определим L(Σf , B) = min

T
l(T ), где минимум берется по

всем проверяющим (диагностическим) тестам для схемы Σf . Сложность тести-
рования булевой функции обозначим через L(f, B) = min

Σf

L(Σf , B), где мини-

мум берется по всем схемам данного типа, реализующим булеву функцию f . В
определенных задачах минимум может браться по всем неизбыточным схемам,

1Чегис И. А., Яблонский С. В. Логические способы контроля электрических схем // Тр. МИАН СССР. — 1958.

— Т. 51 — С. 270-360.
2Яблонский С. В., Чегис И. А. О тестах для электрических схем // УМН. — 1955. — Т. 10, вып. 4(66) — С. 182-

184.
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реализующим булеву функцию. Наконец, величина L(n,B) = max
f∈P2(n)

L(f, B) на-

зывается функцией Шеннона длины проверяющего (диагностического) теста от-
носительно источника неисправностей B. В случае проверяющих тестов функ-
ция Шеннона будет далее обозначаться через Ldetect(n,B), а в случае диагности-
ческих — через Ldiagn(n,B).

В качестве источников неисправностей, как правило, выступают обрывы
и замыкания контактов в контактных схемах, различные неисправности функци-
ональных элементов в схемах из функциональных элементов, и неисправности
входов схем.

В настоящей работе изучаются неисправности входов схем. Пусть
xi1, ..., xik — переменные, соответствующие неисправным входам схемы, реа-
лизующей булеву функцию f(x1, ..., xn). Тогда вместо значений каждой из пе-
ременных xi1, ..., xik на входы схемы поступают значения некоторых функций
φ1(x1, ..., xn), ..., φk(x1, ..., xn). Допустимые функции φj выбираются в зависи-
мости от рассматриваемого источника неисправностей B. Ясно, что для данных
неисправностей тест не зависит от вида схемы, реализующей рассматриваемую
функцию, поэтому в случае тестирования относительно неисправностей входов
схем будем говорить о тестах для булевых функций. Тогда функцию Шенно-
на длины проверяющего (диагностического) теста определим как максимум по
всем булевым функциям длины минимального проверяющего (диагностическо-
го) теста для функции f(x1, ..., xn) относительно рассматриваемого источника
неисправностей B. Далее перечислены основные результаты, полученные раз-
ными исследователями по данной теме.

В. Н. Носковым установлено3, что при t ≥ 7 функция Шеннона длины
проверяющего теста относительно подстановки констант равна 2n−2t−1, если
n = 2t + t + 1, и 2n − 2t − 2, если 2t + t + 1 < n ≤ 2t+1 + t + 1, а для почти
всех функций длина проверяющего теста относительно подстановки констант

асимптотически не менее
n

2
и асимптотически не более

2n

3
. В. Н. Носковым

доказано4, что функция Шеннона длины диагностического теста относительно

подстановки констант асимптотически не меньше, чем
20.5n

2
√
n

, и не больше, чем

20,773n(1+O(
log2 n

n
)). Также В. Н. Носков рассматривал произвольные неисправности

входов схем, при которых неисправны не более, чем k входов5. Им показано, что
3Носков В. Н. О сложности тестов, контролирующих работу входов логических схем // Дискретный анализ.

— Вып. 27. — Новосибирск: ИМ СО АН СССР, 1975. — С. 23-51.
4Носков В. Н. Диагностические тесты для входов логических устройств // Дискретный анализ. — Вып. 27. —

Новосибирск: ИМ СО АН СССР, 1974. — С. 72-83.
5Носков В. Н. Об универсальных тестах для диагностики одного класса неисправностей комбинационных

схем // Методы дискретного анализа в исследовании экстремальных структур. — 1979. — Вып. 33. — С. 41-52.
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для почти всех булевых функций существует диагностический тест, логарифми-
ческой по общему числу входов длины. Для этой же задачи Н. Н. Нурмеев дока-
зал, что при случайном выборе множества наборов некоторой логарифмической
по n длины это множество почти всегда образует диагностический тест6.

Г. Р. Погосян показал7, что функция Шеннона длины проверяющего теста
относительно дизъюнктивных слипаний (а, следовательно, и конъюнктивных) в
точности равна n − 1, функция Шеннона длины проверяющего теста относи-
тельно инверсных неисправностей входов схем лежит в пределах от n − 1 до
n.

О. А. Долотова получила ряд оценок длин проверяющих тестов относи-
тельно подстановки констант для булевых функций из классов Поста8.

Н. И. Глазунов и А. П. Горяшко установили9, что функция Шеннона
длины проверяющего теста относительно единичных транспозиций переменных

ограничена снизу числом
1

4
n log n. Д. С. Романов показал, что длина теста отно-

сительно группы биекций на множестве переменных и их отрицаний ограничена
сверху логарифмом мощности множества данной группы10. Отсюда и из резуль-
тата Н. И. Глазунова и А. П. Горяшко следует, что функция Шеннона длины
проверяющего теста относительно всевозможных биекций на множестве пере-
менных имеет порядок n log n.

При n → ∞, k → ∞, n− k → ∞ Д. С. Романовым и И. А. Кузнецовым
установлено11, что функция Шеннона длины проверяющего теста относительно
локальных k-кратных слипаний переменных асимптотически равна 2k−1(n− k).
Д. С. Романовым доказано12, что при тех же условиях функция Шеннона длины
диагностического теста относительно локальных k-кратных слипаний перемен-
ных асимптотически равна 2k(n− k).

Икрамовым А. А. установлено, что для почти всех булевых функций про-
веряющий тест относительно инверсии не более, чем одной переменной, имеет

6Нурмеев Н. Н. Об универсальных диагностических тестах для одного класса неисправностей комбинацион-

ных схем // Вероятностные методы и кибернетика. — 1982. — Вып. 18. — С. 73-76.
7Погосян Г. Р. О проверяющих тестах для входов логических устройств. — М.:Издательство ВЦ АН СССР,

1982. — 57 c.
8Кудрявцев В. Б., Гасанов Э. Э., Долотова О. А., Погосян Г. Р. Теория тестирования логических устройств. —

М.: Физматлит, 2006.
9Об оценках длин обнаруживающих тестов для классов неконстантных неисправностей входов комбинаци-

онных схем // Изв. АН СССР. Серия „Техническая кибернетика“. — 1986. — № 3. — С. 197-200.
10Romanov D. S. Tests with respect to permutations of variables in Boolean functions // Computational Mathematics

and Modeling. — 2013. — V. 24, № 4. — P. 558-565.
11Кузнецов И. А., Романов Д. С. О полных проверяющих тестах относительно локальных слипаний перемен-

ных в булевых функциях // Ученые записки Казанского университета. Серия Физико-математические науки. —

2009. — Т. 151, № 2. — С. 92-97.
12Romanov D. S. Diagnostic tests for local coalescences of variables in Boolean functions // Computational

Mathematics and Modeling. — 2012. — V. 23, № 1. — P. 72-79.
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длину 1, а также получен ряд оценок длин тестов относительно смешанных
неисправностей13.

Цель работы — получение новых верхних и нижних оценок функций
Шеннона длин проверяющих и диагностических тестов при неисправностях
входов схем.

Основные результаты работы:

1. Получены нетривиальные оценки, в ряде случаев асимптотики и точные
значения функций Шеннона длин проверяющих и диагностических тестов
относительно различных типов линейных слипаний.

2. Получены нетривиальные верхняя и нижняя оценки функции Шеннона
длины проверяющего теста, точное значение функции Шеннона длины диа-
гностического теста относительно монотонных симметрических слипаний,
высокая нижняя оценка функции Шеннона длины диагностического теста
относительно дизъюнктивных слипаний.

3. Получена асимптотическая оценка высокой степени точности функции
Шеннона длины проверяющего теста, асимптотика функции Шеннона дли-
ны диагностического теста, точное значение длины минимального прове-
ряющего теста для почти всех булевых функций относительно вытеснения
переменных.

Научная новизна.

Все результаты диссертации являются новыми.
Методы исследования. В работе используются методы дискретной ма-

тематики и математической кибернетики, теории управляющих систем, комби-
наторики, линейной алгебры, теории кодирования.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация носит теоре-
тический характер. Результаты диссертации могут найти применение в теории
тестирования управляющих систем. Построенные в диссертации тесты могут
быть использованы при практическом тестировании интегральных схем.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на следующих
конференциях.

• XVI Международная конференция «Проблемы теоретической кибернети-
ки» (Нижний Новгород, 2011),

• XI Международный семинар «Дискретная математика и ее приложения»
(Москва, 2012),

13Икрамов А. А. О сложности тестирования логических устройств на некоторые типы неисправностей // Ин-

теллектуальные системы. — 2013. Т. 17, вып. 1-4. — С. 311-313.
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• Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых
ученых «Ломоносов — 2013» (МГУ, 2013),

• IX Молодежная научная школа по дискретной математике и ее приложени-
ям (Москва, 2013),

• Научная конференция «Тихоновские чтения» (Москва, 2013),

• Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых
ученых «Ломоносов — 2014» (МГУ, 2014),

• XVII Международная конференция «Проблемы теоретической кибернети-
ки» (Казань, 2014),

• Научная конференция «Тихоновские чтения» (Москва, 2014).

Также результаты обсуждались на научных семинарах кафедры матема-
тической кибернетики ВМК МГУ.

Личный вклад. Все результаты получены автором самостоятельно.
Публикации. Результаты диссертации изложены в 15 печатных издани-

ях [1–15], из которых [1–6,15] — в журналах из перечня рецензируемых научных
изданий, в которых должны быть опубликованы основные научные результаты
диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук. В работах [1, 6] Мо-
розову Е. В. принадлежат все результаты, а Романову Д. С. — постановка задачи.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,
заключения и списка литературы. Общий объем диссертации составляет 83 стра-
ницы. Принята сквозная нумерация теорем, лемм и определений. Список лите-
ратуры содержит 53 наименования.

Содержание работы

Во введении даются определения понятий, используемых в диссертации,
приводится обзор научной литературы по изучаемой проблеме, дается краткое
изложение полученных результатов. Даны следующие важные определения. Бу-
дем говорить, что в булевой функции f(x1, ..., xn) произошло Φ-слипание пе-
ременных xi1, ..., xik , если вместо каждой из этих переменных подставляется
одна и та же функция из множества функций Φ, зависящая от xi1, ..., xik . Если
все функции из Φ формально зависят от k переменных, то будем говорить о k-
кратных слипаниях. Если в Φ-слипании участвуют подряд идущие переменные,
будем говорить о локальных слипаниях. Если произошло несколько Φ-слипаний
непересекающихся подмножеств переменных из {x1, ..., xn}, то будем говорить
о множественном Φ-слипании.
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Также изучается вытеснение переменных функции f(x1, ..., xn). Пере-
менные x1, ..., xn разбиваются на два непересекающихся подмножества вытесня-
емых и вытесняющих переменных. Вытеснение переменных заключается в том,
что вместо каждой вытесняемой переменной подставляется произвольная функ-
ция, зависящая только от вытесняющих переменных. Подставляемые функции
называются функциями вытеснения. Вытеснение переменных обобщает неис-
правность, связанную с подстановкой констант. В обоих случаях часть перемен-
ных становится фиктивными, а часть остаются неизменными. Но в случае кон-
стантных неисправностей вместо вновь образовавшейся фиктивной переменной
всегда подставляется одно и то же значение, в случае вытеснения подставляется
произвольное значение в зависимости от значений вытесняющих переменных.
Приняты следующие обозначения источников неисправностей:

• Q(Φ) — Φ-слипания;

• Qk(Φ) — k-кратные Φ-слипания;

• MQ(Φ) — множественные Φ-слипания;

• MLQk(Φ) — множественные локальные k-кратные Φ-слипания;

• I — вытеснение переменных.

Первая глава посвящена линейным слипаниям переменных.
Рассматриваются множества функций слипания Φlin, состоящее из всех

линейных функций, и Φ⊕, состоящее из линейных функций, существенно зави-
сящих от всех своих переменных.

Первые две теоремы оценивают функции Шеннона длин тестов относи-
тельно множественных линейных слипаний, когда функцией слипания может
быть любая допустимая линейная функция.

Теорема 1. При n −→ ∞ верно следующее двойное неравенство:

n2 − n

2
≤ Ldetect(n,MQ(Φlin)) ≤

n2

2
+O(n

√
n).

Теорема 2. Для функции Шеннона длины диагностического теста отно-

сительно множественных линейных слипаний верно следующее равенство:

Ldiagn(n,MQ(Φlin)) = 2n.

Следующая теорема дает нижнюю оценку функции Шеннона длины ди-
агностического теста при любом допустимом множестве функций слипания Φ,
в том числе и для линейных слипаний.
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Теорема 3. Пусть Φ — множество функций, такое, что

∀k ∃g(y1, ..., yk) ∈ Φ. Тогда для функции Шеннона Ldiagn(n,Q(Φ)) при некото-

рой вещественной положительной константе C1 справедлива нижняя оценка:

Ldiagn(n,Q(Φ)) ≥ C1
2

n
2

4
√
n
.

Следующая теорема дает нетривиальную верхнюю оценку функции Шен-
нона длины диагностического теста относительно линейных слипаний, когда
функцией слипания может выступать линейная функция, существенно завися-
щая от всех своих переменных.

Теорема 4. Для функции Шеннона Ldiagn(n,Q(Φ)) справедлива верхняя оценка

Ldiagn(n,Q(Φ⊕)) . 20.773n.

Следующие теоремы посвящены тестированию булевых функций отно-
сительно локальных k-кратных линейных слипаний, когда функцией слипания
может быть произвольная линейная функция. Ранее были изучены локальные k-
кратные слипания, когда функцией слипания может быть любая булева функция,
зависящая от k переменных. Оценки, полученные для этого случая и описанные
в обзоре результатов, существенно выше, чем для локальных k-кратных линей-
ных слипаний.

В первой теореме раздела вместо традиционной функции Шеннона оце-
нивается величина Mdetect(n,MLQk(Φlin)), которая определяется аналогично
функции Шеннона Ldetect(n,MLQk(Φlin)), но максимум берется только по буле-
вым функциям, существенно зависящим от всех своих переменных. Из данного
результата и следующей теоремы следует, что трудоемкость проверяющего те-
стирования относительно множественных локальных k-кратных линейных сли-
паний значительно ниже для булевых функций, существенно зависящих от всех
своих переменных, чем для некоторых булевых функций, имеющих фиктивные
переменные. Кроме того, результат зависит от четности k, чего не наблюдается
в случае традиционной функции Шеннона.

Теорема 5. При n → ∞, k → ∞, k = o(n) для нечетных k верно:

Mdetect(n,MLQk(Φlin)) ∼ n, для четных k верно:

4
n

k
. Mdetect(n,MLQk(Φlin)) . 12

n

k
.

Теорема 6. При n → ∞, k → ∞, k = o(n) верно: Ldetect(n,MLQk(Φlin)) ∼ 2n.

Последняя теорема данной главы дает оценку функции Шеннона длины
диагностического теста относительно локальных k-кратных линейных слипа-
ний.
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Теорема 7. При n → ∞, k → ∞, k = o(n) верно: Ldiagn(n, LQk(Φlin)) ∼ kn.

Вторая глава посвящена тестированию булевых функций относительно
монотонных симметрических слипаний.

В качестве множества функций слипания Φ рассматриваются множества
Φms, состоящее из всевозможных монотонных симметрических функций, и мно-
жество Φ∨, состоящее из всевозможных дизъюнкций.

Первые две теоремы оценивают функции Шеннона длин тестов для слу-
чаев, когда функциями слипания могут быть любые монотонные симметриче-
ские функции.

Теорема 8. При n −→ ∞ имеет место неравенство:

2n ≤ Ldetect(n,MQ(Φms)) ≤
n2

2
+O(n log n).

Теорема 9. Имеет место равенство: Ldiagn(n,MQ(Φms)) = 2n.

Следующая теорема дает высокую нижнюю оценку функции Шеннона
длины диагностического теста для случая, когда функцией слипания может быть
некоторая дизъюнкция. Для длины проверяющего теста известно точное значе-
ние функции Шеннона, которое было описано в обзоре известных результатов.

Теорема 10. Для функции Шеннона Ldiagn(n,Q(Φ∨)) при некоторой ве-

щественной положительной константе C2 справедлива нижняя оценка:

Ldiagn(n,Q(Φ∨)) ≥ C2
2n√
n
.

Третья глава посвящена тестированию функций относительно вытесне-
ния переменных.

Используя тот факт, что всякую константную неисправность можно опре-
делить как вытеснение переменных с константными функциями вытеснения,
нетрудно получить, что асимптотика функции Шеннона длины проверяющего
теста относительно вытеснения переменных есть 2n. Необходимые результаты
для константных неисправностей получены В. Н. Носковым и сформулированы
выше. В следующей теореме дается более точная оценка названной функции
Шеннона.

Теорема 11. Имеет место двойное неравенство

2n− log2 n− 2 log2 log2 n+O(1) ≤ Ldetect(n, I) ≤ 2n− log2 n+O(1).

Следующая теорема устанавливает точное значение длины минимального
проверяющего теста относительно вытеснения переменных для почти всех бу-
левых функций. Говорят, что почти все булевы функции обладают свойством A,
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если доля функций, формально зависящих от n переменных и обладающих свой-
ством A, стремится к единице при n стремящимся к бесконечности. Из теоремы
следует отсутствие эффекта Шеннона для проверяющего теста относительно
вытеснения переменных, т.е. длина минимального проверяющего теста для по-
чти всех булевых функций асимптотически меньше соответствующей функции
Шеннона. Заметим, что ранее В. Н. Носковым были получены оценки длин ми-
нимальных проверяющих тестов для почти всех булевых функций относительно
константных неисправностей и эти оценки существенно ниже значения, полу-
ченного в теореме.

Теорема 12. Для почти всех булевых функций Ldetect(f(x1, ..., xn), I) = n+ 1.

Заключительная теорема устанавливает асимптотику функции Шенно-
на длины диагностического теста относительно вытеснения переменных. Дан-
ная асимптотика существенно превосходит верхнюю оценку функции Шеннона
длины диагностического теста относительно подстановки констант, полученную
В. Н. Носковым.

Теорема 13. Имеет место асимптотическое равенство: Ldiagn(n, I) ∼ 2n.

В заключении приведены основные результаты работы.
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