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Общая характеристика работы

Актуальность работы. В последние десятилетия активно исследуют­

ся математические модели нелинейных оптических систем с нелокальной по

пространству и времени обратной связью. Такие системы демонстрируют бо­

гатую пространственно-временную динамику, физическим вопросам объясне­

ния которой посвящены многочисленные работы российских и зарубежных

ученых. Широкое распространение таких систем для решения задач оптиче­

ской обработки информации обусловлено тем, что конфигурация обратной

связи содержит достаточно эффективные средства управления динамикой,

позволяя для одних наборов параметров генерировать широкий спектр явле­

ний структурообразования светового поля (например, вращающиеся волны,

движущиеся фронты, спирали, центры и др.), а для других наборов парамет­

ров обеспечивать эффективное подавление фазовых искажений.

В зависимости от конкретной схемы реализации нелокальной обратной

связи и учета тех или иных физических факторов соответствующая матема­

тическая модель описывается запаздывающими дифференциальными урав­

нениями (ЗДУ) (см. [20, 24, 25]), параболическими функционально-диффе­

ренциальными уравнениям (ФДУ) с преобразованием пространственных ар­

гументов искомой функции (см. [22, 26]) и, в наиболее общем случае, парабо­

лическими ФДУ с запаздыванием (см. [22, 25, 27, 28]).

Оптические вращающиеся волны, изначально рассматривавшиеся как

нежелательные и слабо контролируемые в эксперименте явления, вызванные

неидеальной юстировкой элементов конструкции оптической системы, в на­

стоящее время представляют большой интерес в задачах генерации динами­

ческих структур с заданными пространственно-временными характеристика­

ми. Теоретические основы моделирования таких волн для случая оптических

систем, описываемых параболическими ФДУ с преобразованием простран­
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ственных аргументов искомой функции без запаздывания, достаточно полно

разработаны в работах [10, 13, 14, 16–18, 23, 32] и др.

Случай с учетом запаздывания, как отмечено в [23], значительно бо­

лее труден для исследования, при этом вопрос существования вращающих­

ся волн в ограниченной области еще недостаточно изучен [31]. Кроме того,

выбор краевых условий должен коррелировать с механизмом нелокальных

пространственных связей, поскольку в отсутствии таких связей устойчивые

вращающиеся волны не возникают. Поэтому разработка общего подхода к

построению устойчивых вращающихся волн, описываемых нелокальными по

пространству параболическими ФДУ с запаздыванием представляет собой

актуальную проблему для математического моделирования нелинейных оп­

тических систем с обратной связью.

Важно отметить, что управляемые оптические системы с нелокальной

обратной связью являются одним из перспективных классов оптических си­

стем, нацеленных на адаптивное подавление фазовых искажений. Активные

исследования в данной области ведутся со второй половины 80-х годов ([11,

12, 15, 19, 33, 34]) и, как правило, основаны на моделях ФДУ без учета за­

паздывания. Однако в последнее десятилетие в связи с развитием техноло­

гии производства фазовых модуляторов и новыми возможностями построе­

ния оптической обратной связи с управляемой задержкой светового сигнала

возникла необходимость математического моделирования эффекта подавле­

ния искажений на основе ФДУ с запаздыванием, и, в частности, построения

новых упрощенных моделей и проведения вычислительного эксперимента.

Таким образом, исследование моделей нелинейных оптических систем,

которые в зависимости от соотношения запаздывания и пространственного

преобразования могут использоваться как для генерации вращающихся волн,

так и для подавления фазовых искажений, является актуальной проблемой,

важной как с точки зрения приложений для современной нелинейной оптики,
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так и для развития теории дифференциальных уравнений.

Цели диссертационной работы:

∙ разработка единообразного подхода к математическому моделированию

и приближенному описанию вращающихся волн в моделях нелинейных

оптических систем с запаздыванием и пространственным поворотом в

случаях тонкой кольцевой и круговой апертур, разработка программно­

го комплекса для их численного моделирования;

∙ проведение аналитического и численного исследования устойчивости

вращающихся волн в кольце и круге на основе нормальной формы би­

фуркации Андронова-Хопфа;

∙ разработка двухмодового приближения для исследования подавления

гармонических искажений в модели нелинейной оптической системе в

приближении тонкого кольцевого слоя.

Научная новизна. Разработан новый подход к математическому моде­

лированию и приближенному описанию вращающихся волн в моделях нели­

нейных оптических систем с запаздыванием и поворотом пространственного

аргумента. Для рассмотренных моделей построены нормальные формы би­

фуркации Андронова-Хопфа и соответствующая программная среда, позво­

ляющие аналитически и численно исследовать устойчивость вращающихся

волн. На основе аналитического исследования в рамках разработанного двух­

модового приближения получены условия подавления гармонических искаже­

ний и численно исследованы границы их применимости для исходной модели.

Теоретическая и практическая значимость. Предложенный под­

ход к описанию вращающихся волн может быть применен как при даль­

нейшем теоретическом и численном исследовании нелинейных оптических

систем с нелокальной обратной связью, так и для исследования различных
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моделей динамических систем на окружности или круге с учетом запаздыва­

ния, возникающих в химии, биологии и других науках. Разработанное двух­

модовое приближение дает конструктивный инструмент для аналитического

подбора параметров пространственного поворота и запаздывания в контуре

обратной связи для моделирования эффекта подавления гармонических ис­

кажений.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло­

жения:

1. Разработан новый подход к математическому моделированию враща­

ющихся волн в нелинейных оптических системах с запаздыванием и

пространственным поворотом, основанный на редукции к краевой за­

даче для дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом

в движущейся системе координат. Доказано существование бифуркаци­

онных вращающихся волн в кольце и круге, получено разложение волн

по малому параметру, разработан программный комплекс для их чис­

ленного моделирования и визуализации.

2. Построены нормальная форма бифуркации Андронова-Хопфа для рас­

сматриваемых параболических функционально-дифференциальных урав­

нений с запаздыванием и соответствующая программная среда, позво­

ляющие аналитически и численно исследовать устойчивость вращаю­

щихся волн в кольце и круге.

3. На основе разработанного двухмодового приближения проведены ана­

литическое исследование и вычислительный эксперимент по математи­

ческому моделированию эффекта подавления стационарных и динами­

ческих гармонических искажений для случая тонкого кольцевого слоя.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва­
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лись на следующих конференциях и семинарах.

∙ Научная конференция “Тихоновские чтения” (Москва, 25–29 октября

2010).

∙ Международная конференция “Differential Equations and Related Topics”,

посвященная И. Г. Петровскому (Moscow, May 30 – June 4, 2011).

∙ VI международная конфереция “The Sixth International Conference on

Differential and Functional Differential Equations” (Moscow, Russia, August

14–21, 2011).

∙ Научная конференция “Ломоносовские чтения” (Москва, 15–24 апреля

2013).

∙ Научная конференция “Тихоновские чтения” (Москва, 28 октября – 1

ноября 2013).

∙ VII международная конференция “The Seventh International Conference

on Differential and Functional Differential Equations”( Moscow, Russia,

August 22–29, 2014)

∙ Научно-исследовательский семинар “Спектральная теория дифферен­

циальных операторов и актуальные вопросы математической физики”

под руководством академика РАН, д.ф.-м.н., профессора Е. И. Моисее­

ва на кафедре функционального анализа и его применений факультета

ВМК МГУ им. М.В. Ломоносова.

∙ Научно-исследовательский семинар кафедры математической физики

факультета ВМК МГУ им. М.В. Ломоносова.

∙ Научный семинар по дифференциальным и функционально-дифферен­

циальным уравнениям под руководством профессора А. Л. Скубачевско­
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го на кафедре прикладной математики факультета физико-математиче­

ских и естественных наук Российского Университета Дружбы Народов.

∙ Научно-исследовательский семинар по дифференциальным уравнени­

ям и математическому моделированию под руководством профессора

Ю. А. Дубинского и профессора А. А. Амосова на кафедра математиче­

ского моделирования национального исследовательского университета

“МЭИ”.

Публикации. Материалы диссертационной работы опубликованы в 9

печатных работах, из которых 3 статьи в журналах из списка ВАК: [1–3] и 6

тезисов докладов конференций [4–9].

Личный вклад соискателя. Все исследования и результаты, изложен­

ные в диссертационной работе, проведены и получены лично соискателем в

процессе научной деятельности. Основное содержание диссертационной рабо­

ты и её результаты полностью отражены в 9 научных публикациях автора.

В 6 материалах совместных публикаций личный вклад автора является опре­

деляющим.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

4 глав, заключения, приложения и библиографии. Общий объем диссертации

136 страниц, включая 52 рисунка. Библиография включает 110 наименова­

ний на 13 страницах.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­

мулированы цели и аргументирована научная новизна исследований, показа­

на практическая значимость полученных результатов, представлены выноси­

мые на защиту научные положения.
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В первой главе диссертации предлагается подход к исследованию вра­

щающихся волн в кольцевой апертуре в контуре обратной связи нелинейной

оптической системы с запаздыванием, основанный на переходе в движущую­

ся систему координат и сведении исходной задачи к стационарной периоди­

ческой краевой задаче для обыкновенного дифференциального уравнения с

отклоняющимся аргументом.

В §1.1 рассматривается модель нелинейной оптической системы с запаз­

дыванием, описывающая процесс изменения фазовой модуляции 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)

световой волны при ее прохождении через тонкий слой нелинейной среды

в пределах кольцевой апертуры радиуса 𝑟0, задаваемая периодической кра­

евой задачей для функционально-дифференциального уравнения диффузии

относительно функции 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 2𝜋] × R:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) = 𝐷

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐾(1 + 𝛾 cos𝑅𝜃 𝑢(𝑥, 𝑡− 𝑇 )),

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(2𝜋, 𝑡),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(2𝜋, 𝑡).

(1)

Здесь 𝑅𝜃𝑓(𝑥) = 𝑓
(︀
(𝑥 + 𝜃) mod 2𝜋

)︀
, 𝑓 ∈ 𝐻 = 𝐿2(0, 2𝜋), 𝐷 = 𝑑 · 𝑟−2

0 , 𝑑 —

коэффициент диффузии, 0 < 𝛾 < 1 — видность интерференционной картины,

𝐾 > 0 — коэффициент, пропорциональный интенсивности входной волны,

𝜃 — угол поворота, 𝑇 — величина запаздывания.

Простейшими решениями являются стационарные пространственно-одно­

родные решения, задаваемые трансцендентным уравнением

𝑤 = 𝐾(1 + 𝛾 cos𝑤). (2)

Пусть некоторая пара (�̂� , �̂�) удовлетворяет этому уравнению и выполнено

Условие 1. Справедливо неравенство

1 + �̂�𝛾 sin �̂� ̸= 0.

Тогда в достаточно малой окрестности нуля определена аналитическая по

𝜇 ветвь (𝐾(𝜇),𝑊 (𝜇)) решений уравнения (2) вида 𝐾(𝜇) = �̂� + 𝜇, 𝑊 (𝜇) =
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�̂� + �̂�1𝜇 + . . . В дальнейшем коэффициент 𝐾 = 𝐾(𝜇) = �̂� + 𝜇 является

управляющим параметром, остальные параметры задачи фиксированы.

Для поиска решений задачи (1) в виде бегущих со скоростью Ω волн, от­

ветвляющихся от пространственно-однородного стационара 𝑊 (𝜇), использу­

ется переход во вращающуюся систему координат. Для этого решение ищется

в виде 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝜇) +𝑅−Ω𝑡𝑣(𝑥), где 𝑣(𝑥) — новая искомая функция скаляр­

ного аргумента 𝑥 ∈ [0, 2𝜋], описывающая пространственный профиль волны

и удовлетворяющая соответствующей периодической краевой задаче с откло­

няющимся аргументом:

𝐷
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝑣 + Ω

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝐾(𝜇)𝛾

[︁
cos {𝑊 (𝜇) + 𝑅𝜃+Ω𝑇𝑣} − cos𝑊 (𝜇)

]︁
= 0,

𝑣(0) = 𝑣(2𝜋),
𝑑𝑣

𝑑𝑥
(0) =

𝑑𝑣

𝑑𝑥
(2𝜋).

(3)

Таким образом, исследование периодических решений в виде бегущих волн

для исходной задачи сводится к нахождению тройки функций (𝑣,Ω, 𝜇), удо­

влетворяющей задаче с отклоняющимся аргументом (3).

В §1.2 исследуются свойства линеаризованного оператора 𝐵Ω : 𝐻2
2𝜋 → 𝐻

задачи (3)

𝐵Ω𝑣 ≡ 𝐷
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝑣 + Ω

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑚10𝑅𝜃+Ω𝑇 𝑣, 𝑚10 = −�̂�𝛾 sin �̂� ,

и сопряженного к нему 𝐵*
Ω. Здесь 𝐻2 — Соболевское пространство комплекс­

нозначных функций вещественной переменной со скалярным произведением

и соответствующей евклидовой нормой ⟨𝑢, 𝑣⟩𝐻2 =
∫2𝜋
0

(︁
𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢′′(𝑥)𝑣′′(𝑥)

)︁
𝑑𝑥,

‖𝑢‖𝐻2 =
√︀

⟨𝑢, 𝑢⟩𝐻2, 𝐻2
2𝜋 = {𝑣 ∈ 𝐻2 : 𝑣(0) = 𝑣(2𝜋), 𝑣′(0) = 𝑣′(2𝜋)} — замкну­

тое подпространство в 𝐻2, состоящее из 2𝜋-периодических функций.

Показывается, что операторы 𝐵Ω и 𝐵*
Ω имеют полную ортогональную в

𝐻 систему собственных функций exp{𝑖𝑛𝑥}, а соответствующие собственные

значения имеют вид:

𝜆𝑛(𝐵Ω) = −𝐷𝑛2 − 1 + 𝑖Ω𝑛− �̂�𝛾 sin �̂� exp{𝑖𝑛(𝜃 + Ω𝑇 )}, 𝜆𝑛(𝐵*
Ω) = 𝜆𝑛(𝐵Ω).
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Формулируется

Условие 2 (бифуркационности). При Ω = Ω* система уравнений

�̂�𝛾 sin �̂� cos(𝑛𝜃 + Ω𝑛𝑇 ) = −𝐷𝑛2 − 1,

�̂�𝛾 sin �̂� sin(𝑛𝜃 + Ω𝑛𝑇 ) = Ω𝑛

имеет ровно два решения 𝑛 = ±𝑛*, 𝑛* ∈ N.

При выполнении этого условия при Ω = Ω* находится явный вид ядер

𝑁(𝐵Ω*) и 𝑁(𝐵*
Ω*

) и устанавливается равенство 𝑅(𝐵Ω*) = 𝑁(𝐵*
Ω*

)⊥.

В §1.3 формулируется

Условие 3 (невырожденности). Справедливо неравенство

4𝑚11𝑛
2
*

[︁
𝑚10𝑇 + cos {𝑛*(𝜃 + Ω*𝑇 )}

]︁
̸= 0,

где 𝑚11 = −𝛾

2

(︁
�̂�1�̂� cos �̂� + sin �̂�

)︁
.

и доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда существует 𝜀0 > 0 та­

кое, что для |𝜀| < 𝜀0 определена дважды непрерывно дифференцируемая по

𝜀 нетривиальная тройка функций

(𝑣,Ω, 𝜇) = (𝑣(𝑥; 𝜀),Ω* + 𝜔(𝜀), 𝜇(𝜀)) ∈ 𝐻2
2𝜋 × R× R

— решение краевой задачи (3), причем 𝑣(0) = 0, 𝜔(0) = 0, 𝜇(0) = 0.

Доказательство основывается на проекции рассматриваемого уравнения

на образ 𝑅(𝐵Ω*) и его ортогональное дополнение 𝑁(𝐵*
Ω*

), переходе к экви­

валентному исходной краевой задаче (3) нелинейному операторному уравне­

нию, непрерывной обратимости оператора 𝐵Ω* : 𝒫𝐻2
2𝜋 → 𝑅(𝐵Ω*) (здесь 𝒫 —

проектор на 𝑅(𝐵Ω*)) и применении теоремы о неявном операторе.

В §1.4 на основе непрерывной обратимости оператора 𝐵Ω* и дважды

непрерывной дифференцируемости рассматриваемых функций в явном виде

11



7.20

7.05

6.90

6.75

6.60

6.45

6.30

Рис. 1: Решение задачи (1) для параметров �̃� = 6.75, �̃� = 3.94, 𝛾 = 0.8,

𝐷 = 0.05, 𝜇 = 0.1, 𝑇 = 0.1, 𝑛* = 2, 𝜃 = 1.25.

через параметры задачи вычисляются их первые коэффициенты разложения

по малому параметру.

В §1.5 представлены сведения о программной реализации численных

методов решения рассматриваемой задачи и приведены результаты вычисли­

тельных экспериментов. На рисунке 1 приведен вид решения 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)

при указанных значениях параметров. Решение, стартовавшее с начального

состояния, представленного волной с одним лепестком, со временем выходит

на предсказанный Теоремой 1 режим с 𝑛* = 2 лепестками, а направление

движения согласуется с предсказанным знаком Ω.

Результаты первой главы опубликованы в работах [1, 4–6].

Во второй главе диссертации предложенный в первой главе подход

применяется к исследованию вращающихся волн для случая круговой апер­

туры и позволяет свести исходную задачу к стационарной краевой задаче

Неймана для уравнения в частных производных с отклоняющимся аргумен­

том.

В §2.1 рассматривается краевая задача Неймана для функционально­
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дифференциального уравнения диффузии:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑟, 𝜙, 𝑡) = 𝐷∆𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡) − 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡) + 𝐾(1 + 𝛾 cos𝑅𝜃 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡− 𝑇 )),

𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑟0, 𝜙, 𝑡) = 0, (𝑟, 𝜙, 𝑡) ∈ [0, 𝑟0] × [0, 2𝜋] × R,

(4)

где 𝐷 > 0 — коэффициент диффузии, 𝜙 — полярный угол, ∆ — оператор

Лапласа, 𝑅𝜃𝑓(𝑟, 𝜙) = 𝑓
(︀
𝑟, (𝜙 + 𝜃) mod 2𝜋

)︀
, 𝑓 ∈ 𝐻 = 𝐿𝑟

2((0, 𝑟0) × (0, 2𝜋)) с

весовой функцией 𝑟.

Аналогично случаю кольца уравнение (4) приводится к локальному ви­

ду в окрестности стационарного решения 𝑊 (𝜇) и осуществляется переход во

вращающуюся систему координат, позволяющий перейти к исследованию со­

ответствующей стационарной задачи и искать решение (4) в виде 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡) =

𝑊 (𝜇) + 𝑅−Ω𝑡 𝑣(𝑟, 𝜙), где 𝑣(𝑟, 𝜙) — новая искомая функция двух переменных

(𝑟, 𝜙) ∈ [0, 𝑟0] × [0, 2𝜋]. Отметим, что в отличие от главы 1, где переход в

движущуюся систему координат приводил к задаче для обыкновенного диф­

ференциального уравнения, в модели в круге подобный переход приводит

к краевой задаче для уравнения в частных производных с отклоняющимся

аргументом:

𝐷∆𝑣 − 𝑣 + Ω
𝜕𝑣

𝜕𝜙
+ 𝐾(𝜇)𝛾

[︁
cos {𝑊 (𝜇) + 𝑅𝜃+Ω𝑇𝑣} − cos𝑊 (𝜇)

]︁
= 0, (5)

𝑣(𝑟, 0) = 𝑣(𝑟, 2𝜋),
𝜕𝑣

𝜕𝜙
(𝑟, 0) =

𝜕𝑣

𝜕𝜙
(𝑟, 2𝜋), |𝑣(0, 0)| < ∞,

𝜕𝑣

𝜕𝑟
(𝑟0, 𝜙) = 0. (6)

В дальнейшем речь идет о нахождении тройки функций (𝑣,Ω, 𝜇), являющейся

решением задачи с отклоняющимся аргументом (5)–(6).

В §2.2, согласно предложенному подходу, исследуется оператор линеа­

ризованной задачи 𝐵Ω : 𝐻2
𝑁 → 𝐻:

𝐵Ω𝑣 ≡ 𝐷∆𝑣 − 𝑣 + Ω
𝜕𝑣

𝜕𝜙
+ 𝑚10𝑅𝜃+Ω𝑇 𝑣, (7)
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и сопряженный к нему 𝐵*
Ω, где 𝐻2 — Соболевское пространство комплексно­

значных функций двух вещественных переменных со скалярным произведе­

нием и соответствующей евклидовой нормой ⟨𝑢, 𝑣⟩𝐻2 = ⟨𝑢, 𝑣⟩𝐻 + ⟨∆𝑢,∆𝑣⟩𝐻 ,

‖𝑢‖𝐻2 =
√︀

⟨𝑢, 𝑢⟩𝐻2, 𝐻2
𝑁 — замкнутое подпространство функций из 𝐻2, удо­

влетворяющих граничным условиям задачи (4).

Устанавливается, что операторы 𝐵Ω и 𝐵*
Ω имеют полную ортонормиро­

ванную в 𝐻 систему собственных функций

1√
2𝜋𝑑𝑝𝑛

𝐽𝑛

(︂
𝜇𝑝
𝑛

𝑟

𝑟0

)︂
exp{𝑖𝑛𝜙}, 𝑛 ∈ Z, 𝑝 ∈ N.

Здесь 𝐽𝑛 — функция Бесселя первого рода, 𝜇𝑝
𝑛 — 𝑝-ый ноль производной

𝑛-ой функции Бесселя, 𝑑𝑝𝑛 =
𝑟0∫
0

𝐽2
𝑛

(︂
𝜇𝑝
𝑛

𝑟

𝑟0

)︂
𝑟𝑑𝑟. Соответствующие собственные

значения имеют вид

𝜆𝑛(𝐵Ω) = 𝐷

(︂
𝜇𝑝
𝑛

𝑟0

)︂2

− 1 + 𝑖Ω𝑛− �̂�𝛾 sin �̂� exp{𝑖𝑛(𝜃 + Ω𝑇 )}, 𝜆𝑛(𝐵*
Ω) = 𝜆𝑛(𝐵Ω).

Важную роль при построении бифуркационных решений играет следу­

ющее условие.

Условие 4 (бифуркационности). При Ω = Ω* система уравнений

�̂�𝛾 sin �̂� cos(𝑛𝜃 + Ω𝑛𝑇 ) = −𝐷

(︂
𝜇𝑝
𝑛

𝑟0

)︂2

− 1,

�̂�𝛾 sin �̂� sin(𝑛𝜃 + Ω𝑛𝑇 ) = Ω𝑛

имеет ровно два решения 𝑛 = ±𝑛*, 𝑝 = 𝑝*, где 𝑝*, 𝑛* ∈ N.

При выполнении условия бифуркационности при Ω = Ω* устанавливается

соотношение 𝑅(𝐵Ω*) = 𝑁(𝐵*
Ω*

)⊥ и явный вид ядер 𝑁(𝐵Ω) и 𝑁(𝐵*
Ω).

В §2.3 доказывается следующая теорема

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 3, 4. Тогда существует 𝜀0 > 0

такое, что для |𝜀| < 𝜀0 определена дважды непрерывно дифференцируемая

по 𝜀 нетривиальная тройка функций

(𝑣,Ω, 𝜇) = (𝑣(𝑟, 𝜙; 𝜀),Ω* + 𝜔(𝜀), 𝜇(𝜀)) ∈ 𝐻2
𝑁 × R× R,
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являющаяся решением краевой задачи (5), причем 𝑣(0) = 0, 𝜔(0) = 0, 𝜇(0) =

0.

Доказательство проводится аналогично случаю тонкого кольцевого слоя

и опирается на свойства линеаризованного оператора 𝐵Ω*.

В §2.4 на основе непрерывной обратимости оператора 𝐵Ω* и дважды

непрерывной дифференцируемости рассматриваемых функций аналогично

случаю кольца вычисляются первые коэффициенты их разложения по мало­

му параметру. В отличие от задачи в кольце для нахождения коэффициентов

необходимо решить соответствующие краевые задачи для ОДУ.

В §2.5 представлены сведения о программной реализации численных

методов решения рассматриваемой задачи и приведены результаты вычисли­

тельных экспериментов и их визуализация.

Результаты второй главы опубликованы в работах [2, 6].

Третья глава диссертации посвящена построению нормальной формы

для функционально-дифференциального уравнения в тонком кольце и в кру­

ге. При этом использовалась методика построения нормальной формы для

бифуркации Андронова-Хопфа, описанная в [29].

В §3.1 излагается общий подход к исследованию качественного пове­

дения решений параболических функционально-дифференциальных уравне­

ний на основе метода нормальных форм [29], который позволяет получить

описание бифуркационного решения без предварительного построения соот­

ветствующего центрального многообразия. Особенность такого построения

состоит в том, что получающаяся нормальная форма для исходного уравне­

ния совпадает до членов третьего порядка с нормальной формой бифуркации

Андронова-Хопфа для редуцированного ОДУ на соответствующем централь­

ном многообразии, что позволяет судить об устойчивости бифуркационных

периодических решений. Для случая бифуркации Андронова-Хопфа при по­

строении нормальной формы рассматриваемого функционально-дифферен­
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циального уравнения достаточно учесть слагаемые лишь второго и третьего

порядка и нормальная форма в этом случае имеет следующий вид:

�̇� = (𝐾1𝜇 + 𝐾2𝜌
2)𝜌 + 𝑂(𝜇2𝜌 + |(𝜌, 𝜇)|4),

𝜉 = −𝜈* + 𝑂(|(𝜌, 𝜇)|).
(8)

При выполнении неравенства 𝐾1 > 0, 𝐾2 < 0 рождающиеся в результате су­

перкритической бифуркации Андронова-Хопфа вращающиеся волны порож­

дают асимптотически устойчивый бифуркационный цикл [29].

Отметим, что описанный выше подход ранее применялся лишь к модель­

ным задачам с квадратичной и кубической нелинейностью [29, 30]. Рассмотре­

ние других нелинейностей является нетривиальной содержательной задачей.

Отметим, что нелокальные преобразования при построении нормальной фор­

мы также ранее не учитывались.

В §3.2 рассматриваемый метод используется при построении нормаль­

ной формы бифуркации Андронова-Хопфа для случая задачи в кольце с уче­

том специфики пространственного поворота, запаздывания и вида нелиней­

ности. Реализация метода состоит в получении ряда соотношений, описывае­

мых в терминах соответствующих степенных операторов. Для модели тонко­

го кольца эти условия и коэффициенты 𝐾1 и 𝐾2 удается выразить в явном

виде через параметры исходной задачи.

В §3.3 метод нормальных форм применяется к пространственно-дву­

мерной задаче с запаздыванием и поворотом углового аргумента в круге.

Для случая круга коэффициент 𝐾1 находится в явном виде через парамет­

ры задачи, а нахождение коэффициента 𝐾2 является нетривиальной задачей

и требует решения ряд краевых задач для дифференциальных уравнений с

отклоняющимся аргументом.

Результаты третьей главы опубликованы в работах [1, 6, 7].

В четвертой главе диссертации проводится аналитическое и числен­
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ное исследование эффекта компенсации искажений в модели оптической си­

стемы для случая тонкого кольцевого слоя, основанное на исследовании свойств

двухмодового приближения.

В §4.1 приведена общая постановка задачи исследования эффекта по­

давления искажений. Динамика фазовой модуляции 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [0, 2𝜋],

𝑡 ≥ −𝑇 в нелинейной оптической системе в приближении тонкого кольцевого

слоя моделируется начальной-краевой задачей

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑢 + 𝐾

(︀
1 + 𝛾 cos

{︀
𝑢(𝑥 + 𝜃, 𝑡− 𝑇 ) + 𝜑(𝑥)

}︀)︀
, (9)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(2𝜋, 𝑡),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(2𝜋, 𝑡), 𝑡 ≥ −𝑇 (10)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡), −𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 0, 𝑥 ∈ [0, 2𝜋], (11)

где коэффициенты уравнения имеют тот же самый смысл, что и в (1), 𝜑(𝑥)

— фазовое искажение входного поля, 𝑢0(𝑥, 𝜏) — некоторое начальное распре­

деление фазы.

Эффект подавления (компенсации) искажений имеет место, если сум­

марная выходная фаза 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥) становится пространственно однород­

ной, или, по крайней мере, ее пространственно неоднородная составляющая

уменьшается по сравнению с искажением 𝜑(𝑥). Для оценки качества подавле­

ния искажений при проверке границ применимости двухмодового приближе­

ния используется функционал среднеквадратичного отклонения суммарной

выходной волны от ее усреднения:

𝑅𝑀𝑆(𝑡) =

⎯⎸⎸⎸⎷ 1

2𝜋

2𝜋∫
0

(𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥) − 𝑠(𝑢 + 𝜑))2 𝑑𝑥,

где 𝑠(𝑣) = (2𝜋)−1
∫2𝜋
0 𝑣(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 обозначает усреднение функции 𝑣(𝑥, 𝑡) по апер­

туре.
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В §§4.2–4.3 приведено исследование стационарных искажений на осно­

ве двухмодового приближения. Рассматриваются гармонические искажения,

задаваемые суммой двух бегущих волн с амплитудами 𝑎 и 𝑏, пространствен­

ной частотой 𝑛 ∈ N и временной частотой Ω: 𝜑(𝑥, 𝑡) = 𝜑1(𝑥, 𝑡) + 𝜑2(𝑥, 𝑡) =

𝑎 cos(Ω𝑡+𝑛𝑥)+ 𝑏 sin(Ω𝑡+𝑛𝑥), 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ̸= 0. Решение задачи (9)–(11) ищется в

виде суммы пространственно однородного фазового набега �̂�(𝑡) и слагаемых

𝜑1(𝑥, 𝑡), 𝜑2(𝑥, 𝑡), отвечающих исходным фазовым искажениям с соответству­

ющими амплитудными множителями 𝛼(𝑡) и 𝛽(𝑡):

𝑢 = �̂�(𝑡) + 𝛼(𝑡)𝜑1(𝑥, 𝑡) + 𝛽(𝑡)𝜑2(𝑥, 𝑡).

Предложенный вид решения позволяет, с помощью допущения достаточной

малости искажений, перейти к анализу системы запаздывающих дифферен­

циальных уравнений относительной амплитудных составляющих сигнала:

𝑑𝜈

𝑑𝑡
+ 𝜈 = 𝐾[1 + 𝛾 cos 𝜈(𝑡− 𝑇 )𝐽0(𝐴)𝐽0(𝐵)],

𝑑𝛼

𝑑𝑡
(𝑡) = −(𝐷𝑛2 + 1)𝛼(𝑡) − 𝑏

𝑎
Ω𝛽(𝑡)−

− 2𝐾

𝑎
𝛾 sin(�̂�(𝑡− 𝑇 ))

[︀
𝐽1(𝐴)𝐽0(𝐵) cos(Ω𝑡) − 𝐽0(𝐴)𝐽1(𝐵) sin(Ω𝑡)

]︀
,

𝑑𝛽

𝑑𝑡
(𝑡) =

𝑎

𝑏
Ω𝛼(𝑡) − (𝐷𝑛2 + 1)𝛽(𝑡)−

− 2𝐾

𝑏
𝛾 sin(�̂�(𝑡− 𝑇 ))

[︀
𝐽1(𝐴)𝐽0(𝐵) sin(Ω𝑡) + 𝐽0(𝐴)𝐽1(𝐵) cos(Ω𝑡)

]︀
(12)

где

𝐴 = 𝛼(𝑡− 𝑇 )𝜑1(𝜃, 𝑡− 𝑇 ) + 𝑎 cos(Ω𝑡) + 𝛽(𝑡− 𝑇 )𝜑2(𝜃, 𝑡− 𝑇 ) + 𝑏 sin(Ω𝑡),

𝐵 = −𝑎

𝑏
(𝛼(𝑡− 𝑇 )𝜑2(𝜃, 𝑡− 𝑇 ) − sin(Ω𝑡)) +

𝑏

𝑎
(𝛽(𝑡− 𝑇 )𝜑1(𝜃, 𝑡− 𝑇 ) + cos(Ω𝑡)).

В терминах полученной системы (12) эффект компенсации искажений

переформулируется в виде ограничения для соответствующего положения

равновесия и требования его асимптотической устойчивости. Анализ устой­

чивости проводится с помощью исследования расположения спектра линеа­

ризованной задачи и позволяет получить условия устойчивости двухмодовой
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системы в виде ограничений на коэффициенты исходной задачи и величины

запаздывания и поворота.

Для выяснения границ применимости двухмодовой модели проводится

сравнение полученных результатов с прямым численным моделированием за­

дачи в полной постановке и исследуется влияние запаздывания и поворота

пространственных аргументов на качество подавления стационарных гармо­

нических искажений и гармонических искажений, задаваемых бегущими вол­

нами.

Результаты четвертой главы опубликованы в работах [3, 8, 9].

В заключении сформулированы основные результаты, полученные в

диссертационной работе.

В приложении А приведено описание общей схемы работы разработан­

ного программного комплекса и функциональности составляющих его про­

граммных модулей, нацеленных на численное моделирование задач для мо­

делей в тонком кольцевом слое и круге и визуализацию полученных данных.

Основные результаты

1. Разработан новый подход к математическому моделированию враща­

ющихся волн в нелинейных оптических системах с запаздыванием и

пространственным поворотом, основанный на редукции к краевой за­

даче для дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом

в движущейся системе координат. Доказано существование бифуркаци­

онных вращающихся волн в кольце и круге, получено разложение волн

по малому параметру, разработан программный комплекс для их чис­

ленного моделирования и визуализации.

2. Построены нормальная форма бифуркации Андронова-Хопфа для рас­
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сматриваемых параболических функционально-дифференциальных урав­

нений с запаздыванием и соответствующая программная среда, позво­

ляющие аналитически и численно исследовать устойчивость вращаю­

щихся волн в кольце и круге.

3. На основе разработанного двухмодового приближения проведены ана­

литическое исследование и вычислительный эксперимент по математи­

ческому моделированию эффекта подавления стационарных и динами­

ческих гармонических искажений для случая тонкого кольцевого слоя.
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