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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëå-

ìîé Íåëüñîíà�Ýðä¼øà�Õàäâèãåðà î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà. Ýòà

ïðîáëåìà âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ý. Íåëüñîíîì1 â 1950 ãîäó, à Ï. Ýð-

ä¼ø2 è Ã. Õàäâèãåð3 ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü â ïîïóëÿðèçàöèè ýòîé ïðîáëåìû.

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ, òà-

êîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðàñêà âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn â ýòî êîëè÷åñòâî

öâåòîâ, ïðè êîòîðîé òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò

äðóãà, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíîñòÿìè íå ìå-

íåå äâóõ ïðîáëåìà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé, è äî ñèõ ïîð îíà î÷åíü ïîïóëÿðíà4,5,6.

Äëÿ ïëîñêîñòè èçâåñòíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ëåæèò ìåæäó ÷åòûðüìÿ è

ñåìüþ. Ìèíèìàëüíûé ïðèìåð ãðàôà ðàññòîÿíèé (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äè-

ñòàíöèîííîãî ãðàôà) ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ÷åòûðå íà ïëîñêîñòè ïîëó÷åí

áðàòüÿìè Ë. è Â. Ìîçåðàìè7.

Â 1976 ãîäó Ýðä¼ø8 çàäàë âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè äèñòàíöèîííûé ãðàô

íà ïëîñêîñòè ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ÷åòûðå è íå ñîäåðæàùèé òðåóãîëüíè-

êîâ (ïîñêîëüêó âñå èçâåñòíûå íà òîò ìîìåíò ïðèìåðû òàêèõ ãðàôîâ òðåóãîëü-

1A. Soifer, The Mathematical Coloring Book, Springer, 2009.
2L.A. Sz�ekely, Erd�os on unit distances and the Szemer�edi�Trotter theorems, Paul Erd�os and his Mathematics,

Bolyai Series Budapest, J. Bolyai Math. Soc., Springer, 11 (2002), 649 � 666.
3H. Hadwiger, Ein �Uberdeckungssatz f�ur den Euklidischen Raum, Portugaliae Math., 4 (1944), 140 � 144.
4À. Ñîéôåð, Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïëîñêîñòè: åãî ïðîøëîå, íàñòîÿùåå è áóäóùåå, Ìàòåì. ïðîñâåùå-

íèå, 8 (2004).
5À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2003.
6P.K. Agarwal, J. Pach, Combinatorial geometry, John Wiley and Sons Inc., New York, 1995.
7L. Moser, W. Moser Solution to problem 10, Canad. Math. Bull. Vol. 4 (1961), 187 � 189.
8P. Erd�os, Unsolved Problems, Congress Numerantium XV � Proceedings of the 5th British Comb. Conf.

1975, 1976, 681.
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íèêè ñîäåðæàëè). Çàäà÷à áûëà ðåøåíà â 1979 ãîäó Í. Óîðìàëäîì9, à ïîçäíåå

ïðèìåðû ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí áûëè ïîñòðîåíû Ï. Î'Äîííåëëîì

è Ð. Õîõáåðãîì10. Òàêæå â 1999 ãîäó â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (à

íà ãîä ïîçæå � â äðóãèõ ñâîèõ ðàáîòàõ11,12) Ï. Î'Äîííåëë íàø¼ë ðåøåíèå

îáîáù¼ííîãî âàðèàíòà ýòîé çàäà÷è, à èìåííî, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâó-

þò äèñòàíöèîííûå ãðàôû ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ÷åòûðå è ïðîèçâîëüíûì

îáõâàòîì (äëèíîé ìèíèìàëüíîãî öèêëà). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

îáîáùåíèå çàäà÷è íà äèñòàíöèîííûå ãðàôû â ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè.

Â ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè èçâåñòíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî âåä¼ò ñå-

áÿ, êàê ýêñïîíåíòà13,14. Äîêàçàòåëüñòâà ëó÷øèõ íèæíèõ îöåíîê õðîìàòè÷å-

ñêîãî ÷èñëà èñïîëüçóþò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä íà öåëî÷èñëåííûõ ðå-

ø¼òêàõ. Ýòîò ìåòîä òàêæå èñïîëüçóòåñÿ â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Áîðñóêà15 î

íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ÷àñòåé, íà êîòîðîå ìîæíî ðàçáèòü ëþáîå

íåîäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî â Rn òàê, ÷òîáû äèàìåòð êàæäîé ÷àñòè áûë ìåíü-

øå äèàìåòðà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà16,17.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû, âåðøèíû êîòîðûõ � óçëû öåëî-

÷èñëåííîé ðåø¼òêè, à ð¼áðà çàäàþòñÿ îïðåäåë¼ííûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó

âåðøèíàìè, òî çàäà÷è, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü âûøå, îêàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííî

ñâÿçàííûìè ñ öåíòðàëüíîé ïðîáëåìàòèêîé òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíî-

ñòè, êîãäà óçëû ðåø¼òêè � ýòî (0,1)-âåêòîðû, îïèñàííûå âûøå çàäà÷è êîì-

áèíàòîðíîé ãåîìåòðèè � ýòî ïî ñóòè çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ðàâ-

9N. Wormald, A 4-Chromatic Graph With a Special Plane Drawing, Australian Mathematics Society (Series

A), 28 (1979), 1 � 8.
10P. O'Donnel, R. Hochberg, Some 4-chromatic Unit-Distance Graphs without small cycles, Geombinatorics,

5 (1996), 137 � 142.
11P. O'Donnell, Arbitrary girth, 4-chromatic unit distance graphs in the plane. I. Graph description,

Geombinatorics, 9 (2000), �3, 145 � 152.
12P. O'Donnell, Arbitrary girth, 4-chromatic unit distance graphs in the plane. II. Graph embedding,

Geombinatorics, 9 (2000), �4, 180 � 193.
13À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, Î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà, Óñïåõè ìàò. íàóê, 55 (2000), 147 � 148.
14D. Larman, C. Rogers The realization of distances within sets in Euclidean space, Mathematika, 19 (1972),

�1, 1 � 24.
15K. Borsuk Drei S�atze �uber die n-dimensionale Euklidische Sph�are, Fund. Math., 20 (1933), 177 � 190.
16P. Brass, W. Moser, J. Pach, Research problems in discrete geometry, Springer, 2005.
17À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, Âîêðóã ãèïîòåçû Áîðñóêà, Ãåîìåòðèÿ è ìåõàíèêà, ÑÌÔÍ, 23 (2007), 147 � 164.
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íîâåñíûõ êîäîâ18.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî åñòü è ðÿä äðóãèõ âàæíûõ çàäà÷ ýêñòðåìàëüíîé

ãåîìåòðè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì äèñòàíöè-

îííîãî ãðàôà, à ñòàëî áûòü, ñ òåìàòèêîé íàñòîÿùåé ðàáîòû. Òàêîâà, íàïðè-

ìåð, ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ð¼áåð â äèñòàíöèîííîì

ãðàôå19. Î íåé èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà20.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çà-

äà÷.

1. Ïîèñê ãðàôîâ åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé â Rn ñ êàê ìîæíî áîëüøèì õðîìà-

òè÷åñêèì ÷èñëîì è êàê ìîæíî ìåíüøèì êëèêîâûì ÷èñëîì (ò.å. ðàçìåðîì

ìàêñèìàëüíîãî ïîëíîãî ïîäãðàôà).

2. Îáîáùåíèå çàäà÷è íà ñëó÷àé ãðàôîâ, ðåáðà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ

íåñêîëüêèìè ðàññòîÿíèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

äàþò ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â èçâåñòíîé çàäà÷å îá îòûñêàíèè òðóäíî

ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ â ïðîñòàíñòâàõ áåç êëèê äàííîãî ðàçìåðà. Ýòè ðå-

çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óëó÷øåíèÿ íèæíèõ îöåíîê õðîìàòè-

÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà, â ïðîáëåìå Áîðñóêà è â äðóãèõ çàäà÷àõ êîìáè-

íàòîðíîé ãåîìåòðèè è ñìåæíûõ âîïðîñàõ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

18Ô.Äæ. Ìàê-Âèëüÿìñ, Í.Äæ.À. Ñëîýí, Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, Ñâÿçü, 1979.
19P. Erd�os, On sets of distances of n points, American Mathematical Monthly, 53 (1946), 248 � 250.
20J. Spencer, E. Szemer�edi, W.T. Trotter, Unit distances in the Euclidean plane, Graph theory and

combinatorics, 1984, 293 � 303.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííûé ãðàô, èìåþùèé õðîìà-

òè÷åñêîå ÷èñëî ïÿòü è íå ñîäåðæàùèé òåòðàýäðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ïîñòðîåí ãðàô íà äåâÿòíàäöàòè âåðøèíàõ.

(Òåîðåìà 2)

2. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííûé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ

(öèêëîâ äëèíû òðè) è ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïÿòü.

(Òåîðåìà 3)

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 5 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ áåç êëèê ðàçìåðà k ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùè-

ìè õðîìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè (â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà).

(Òåîðåìû 6 è 7)

4. Ïîëó÷åíû îöåíêè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ, ðåáðà

êîòîðûõ ïîðîæäàþòñÿ m ðàññòîÿíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè m = 2 ñóùå-

ñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàâèñÿùèìè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, è áåç êëèê ðàç-

ìåðà ÷åòûðå. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèm ≥ 3 ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿùèìè

îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, è áåç òðåóãîëüíèêîâ.

(Òåîðåìà 8)

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì ñàìîñòîÿòåëü-

íî.
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Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-

äàëèñü íà 9-îì Ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íîì ñåìèíàðå �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà

è ïðèëîæåíèÿ� (Ìîñêâà, 2007 ã.), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ôåñòèâàëü

êîìáèíàòîðèêè è èíôîðìàòèêè� (Âåíãðèÿ, 2008 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-

ðåíöèè �EuroComb 2009: Åâðîïåéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìáèíàòîðèêå, òåîðèè

ãðàôîâ è ïðèëîæåíÿì� (Ôðàíöèÿ, 2009 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

�8-àÿ Ôðàíöóçñêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîíôåðåíöèÿ� (Ôðàíöèÿ, 2010 ã.), íà ñå-

ìèíàðå ïðîôåññîðà À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, íà

ñåìèíàðå ïðîôåññîðà Ñ.Â. Êîíÿãèíà â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, à òàê-

æå íà íàó÷íîì ñåìèíàðå �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåð-

íåòèêà� êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé

ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]�[5] ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû. Âñåãî ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò. Èç íèõ 4 ðàáîòû

âõîäÿò â ñïèñîê íàó÷íûõ æóðíàëîâ, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Â äèññåðòàöèè èìååòñÿ ââåäåíèå, òðè ãëàâû, ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Ïîëíûé îáúåì 68 ñòðàíèö, èç íèõ 4 ñòðàíèöû çàíèìàåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû

(36 íàèìåíîâàíèé).
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îïèñàíà êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Íåëüñîíà�Ýðä¼øà�

Õàäâèãåðà î íàõîæäåíèè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà è ðàññêàçàíî,

êàê ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê â ýòîé çàäà÷å ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì äèñòàí-

öèîííûõ ãðàôîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äàíû ñëåäóþùèå îïðå-

äåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî k, ÷òî ìíîæåñòâî M ìîæ-

íî ðàçáèòü íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ M = M1 tM2 t . . . tMk

òàê, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, íàõîäÿùèåñÿ íà åäè-

íè÷íîì ðàññòîÿíèè, íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Èíûìè ñëîâàìè,

åñëè |a1a2| = 1 è a1 ∈ Mi, òî a2 6∈ Mi. Îáîçíà÷àåòñÿ õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

χ(M).

Îïðåäåëåíèå. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ

ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî k, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí V ìîæíî ðàçáèòü íà

k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V = V1tV2t . . .tVk òàê, ÷òî ëþáûå äâå
âåðøèíû ãðàôà, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè {v1, v2} ∈ E è v1 ∈ Vi, òî v2 6∈ Vi. Îáîçíà÷àåòñÿ

õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(G).

Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàñïîëîæå-

íèå ãðàôà (V,E) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ìíîæåñòâî åãî âåðøèí

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (V ⊂ Rn), à ð¼áðà

ïðåäñòàâëåíû îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôîì åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé íàçûâàåòñÿ òàêîé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ãðàô G = (V,E), ÷òî åñëè äâå åãî âåðøèíû v1, v2 ∈ V ñîåäè-

íåíû ðåáðîì {v1, v2} ∈ E, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè ðàâíî

åäèíèöå (|v1 − v2| = 1).

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôîì ñm çàïðåù¼ííûìè ðàññòîÿíèÿìè íàçûâàåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô G = (V,E), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæå-
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ñòâî A ⊂ R+ èç m ýëåìåíòîâ, ÷òî åñëè {v1, v2} ∈ E, òî |v1 − v2| ∈ A.

Îïðåäåëåíèå. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn

ñ ìíîæåñòâîì çàïðåòîâ A (îáîçíà÷àåòñÿ χ(Rn,A)) íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîå òàêîå ÷èñëî k, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå îáúåäèíåíèÿ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Rn = V1 t V2 t . . . t Vk
òàê, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè d ∈ A äðóã îò

äðóãà, íå ëåæàò â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Vi. Ìàêñèìàëüíîå èç òàêèõ

õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ äàííîãî êîëè÷åñòâà çàïðåòîâ m îáîçíà÷àåòñÿ

χ̄(Rn;m) = max
A,|A|=m

χ(Rn,A).

Òàêæå âî ââåäåíèè îïèñàíà çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Ï. Ýðä¼øåì, î ñóùå-

ñòâîâàíèè ãðàôà íà ïëîñêîñòè ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ÷åòûðå è íå ñîäåðæà-

ùåãî òðåóãîëüíèêîâ. Àâòîðîì äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíî îáîáùåíèå ýòîé

çàäà÷è íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. À èìåííî, îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à

ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ãðàôà â Rn ñ êàê ìîæíî áîëüøèì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñ-

ëîì, íî ïðè ýòîì íå ñîäåðæàùåãî êëèê êàê ìîæíî ìåíüøåãî ðàçìåðà.

Ðåøåíèþ ýòîé îáîáù¼ííîé çàäà÷è è ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ. Ïîä÷¼ð-

êèâàåòñÿ, ÷òî â ìàëîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àÿõ ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ

ïðèìåðîâ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâ ðàç-

äåëåíî íà äâå ÷àñòè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ ïðîáëåìû Íåëüñîíà�Ýðä¼øà�

Õàäâèãåðà è îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïðîäâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè å¼ ðåøå-

íèè. Òàêæå ðàññêàçûâàåòñÿ î ðåøåíèè ïðîáëåìû, ïîñòàâëåííîé Ï. Ýðä¼øåì.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè â ýòîé ãëàâå íàïîìèíàåòñÿ îïðåäåëåíèå êëèêîâîãî

÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Êëèêîâûì ÷èñëîì ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ðàç-

ìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè â ýòîì ãðàôå, òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü

ïîäìíîæåñòâà V , êàæäûå äâå âåðøèíû êîòîðîãî ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì

ðåáðîì. Îáîçíà÷àåòñÿ êëèêîâîå ÷èñëî ω(G).

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îáîáùåíèå çàäà÷è Ï. Ýðä¼øà ïåðåôîðìóëèðóåò-
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ñÿ êàê çàäà÷à î íàõîæäåíèè äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ (êàê ñ îäíèì, òàê è ñ

íåñêîëüêèìè çàïðåù¼ííûìè ðàññòîÿíèÿìè) ñ êàê ìîæíî áîëüøèì õðîìàòè-

÷åñêèì ÷èñëîì, íî êàê ìîæíî ìåíüøèì êëèêîâûì ÷èñëîì.

Ñôîðìóëèðîâàíû äâå òåîðåìû äëÿ òð¼õìåðíûõ ãðàôîâ åäèíè÷íûõ

ðàññòîÿíèé (çäåñü è äàëåå ñîõðàíåíà íóìåðàöèÿ òåîðåì èç äèññåðòàöèè).

Òåîðåìà 2. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííûé ãðàô, èìåþ-

ùèé õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïÿòü è íå ñîäåðæàùèé òåòðàýäðîâ.

Òåîðåìà 3. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííûé ãðàô áåç òðå-

óãîëüíèêîâ (öèêëîâ äëèíû òðè) è ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïÿòü.

Òåîðåìà 2 âûòåêàåò, êîíå÷íî, èç òåîðåìû 3. Åå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà-

÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàô, ïîñòðîåííûé â íåé, èìååò âñåãî 19 âåðøèí,

òîãäà êàê ãðàô, äîêàçûâàþùèé òåîðåìó 3, íà ïîðÿäêè áîëüøå.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâà Rn ïðè

ðîñòå n ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî ((1.239 + o(1))n ≤ χ(Rn) ≤ (3 + o(1))n),

òî ìîæíî îæèäàòü (êàê ìàêñèìóì) ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà õðîìàòè÷åñêèõ

÷èñåë äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàçìåðû

ìàêñèìàëüíûõ êëèê.

Â ñâÿçè â ýòèì ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû

ζclique(k) = sup
{
ζ : ∃ôóíêöèÿ δ = δ(n), òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞
δ(n) = 0

è ∀ n ∃G âRn, ó êîòîðîãî ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n
}
.

è

ζclique(k,m) = sup{ζ : ∃ ôóíêöèÿ δ = δ(n), òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

δ(n) = 0

è ∀n∃A ìîùíîñòè m è ∃G â Rn ñ ìíîæåñòâîì çàïðåòîâ A,

ó êîòîðîãî ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n}.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èí ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå òåîðåìû, ïîêàçû-

âàþùèå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé

áåç áîëüøèõ êëèê è ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè õðîìàòè÷åñêèìè ÷èñëà-

ìè (ïðè ðàçìåðå êëèêè íå áîëüøå ïÿòè, òî åñòü ζclique(k) > 1 ïðè k ≥ 5). Â

÷àñòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü k ≥ 5 � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b0 ∈
(
0, 12
)

� ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

τ0 = τ0(b0) =

(
b0
2

)− b0
2
(

1− b0
2

)−(1− b0
2 )
,

τ1 = τ1(b0) = b−b00 (1− b0)−(1−b0).

Ðàññìîòðèì

C = C(b0, k) =

{
c′ ∈ [τ0, τ1] : k ≥

⌈
2 ln τ1

ln c′ − ln τ0

⌉}
.

Ïîëîæèì c = c(b0, k) = inf C, åñëè C 6= ∅, è c = τ1 èíà÷å. Òîãäà ζclique(k) ≥ τ1
c .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü k ≥ 5 � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b−1, b1 �

ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

b−1, b1 ∈ (0, 1), b−1 + b1 ≤
1

2
, b−1 ≤ b1.

Ïîëîæèì

A =
2 + 9b−1 + 3b1 −

√
(2 + 9b−1 + 3b1)2 − 12(3b−1 + b1)2

12
,

B =
3b−1 + b1

2
− 2A, C = 1 + A− 3b−1 + b1

2
.

Ïóñòü, äàëåå,

ρ0 = ρ0(b−1, b1) = A−AB−BC−C ,

ρ1 = ρ1(b−1, b1) = b
−b−1
−1 b−b11 (1− b−1 − b1)−(1−b−1−b1).

Ðàññìîòðèì

C = C(b−1, b1, k) =

{
c′ ∈ [ρ0, ρ1] : k ≥

⌈
2 ln ρ1

ln c′ − ln ρ0

⌉}
.

Ïîëîæèì c = c(b−1, b1, k) = inf C, åñëè C 6= ∅, è c = ρ1 èíà÷å. Òîãäà

ζclique(k) ≥ ρ1
c .

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí äëÿ íåñêîëüêèõ çàïðåù¼ííûõ

ðàññòîÿíèé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äàíû ÷èñëà k è m. Ïóñòü òàêæå r ≥ 1 � ïðîèçâîëüíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ

∆ = {v = (v0, v1, . . . , vr) : vi ∈ [0, 1], v0 + v1 + . . .+ vr = 1}.
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Äëÿ êàæäîãî v ∈ ∆ ïîëîæèì

g(t) = g(t,v) =
r∑
i=0

I{t≥∑i
j=0 vj}(t), s′ = s′(v) =

∫ 1

0

g2(t)dt,

s′ = s′(v) =

∫ 1

0

g(t)g(1− t)dt,

b = (0, 1, . . . , r), e = (1, . . . , 1),

H ′ = H ′(v) =

{
η = (η0, . . . , ηr) : ηi ∈ [0, 1], (η, e) = 1, (η,b) ≤ s′ − s′

m+ 1

}
,

f(a) =
r∑
i=0

ai ln ai, a = (a0, a1, . . . , ar),

ρ(v) = min
η∈H ′
{f(η)} − k − 2

k
f(v).

Òîãäà

ζclique(k,m) ≥ eρ(v).

Èñòîðèÿ çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ïàðàãðàôå 1.1. Â

ïàðàãðàôå 1.2 ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äëÿ òð¼õìåðíûõ ãðà-

ôîâ ðàññòîÿíèé. Â ïàðàãðàôå 1.3 ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

â ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè. Â ïóíêòå 1.3.2 ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ

â òåîðåìàõ 6 è 7. Ïóíêò 1.3.4 ñîäåðæèò ÷èñëåííûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû

8 äëÿ ðàçíûõ êîëè÷åñòâ çàïðåù¼ííûõ ðàññòîÿíèé è êëèêîâûõ ÷èñåë. Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ

òåõíèêà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì î äèñòàíöèîííûõ

ãðàôàõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâåä¼í ïðèìåð äè-

ñòàíöèîííîãî ãðàôà â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áåç òåòðàýäðîâ è ñ õðîìàòè-

÷åñêèì ÷èñëîì 5. Ïîëó÷åííûé ãðàô ñîñòîèò èç 19 âåðøèí è 44 ð¼áåð.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðèâåä¼í ïðèìåð òð¼õìåðíîãî ãðàôà ðàññòîÿíèé áåç

òðåóãîëüíèêîâ è ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5. Ïîñòðîåíèå ãðàôà äåëàåòñÿ â

íåñêîëüêî øàãîâ. Ïóíêò 2.2.1 ñîäåðæèò îáùóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ãäå
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îïóùåíû íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè, êîòîðûå ôîðìàëüíî ðàçáè-

ðàþòñÿ â ïóíêòàõ 2.2.2�2.2.4. Âíà÷àëå ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ðàñïîëîæèòü

íåêîòîðûé ãðàô åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ÷åòûðå áåç

òðåóãîëüíèêîâ íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Çàòåì îòìå÷åíî, ÷òî ñ åñëè áû ïðè ðàñ-

ïîëîæåíèè ãðàôà â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûå åãî âåðøèíû ìîãëè ñîâïàäàòü,

òî ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü òð¼õìåðíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô ñ õðîìàòè÷å-

ñêèì ÷èñëîì ïÿòü áåç òðåóãîëüíèêîâ. Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðîöåäóðà

�øåâåëåíèÿ�, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñîâïàäàþùèõ âåðøèí.

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìîæíî ðàñïîëîæèòü íåñêîëüêî

äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ íà ñôåðå, ïðèâåäåíî â ïóíêòå 2.2.2. Ïóíêò 2.2.3 ñî-

äåðæèò íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ ïðî-

öåäóðû �øåâåëåíèÿ�, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â ïóíêòå 2.2.4.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòîâ äèñ-

ñåðòàöèè äëÿ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ îäíèì è ñ íåñêîëüêèìè çàïðåù¼ííûìè

ðàññòîÿíèÿìè â ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 3.1 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6, ïàðàãðàô 3.2

ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7, à ïàðàãðàô 3.3 � äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 8. Â ïàðàãðàôå 3.4 îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðåìàìè î ãðàôàõ ñ îäíèì

è íåñêîëüêèìè çàïðåù¼ííûìè ðàññòîÿíèÿìè. Â ïàðàãðàôå 3.5 ïðåäñòàâëåí

ñïîñîá ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, âîçíèêàþùåé â òåîðåìå 8.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîå-

ìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Ì. Ðàéãîðîäñêîìó çà âñåñòîðîííþþ ïîìîùü

ïðè íàïèñàíèè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Àâòîð òàêæå ñåðäå÷íî áëàãîäàðèò ñâîèõ

ðîäèòåëåé çà èõ òåðïåíèå è ïîääåðæêó.

12



Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[1] Ðóáàíîâ Î.È. Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà òðåõìåðíûõ ãðàôîâ ðàññòîÿíèé, íå

ñîäåðæàùèõ òåòðàýäðîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 2007. Ò. 82, � 5.

Ñ. 797 � 800. (Æóðíàë âõîäèò â ñïèñîê, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ Ìèíîáð-

íàóêè ÐÔ.)

[2] Äåì¼õèí Å.Å., Ðàéãîðîäñêèé À.Ì., Ðóáàíîâ Î.È. Äèñòàíöèîííûå ãðà-

ôû, èìåþùèå áîëüøîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî è íå ñîäåðæàùèå êëèê èëè

öèêëîâ çàäàííîãî ðàçìåðà // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 2013. Ò. 204,

� 4. Ñ. 49 � 78. (Æóðíàë âõîäèò â ñïèñîê, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ Ìè-

íîáðíàóêè ÐÔ. À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé � ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïàðàãðàô 1,

Å.Å. Äåì¼õèí � ïàðàãðàôû 2 è 3, Î.È. Ðóáàíîâ � ïàðàãðàôû 4, 5 è 6.)

[3] Raigorodskii A., Rubanov O. On the clique and the chromatic numbers

of highdimensional distance graphs // Number Theory and Applications:

Proceedings of the International Conferences on Number Theory and

Cryptography. SD Adhikari and B. Ramakrishnan, Harish-Chandra Research

Institute, Editors � A publication of Hindustan Book Agency, 2009. P. 149 �

157. (À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé ïîñòàâèë çàäà÷ó è ðåäàêòèðîâàë ââåäåíèå. Äî-

êàçàòåëüñòâî âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèíàäëåæèò Î.È. Ðóáàíîâó.)

[4] Ðàéãîðîäñêèé À.Ì., Ðóáàíîâ Î.È. Î ãðàôàõ ðàññòîÿíèé ñ áîëüøèì õðî-

ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è áåç áîëüøèõ êëèê // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè.

2010. Ò. 87, � 3. Ñ. 417 � 428. (Æóðíàë âõîäèò â ñïèñîê, ðåêîìåíäî-

âàííûé ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé ïîñòàâèë çàäà÷ó è

ðåäàêòèðîâàë ââåäåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè-

íàäëåæèò Î.È. Ðóáàíîâó.)

13



[5] Raigorodskii A., Rubanov O. Small clique and large chromatic number //

Electronic Notes in Discrete Mathematics. Elsevier BV, 2009. Vol. 34. P. 441

� 445. (Æóðíàë âõîäèò â ñïèñîê, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ. À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé ïîñòàâèë çàäà÷ó è ðåäàêòèðîâàë ââåäåíèå. Äî-

êàçàòåëüñòâî âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèíàäëåæèò Î.È. Ðóáàíîâó.)

14


