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Введение

Диссертация посвящена разработке декомпозиционных подходов к ре-

шению оптимизационных задач, возникающих перед инвестором на финансо-

вом рынке. Рассмотрены наиболее распространенные задачи – хеджирование

(выполнение) обязательств европейского и американского типов, а также оп-

тимальное потребление при управлении портфелем ценных бумаг.

Актуальность темы. Классические работы Марковица [42], Мертона [44,

46], Блэка и Шоулза [17], А.Н. Ширяева [15] положили начало целому ряду

исследований по оценке финансовых активов, снижению риска невыполне-

ния обязательств. При этом в работах полагалось, что торговля активами

происходит непрерывно по времени.

Рассмотрение дискретных моделей рынка для решения задач инвести-

рования позволило применить новые методы, в частности, теорию двойствен-

ности и методы математического программирования. В данной работе пред-

полагается, что торги на рынке происходят в известные моменты времени, и

число сценариев поведения рынка конечно. Если шаг временного разбиения

мал, а число сценариев велико, то мы получаем задачи большой размерности.

Решение указанных задач часто вызывает затруднения по причине

неполноты рынков. Рынок называется полным, если любое обязательство мо-

жет быть реплицировано (воспроизведено). На современных рынках это усло-

вие не всегда выполняется. Поэтому в настоящее время исследования непол-

ных рынков являются актуальными. Неполнота рынков порождает большое

число ограничений, связанное со сложностью оценки величины обязатель-

ства или потребления. В диссертации рассмотрено несколько постановок за-

дач для неполных рынков, демонстрирующих различные подходы к оценке
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риска. Автором предложены методы решения задач оптимального потребле-

ния для часто используемых функций полезности.

Цель работы. Разработка декомпозиционных методов решения задач

управления портфелем ценных бумаг, учитывающих особенности структуры

ограничений и специфику предметной области.

Методы исследований. В диссертации применялись методы стохастиче-

ской финансовой математики, теорий выпуклого и динамического програм-

мирования, теории игр, теории двойственности.

Предмет и объект исследования. Предметом исследования являются оп-

тимизационные задачи математического программирования, описывающие

различные проблемы выбора оптимальной стратегии инвестором в условиях

риска. Объектом исследования являются дискретные по времени безарбит-

ражные неполные финансовые рынки с конечным числом состояний.

Научная новизна.

1. Проблема решения задач хеджирования и потребления на неполных

дискретных финансовых рынках является недостаточно изученной в ли-

тературе.

2. Во всех задачах, рассматриваемых в работе, дополнительно наклады-

вается условие неразорения инвестора. В ряде постановок это условие

значительно усложняет поиск оптимального решения. Например, в дис-

кретном аналоге задачи Марковица такое ограничение прежде в лите-

ратуре не рассматривалось.

3. Был усовершенствован мартингальный подход для ранее известных ме-

тодов решения оптимизационных задач инвестирования. Это позволило
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разбить решение рассматриваемых задач на два этапа. На первом этапе

находится стоимость начального портфеля, необходимого для выпол-

нения обязательства (или для оптимального потребления). На втором

этапе определяются соответствующие портфели инвестора.

4. Для каждой рассматриваемой проблемы – хеджирование обязательств

европейского и американского типов и потребление с возможностью ин-

вестирования – наряду с известными исследованы и новые постановки

задач.

Теоретическая и практическая значимость. Разработаны декомпозицион-

ные методы решения задач большой размерности, основанные на свойствах

оптимальных стратегий инвестора на финансовом рынке.

На защиту выносятся следующие результаты:

1. Разработан метод декомпозиции решения ряда задач частичного хеджи-

рования обязательства европейского типа.

2. Задачи хеджирования обязательств американского типа в условиях

неопределенности сведены к задачам математического программирова-

ния.

3. Разработан метод решения задач оптимального потребления на непол-

ных рынках. Получены аналитические формулы решения задач со сте-

пенной и логарифмической функциями полезности.

Степень достоверности. Достоверность изложенных в работе результа-

тов обусловлена строгостью формулировок задач и математических доказа-

тельств.
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Апробация результатов исследования. Основные результаты, полученные

в диссертации, были представлены на 26-й Европейской конференции по ис-

следованию операций EURO 2013 (Рим, Италия), на 7-й Московской между-

народной конференции по исследованию операций ORM 2013, на 10-й кон-

ференции по сетевой и интернет-экономике WINE 2014 (Пекин, Китай) и на

ежегодных научных конференциях в МГУ им. М.В. Ломоносова: «Ломоно-

совские чтения» (2012, 2014), «Тихоновские чтения» (2013, 2014).

Диссертационная работа была выполнена при финансовой поддержке

РФФИ, грант № 14–01–91163a.

Публикации. По теме диссертации имеется восемь публикаций [8–12,47–

49]. Основные результаты диссертационной работы опубликованы в трех ста-

тьях журналов из перечня ВАК: работы [9, 47], а также переиздание ста-

тьи [12]. В работах [47–49] Соловьеву А.И. принадлежат разработанные

декомпозиционные методы решения задач частичного хеджирования обяза-

тельств европейского типа, Морозову В.В. принадлежит метод динамическо-

го программирования для решения задачи полного хеджирования.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,

заключения, списка литературы из 62 источников. Общий объем рукописи

составляет 106 страниц и включает 3 рисунка и 1 таблицу.

Благодарности. Автор выражает глубокую признательность своему науч-

ному руководителю Морозову Владимиру Викторовичу.
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Список основных обозначений

R
n евклидово пространство размерности n

R+ множество неотрицательных действительных чисел

N множество натуральных чисел

X замыкание множества X ⊂ R
n

x · y скалярное произведение векторов x = (x1, ..., xk) и

y = (y1, ..., yk)

xy вектор (x1y1, ..., xkyk), полученный покомпонентным

умножением векторов x = (x1, ..., xk) и y = (y1, ..., yk)

0 нулевой вектор

1 вектор, все компоненты которого равны 1

x′ транспонированный вектор x

x+ max{x, 0}, где x ∈ R

Ep символ математического ожидания по мере p

� конец доказательства

Argmax
x∈X

f(x) множество элементов x, максимизирующих функцию f

на множестве X

argmax
x∈X

f(x) элемент множества Argmax
x∈X

f(x)

I (·) индикаторная функция
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Обзор литературы

Оценке и хеджированию обязательств в условиях дискретного рын-

ка посвящено много работ. Первые дискретные модели хеджирования бы-

ли рассмотрены в статьях [31, 32]. Авторами предложена новая концепция

дискретного рынка с применением аппарата стохастического программирова-

ния. В рамках построенной концепции сформулированы понятия арбитража,

мартингальной меры, полноты рынка. Приведены классические результаты,

касающиеся условий их существования. В работе [53] анализируются много-

шаговые модели полного и неполного рынков с конечным числом состояний

и дискретным временем. Получены аналитические формулы для величины

капитала, необходимого для хеджирования обязательств европейского и аме-

риканского типов. Фёльмер и Шид в монографии [13] обобщают эти резуль-

таты для модели рынка с бесконечным числом состояний. Также авторами

решены задачи полного хеджирования обязательств по опционам различных

видов для рынка Кокса-Росса-Рубинштейна. Дискретные модели хеджирова-

ния обязательств рассмотрены также в обзорных работах [28,50].

Кинг в статье [34] анализирует наличие на рынке арбитражной возмож-

ности и мартингальных мер, применяя теорию двойственности. Формируется

задача выявления арбитража: оптимальное значение функционала этой за-

дачи нулевое при наличии арбитража и неограниченное при его отсутствии.

Теорема о существовании мартингальной меры на безарбитражном рынке,

доказанная ранее в [31, 32, 50, 53], обосновывается условиями разрешимо-

сти задачи, двойственной к задаче выявления арбитража. С помощью тео-

рии двойственности линейного программирования доказано, что минималь-

ная стоимость начального портфеля хеджирующей стратегии равна верхней

безарбитражной цене обязательства. Помимо этого сформулированы зада-

чи линейного и нелинейного программирования, определяющие оптимальные
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стратегии покупателя и продавца обязательства. Помимо этого автором дока-

зан критерий существования оптимального решения в задачах максимизации

полезности.

Выполнение обязательств в полном объеме может потребовать значи-

тельного начального вложения средств. Для решения этой проблемы Фёль-

мером и Лойкертом была представлена концепция частичного хеджирова-

ния [30]. Инвестор использует стратегии двух типов. К первому типу от-

носятся стратегии квантильного хеджирования, позволяющие с максимально

возможной вероятностью хеджировать обязательство полностью. Такие стра-

тегии не учитывают отношение инвестора к риску в отличие от стратегий

второго типа, минимизирующих функцию потерь от неполного хеджирова-

ния. Показано существование оптимального решения задач для непрерывной

модели рынка. Результаты в основном получены с помощью леммы Неймана-

Пирсона. Постановки этих задач для модели с дискретным временем и бес-

конечным числом состояний рассматривались в монографии [13].

Линдбергом предложен подход к рассмотрению задач частичного

хеджирования обязательств в виде задач о рюкзаке [38]. Формулируются

задачи максимизации ожидаемой вероятности выполнения обязательства и

максимизации средней стоимости конечного портфеля. Для некоторых при-

меров оптимальные решения получены аналитически. В статье [56] рассмот-

рен байесовский подход к задаче частичного хеджирования обязательств для

биномиальной модели Кокса-Росса-Рубинштейна. В работе [55] описаны раз-

личные задачи инвестирования при наличии опционов на индексы акций в

портфеле инвестора. Анализ оптимальных стратегий проведен с учетом без-

арбитражных цен обязательств по опционам. Анализ границ безарбитражных

цен обязательства проведен в работе [35]. Авторами статьи показано, что в

модели, описанной Кингом [34], наличие в портфеле опционов позволяет

уменьшить безарбитражный интервал.
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Задача минимизации дисперсии будущей стоимости портфеля при фик-

сированной ожидаемой стоимости была сформулирована Марковицем в ра-

боте [42]. В задаче учитываются корреляции стоимостей ценных бумаг. По-

становка задачи была дана для однопериодной модели рынка, также исклю-

чалась возможность коротких продаж. В книге [6] рассматриваются различ-

ные постановки задач управления портфелем в рамках однопериодной модели

Марковица. Исследуется решение данной задачи при дополнительных линей-

ных ограничениях.

Постановка задачи Марковица для многопериодной модели рынка была

дана в работе [58]. Исследование поведения инвестора проведено на основе

результатов, полученных для классической модели с одним периодом време-

ни. В статье [37] найдено оптимальное решение многопериодной задачи без

ограничения на короткие продажи и условия неразорения инвестора.

Перес-Эрнандесом сформулированы задачи эффективного хеджирова-

ния американских обязательств для рынков с дискретным временем и бес-

конечным числом состояний [51]. Также поставлены задачи минимизации

начальной стоимости портфеля с фиксированным уровнем эффективного

хеджирования. Показано существование решения этих задач.

В работе [7] задача минимизации стоимости начального портфеля рас-

сматривалась при ограничении снизу вероятности полного хеджирования в

условиях полного рынка с двумя активами: рисковым и безрисковым. При

этом предполагалось, что обязательство не предъявляется до момента време-

ни оптимального для покупателя. С учетом этого ограничения, но для более

общей модели рынка, оптимальные хеджирующие стратегии найдены в [39].

В статье [52] задача частичного хеджирования обязательства амери-

канского типа рассмотрена с позиции покупателя обязательства. Альтерна-

тивное описание процесса принятия решения о предъявлении обязательства

к оплате позволило переформулировать одну из постановок этой задачи в

виде задачи смешанного целочисленного программирования. В статье [21]
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доказана теорема об эквивалентности перехода к решению линейной релак-

сации этой задачи. В [52] также приведены численные результаты решения

на реальных данных.

Проблемы оптимального потребления на дискретных рынках рассмат-

ривались во многих работах. Аналитические формулы оптимального потреб-

ления для модели непрерывных финансовых рынков получены Мертоном в

работе [46], а также в статьях [22,40] для более общей модели.

В монографии Плиски [53] разработан критерий допустимости процесса

потребления для моделей дискретных рынков без самопересечений. Предло-

жены три основных метода решения задач оптимального потребления: ди-

намический и мартингальный подходы и метод введения фиктивных бумаг.

Авторы работы [33], используя крайние точки множества цен, обеспечиваю-

щих отсутствие арбитража, свели основную динамическую задачу к статиче-

ской. В статье [18] рассмотрены дискретные неполные финансовые рынки с

пропорциональными транзакционными издержками. Оптимальные процессы

потребления и инвестирования найдены, опираясь на теорию двойственно-

сти. Аналитический вид решения задач для моделей потребления с лога-

рифмической, степенной и экспоненциальной функциями полезности найден

в работе [29]. Рынок в рассмотренных задачах предполагается полным, а

дисконтирующий фактор определяется состоянием рынка. В работе исполь-

зуются марковские процессы принятия решений.

В настоящей работе проблема оптимального потребления исследует-

ся также для моделей изменения рынка с возможными самопересечениями.

Наиболее известной среди моделей такого типа является модель Кокса-Росса-

Рубинштейна [24]. Ее авторы предложили сравнительно простой метод оце-

нивания опционов. В статьях [19, 20] разработана ее модификация для на-

хождения цены опциона со случайной волатильностью при наличии несколь-

ких рисковых активов в портфеле инвестора. Для этого вводятся деревья

сценариев с более сложной структурой, в частности триномиальное дерево.
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Декомпозиционные методы решения задач стохастического линейного

программирования общего вида представлены в работах [5,57,60].

Примером практического использования дискретных моделей рынка яв-

ляется система SPAN (Standard Portfolio Analysis of Risk), внедренная на

Чикагской товарной бирже в 1988 году [23]. Это методология оценки риска

портфелей ценных бумаг, определяющая минимальные гарантийные требо-

вания для покрытия убытков в течение одного торгового периода. Модели-

руются 16 сценариев изменения рынка, учитывающих возможные диапазоны

процентного изменения стоимости и волатильности базового актива.
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Глава 1

Хеджирование обязательств

европейского типа

В разделе 1.1 данной работы определены основные термины предмет-

ной области, а также метод динамического программирования, используемый

для оценки величины обязательства и построения хеджирующей стратегии.

В разделе 1.2 исследована проблема максимизации средней доли выполнения

обязательства при условии, что стоимость начального портфеля не превосхо-

дит заданную величину. Проблема сформулирована в виде двухуровневой за-

дачи линейного программирования. Первый метод ее решения основан на ге-

нерации крайних точек множества мартингальных мер, а второй – на исполь-

зовании достижимых выплат. В разделе 1.3 рассмотрены задачи с линейной

и квадратичной функциями потерь от неполного выполнения обязательства.

Примеры решения поставленных задач разработанными методами описаны

в разделе 1.4. Затем в разделе 1.5 рассмотрена задача хеджирования обя-

зательства, предполагающего выплаты в промежуточные моменты времени.

Везде в диссертации на стратегии инвестора накладывается условие невоз-

можности разорения. Анализ оптимального решения многопериодной задачи

Марковица при данном ограничении проведен в разделе 1.6.

Результаты разделов 1.1–1.4 данной главы опубликованы в работе [47]

в журнале из перечня ВАК.
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1.1. Хеджирование на дискретном рынке

1.1.1. Основные понятия

На рынке торгуют ценными бумагами d + 1 видов, стоимость которых

задается неотрицательным вектором Sn = (S0
n, ..., S

d
n), зависящим от состоя-

ния рынка n ∈ N . Будем считать 0-ю бумагу безрисковой, а ее стоимость S0
n,

принимающую только положительные значения, примем за единицу измере-

ния остальных бумаг. Величину 1/S0
n будем использовать как коэффициент

дисконтирования. При любом n ∈ N определим вектор Xn = Sn/S
0
n при-

веденных стоимостей бумаг. Его нулевая компонента X0
n равна 1 в любом

состоянии n ∈ N .

Множество состояний N имеет структуру дерева (см. пример в [14,

c. 155]). Оно разбито на попарно непересекающиеся подмножества Nt, со-

держащие состояния, в которых рынок может находиться в момент времени

t = 0, ..., T. Множество N0 состоит из одного элемента – корневой верши-

ны дерева, обозначаемой 0. Пусть a(n) обозначает единственную вершину

из множества Nt−1, предшествующую вершине n ∈ Nt, t = 1, ..., T. Положим

также a(0) = 0, a0(n) = n, as+1(n) = as(a(n)), s = 1, ..., t, для всех n ∈ Nt,

t = 1, ..., T. Множество вершин дерева, принадлежащих Nt+1 и следующих за

вершиной n ∈ Nt, t = 0, ..., T−1, обозначим через C(n) ⊂ Nt+1, t = 0, ..., T−1.

Введем обозначение D(n) для множества всех следующих за n вершин дерева

(D (0) = N\{0}, D(n) = C(n) для всех n ∈ NT−1).

Каждой концевой вершине (листу) дерева n ∈ NT соответствует един-

ственный путь ω = (n0, ..., nT) , ведущий к ней из корневой вершины, где

n0 = 0, nt−1 = a(nt) ∈ Nt−1, t = 1, ..., T, nT = n. Эти пути образуют вероят-

ностное пространство элементарных событий Ω. Множество Nt определяет

разбиение пространства Ω на подмножества (события), каждое из которых

определяется вершиной n ∈ Nt и состоит из всех содержащих ее путей. Это
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разбиение порождает алгебру Ft. При этом F0 = {0, Ω} ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ FT .

Семейство множеств {Ft} называется фильтрацией.

Вероятностная мера p = (pn, n ∈ N ) на Ω приписывает листьям де-

рева вероятности pn > 0,
∑

n∈NT

pn = 1. Вероятности других вершин опре-

деляются рекурсивно: pn =
∑

m∈C(n)

pm для всех n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0.

При этом p0 = 1. Будем считать, что мера p задает истинные (стати-

стические) вероятности событий. Она однозначно определяется по вероят-

ностному распределению pT = (pn, n ∈ NT ) на множестве конечных вер-

шин NT . Для определения меры p удобно сначала задать условные меры

p(·|n) = (p(m|n) = pm/pn, m ∈ C(n)) перехода рынка из состояния n ∈ Nt,

t = 0, ..., T − 1, в следующие за ним состояния m ∈ C(n), а затем вычислить

вероятности pn по формулам

pn =
t−1
∏

s=0

p(as(n)| as+1(n)). (1.1)

Другие далее используемые меры носят вспомогательный характер и служат

для расчета стоимости финансовых обязательств.

Будем рассматривать согласованные с фильтрацией {Ft} процессы вида

b = {b(t)}, где случайная величина b(t) принимает значения bn, n ∈ Nt, и,

следовательно, Ft-измерима. Но в некоторых задачах случайную величину

b(t) мы будем записывать в виде вектора ее значений.

Вероятностная мера q = (qn, n ∈ N ), эквивалентная p (qn > 0 для всех

n ∈ N ), называется мартингальной, если

qnXn =
∑

m∈C(n)

qmXm, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1. (1.2)

При этом процесс {Xj(t)} приведенной стоимости каждой j-й бумаги явля-

ется q-мартингалом, т.е.

Xj
n = Eq

[

Xj(t+ 1)|n
]

=
∑

m∈C(n)

qm
qn
Xj
m, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1. (1.3)
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Множество мартингальных мер q обозначим через Q. Каждой мере q соот-

ветствует распределение qT = (qn, n ∈ NT ) на множестве NT . Множество

всех таких распределений обозначим через QT , а его замыкание через QT .

Для любой меры q ∈ Q определим условные распределения

q(·|n) = (q(m|n) = qm/qn, m ∈ C(n)) , ∀n ∈ N\NT . (1.4)

Множество всех распределений q(·|n) обозначим через Q(n). Его замыкание

Q(n) представимо в виде многогранника

Q(n) =

{

q(·|n) ∈ R
cn
+

∣

∣

∣

∑

m∈C(n)

q(m|n)Xm = Xn

}

,

где cn – число элементов множества C(n). Так как X0
m = X0

n = 1 для всех

m ∈ C(n), то среди ограничений, задающих множество Q(n), есть равенство
∑

m∈C(n)

q(m|n) = 1.

Количество бумаг j-го вида в портфеле инвестора в состоянии n ∈ N

обозначим через θjn. Будем рассматривать портфельный процесс θ = {θ(t)},

где значениями случайной величины θ(t) являются портфели θn = (θ0n, ..., θ
d
n),

n ∈ Nt, формируемые в момент времени t. Таким образом, в нулевой момент

инвестор приобретает начальный портфель θ0, затем в состоянии n ∈ N1 он

формирует портфель θn, покупая одни бумаги и продавая другие, и т.д. В со-

стоянии n ∈ NT бумаги портфеля θa(n) полностью или частично реализуются,

а оставшиеся составляют портфель θn. Приведенная стоимость портфеля в

состоянии n равна скалярному произведению Vn = Xn · θn =
d
∑

j=0

Xj
nθ

j
n.

Замечание 1.1. В диссертационной работе автор следует в основном обозна-

чениям Кинга [34]. Введенная нумерация портфелей отличается от общепри-

нятой. Обычно считается, что портфель θn формируется в состоянии a(n), и

поэтому случайная величина θ(t) является Nt−1-измеримой [53].
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Стратегией инвестора называется портфельный процесс θ, удовлетворя-

ющий условию самофинансирования

Xn · θn = Xn · θa(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T. (1.5)

Условие самофинансирования означает, что инвестор не тратит деньги и не

получает дополнительные суммы извне. Обозначим через

Yn = Xn −Xa(n), n ∈ Nt, t = 1, ..., T,

приращения вектора стоимостей ценных бумаг. Величина Yn · θa(n) является

приведенной прибылью, получаемой инвестором от портфеля θa(n) в состоя-

нии n.

Стратегии θ соответствует процесс стоимостей V = {V (t)} входящих

в нее портфелей. Случайная величина V (t) принимает значения Vn, n ∈ Nt.

При этом величина V (T ) называется достижимой выплатой. Нетрудно пока-

зать [13, 32, 53], что для произвольной стратегии инвестора θ величина V (t)

представима в виде

V (t) = V0 +

t
∑

s=1

Y (s) · θ(s− 1), t = 1, ..., T. (1.6)

Из определения дерева сценариев следует, что по любому состоянию

рынка n ∈ Nt, t = 1, ..., T, можно установить все предшествующие ему состо-

яния. Это следующие вершины дерева: at(n), at−1(n), ..., a(n). Для значений

Vn, n ∈ Nt, которые принимает случайная величина V (t), справедливо следу-

ющее выражение [13, предложение 5.7]:

Vn = V0 +
t
∑

s=1

Yas−1(n) · θas(n), n ∈ Nt, t = 1, ..., T. (1.7)

Говорят, что на рынке имеется арбитражная возможность, если найдет-

ся стратегия инвестора θ, для которой V0 6 0 и Vn > 0 для всех n ∈ N\{0},

причем хотя бы одно из неравенств выполнено как строгое. Используя страте-

гию θ, инвестор в любом случае ничего не теряет и может получить прибыль

с положительной вероятностью.
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Стратегия θ называется допустимой, если Vn > 0 для всех состояний

n ∈ N . Легко показать [32], что для безарбитражного рынка стратегия θ

допустима, если Vn > 0 для каждого n ∈ NT . Действительно, если найдет-

ся состояние рынка m ∈ N\NT , в котором согласно некоторой стратегии

стоимость портфеля отрицательна, и при этом Vn > 0 для всех конечных

состояний, следующих за m (n ∈ NT ∩ D(m)), то это значит, что инвестор

может гарантировать себе получение прибыли при любом дальнейшем из-

менении рынка. Так как рассматриваются только те состояния, в которые

рынок может перейти с положительной вероятностью, приходим к тому, что

на рынке существует арбитражная возможность.

Во всех задачах данной работы рассматриваются только допустимые

стратегии инвестора. Условие неотрицательности процесса стоимости порт-

феля также называется условием неразорения.

Обязательство европейского типа зададим неотрицательной случайной

величиной F (T ), принимающей значения Fn, n ∈ NT , дисконтированные на

начальный момент времени. Примером обязательства может служить платеж

по опциону, осуществляемый его продавцом. Назовем стратегию θ хеджиру-

ющей обязательство F (T ), если Vn > Fn для любого n ∈ NT . Хеджирующая

стратегия называется реплицирующей (воспроизводящей), если Vn = Fn для

любого n ∈ NT . Обязательство называется достижимым, если для него су-

ществует реплицирующая стратегия. Рынок называется полным, если любое

обязательство достижимо. Согласно фундаментальной теореме формирова-

ния цен финансовых активов известно, что для безарбитражных рынков мар-

тингальная мера существует, а для полных рынков она единственна (см.,

например, [13,32]).

Будем рассматривать безарбитражные рынки без транзакционных (ко-

миссионных) издержек. Основное исследование проводится для неполных

рынков, но также уделяется внимание частному случаю полных рынков.
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Введем центральное понятие главы. Верхней безарбитражной ценой

обязательства F (T ) называется величина

Xsup
F (T )(0) = sup

qT∈QT

Eq [F (T )] = sup
qT∈QT

∑

n∈NT

qnFn.

Утверждение 1.1. [34, утверждение 2]. Величина Xsup
F (T )(0) равна мини-

мальной стоимости начального портфеля стратегии, хеджирующей обя-

зательство F (T ).

1.1.2. Метод динамического программирования

Величину Xsup
F (T )(0) можно найти методом динамического программиро-

вания. Пусть Xsup
F (T )(n) = Fn для всех конечных состояний n ∈ NT . Следую-

щие задачи линейного программирования необходимо решить последователь-

но для всех n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0 :

max
q(·|n)

∑

m∈C(n)

q(m|n)Xsup
F (T )(m)















∑

m∈C(n)

q(m|n)Xm = Xn,

q(m|n) > 0, ∀m ∈ C(n),

(1.8)

где максимум целевой функции обозначен через Xsup
F (T )(n). Эта величина озна-

чает верхнюю безарбитражную цену обязательства F (T ) при условии того,

что рынок уже находится в состоянии n ∈ N\NT . Другими словами, это

верхняя безарбитражная цена, определенная на поддереве исходного дерева

с корнем n и вершинами D(n).

Выпишем соответствующие двойственные задачи

min
θn

Xn · θn

Xm · θn > Xsup
F (T )(m), ∀m ∈ C(n).

(1.9)

Оптимальные значения задач (1.8) и (1.9) равны Xsup
F (T )(n) в каждой вершине

n ∈ N\NT согласно теории двойственности. Решая эти задачи последова-
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тельно при t = T − 1, ..., 0 находим верхнюю безарбитражную цену Xsup
F (T )(0)

и портфельный процесс θ, удовлетворяющий условиям

Xn · θn = Xsup
F (T )(n), Xm · θn > Xsup

F (T )(m), ∀m ∈ C(n),

∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.
(1.10)

Условие самофинансирования для процесса θ может нарушаться. Чтобы это

исправить, последовательно построим стратегию θ̃, хеджирующую обязатель-

ство F (T ), следуя [13, раздел 5.1]:

θ̃0 = θ0, θ̃
0
n = θ0n +Xn · θ̃a(n) −Xn · θn, θ̃n = (θ̃0n, θ

1
n, ..., θ

d
n),

∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T.
(1.11)

Согласно формулам (1.11) начальный портфель не меняется. В следу-

ющие моменты времени портфель θ̃n определяется по уже сформированному

портфелю θ̃a(n) за счет изменения безрисковой компоненты. Так как приведен-

ная стоимость безрисковового актива равна 1, можно считать, что величина

Xn · θ̃a(n) −Xn · θn измеряется в количестве безрисковых ценных бумаг.

Теорема 1.1. Построенный портфельный процесс θ̃ является стратегией,

хеджирующей обязательство F (T ).

Доказательство. Условие самофинансирования (1.5) непосредственно выте-

кает из равенств (1.11). Методом математической индукции докажем, что

она удовлетворяет следующим неравенствам для всех n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1 :

Xn · θ̃n > Xsup
F (T )(n), Xm · θ̃n > Xsup

F (T )(m), ∀m ∈ C(n). (1.12)

Для портфеля θ̃0 = θ0 неравенства (1.12) вытекают из (1.10). При-

чем первое из них выполнено как равенство. Предположим, что неравенства

(1.12) выполнены для всех портфелей θ̃n, где n ∈ Nt1, t1 < t. Докажем (1.12)

для портфелей θ̃n, n ∈ Nt. Из условия самофинансирования и индуктивного

предположения следует неравенство

Xn · θ̃n = Xn · θ̃a(n) > Xsup
F (T )(n).
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Возьмем любое состояние m ∈ C(n). Используя (1.9)–(1.11) и индуктивное

предположение, получим

Xm · θ̃n = Xm · θn − θ0n + θ̃0n =

= Xm · θn +Xn · θ̃a(n) −Xn · θn =

= Xm · θn +Xn · θ̃a(n) −Xsup
F (T )(n) >

> Xm · θn > Xsup
F (T )(m),

Итак, для процесса θ̃ выполнены неравенства (1.12) и условия самофинанси-

рования (1.5), поэтому стратегия θ̃ хеджирует обязательство F (T ).

Из теоремы следует, что допустимую хеджирующую стратегию можно

получить, решая задачи (1.8), (1.9) и применяя (1.11).

Предположим, что продавец обязательства располагает суммой v, удо-

влетворяющей условиям 0 < v < Xsup
F (T )(0). Тогда согласно утверждению 1.1

не существует стратегии θ с начальной стоимостью портфеля V0 6 v, хеджи-

рующей обязательство F (T ). В этом случае продавец может хеджировать

обязательство лишь частично, т.е. он сталкивается с риском невыполнения

обязательства. Далее рассматриваются задачи частичного хеджирования.

1.2. Максимизация доли выполнения обязательства

Пусть число ψn ∈ [0, 1], n ∈ NT , является долей величины Fn, кото-

рую собирается хеджировать продавец. Положим ψ(T ) = (ψn, n ∈ NT ), а

через ψ(T )F (T ) обозначим случайную величину частичного обязательства,

принимающую значения ψnFn, n ∈ NT , с вероятностями pn. Верхняя безар-

битражная цена частичного обязательства ψ(T )F (T ) равна

Xsup
ψ(T )F (T )(0) = sup

qT∈QT

Eq[ψ(T )F (T )] = sup
qT∈QT

∑

n∈NT

qnψnFn.
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Поставим задачу максимизации ожидаемой доли ψ(T ) выполнения обя-

зательства F (T ) :

max
ψ(T )

∑

n∈NT

pnψn











Xsup
ψ(T )F (T )(0) 6 v,

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

(1.13)

Задача (1.13) является двухуровневой задачей линейного программирования

по переменным ψ(T ) и qT [27]. Для нахождения оптимального вектора ψ(T )

на верхнем уровне требуется вычислить верхнюю безарбитражную цену обя-

зательства ψ(T )F (T ) для каждого ψ(T ).

Ограничения задачи (1.13) можно эквивалентно привести к линейным.

Сначала покажем, что

Xsup
ψ(T )F (T )(0) = max

qT∈Qext
T

∑

n∈NT

qnψnFn,

где Qext
T – множество всех крайних точек многогранника QT . Действительно,

пусть

q∗T = arg max
qT∈Qext

T

∑

n∈NT

qnψnFn,

и {εk}k∈N
– бесконечно малая последовательность положительных чисел.

Тогда

lim
k→+∞

[εkq̃T + (1− εk)q
∗
T ] = q∗T ,

где q̃T ∈ QT . Так как εkq̃T + (1− εk)q
∗
T ∈ QT для любого k ∈ N, то

sup
qT∈QT

∑

n∈NT

qnψnFn > max
qT∈Qext

T

∑

n∈NT

qnψnFn = max
qT∈QT

∑

n∈NT

qnψnFn.

Следовательно,

Xsup
ψ(T )F (T )(0) = sup

qT∈QT

∑

n∈NT

qnψnFn = max
qT∈Qext

T

∑

n∈NT

qnψnFn.
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В результате задача (1.13) может быть представлена в виде

max
ψ(T )

∑

n∈NT

pnψn















∑

n∈NT

qnψnFn 6 v, ∀ qT ∈ Qext
T

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

(1.14)

Замечание 1.2. Если рынок полный, то мартингальная мера q единственна, и

задача (1.14) интерпретируется как построение наиболее мощного рандоми-

зированного критерия проверки гипотезы [13, приложение A.4]. При детерми-

нированном критерии переменные ψn булевы, и возникает задача о рюкзаке,

в которой максимизируется вероятность выполнения обязательства [38].

В условиях неполного рынка для решения задачи (1.14) требуется по-

строить множество Qext
T . Возьмем любое распределение qT = (qn, n∈NT )∈ QT .

Соответствующие ему вероятности qn =
∑

m∈C(n)

qm последовательно определя-

ются для всех вершин n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0. Условные распределения

q(·|n) в состояниях n ∈ N\NT , где qn > 0, находятся по формулам (1.4).

Некоторые qn, n ∈ NT , могут быть нулевыми, а положительные вероятности

qn > 0, n ∈ NT , можно записать в виде произведения

qn =
T−1
∏

s=0

q(as(n)| as+1(n)),

где

q(as(n)| as+1(n)) ∈ Q(as+1(n)), s = 0, ..., T − 1.

Теорема 1.2. Для того чтобы распределение qT ∈ QT принадлежало мно-

жеству Qext
T , необходимо и достаточно, чтобы для каждого состояния

m ∈ N\NT , для которого qm > 0, нашлось такое условное распределение

q(·|m) ∈ Qext(m), что выполнены равенства

qn =
T−1
∏

s=0

q(as(n)| as+1(n)) для всех n ∈ NT таких, что qn > 0. (1.15)
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Доказательство. Необходимость. Возьмем любое распределение qT ∈ Qext
T .

Тогда однозначно определяются вероятности qn, n ∈ N\NT , по форму-

лам qn =
∑

m∈C(n)

qm, а также условные распределения q(·|n) в состояниях

n ∈ N\NT , где qn > 0. Покажем, что q(·|n) ∈ Qext(n). Предположим про-

тивное, т.е. что для некоторого состояния m найдутся различные векторы

q̃(·|m), q̂(·|m) ∈ Q(m) и число λ ∈ (0, 1) такие, что

q(·|m) = λq̃(·|m) + (1− λ)q̂(·|m).

Определим распределения q̃T , q̂T ∈ QT следующим образом: для всех n ∈ NT ,

если вершина m не принадлежит пути, ведущему из 0 в n, или qn = 0, поло-

жим q̃n = q̂n = qn, а в противном случае определим такое s1, что as1(n) = m,

и положим

q̃n =

s1−2
∏

s=0

q(as(n)| as+1(n))q̃(as1−1(n)|m)
T−1
∏

s=s1

q(as(n)| as+1(n)),

q̂n =

s1−2
∏

s=0

q(as(n)| as+1(n))q̂(as1−1(n)|m)
T−1
∏

s=s1

q(as(n)| as+1(n)).

Тогда qT = λq̃T + (1− λ)q̂T , что противоречит выбору qT ∈ Qext
T .

Достаточность. Возьмем распределения q(·|m) ∈ Qext(m), m ∈ N\NT , и

определим qn по формуле

qn =

T−1
∏

s=0

q(as(n)| as+1(n)), ∀n ∈ NT .

Покажем, что qT ∈ Qext
T . Допустим, что вектор qT можно представить в

виде qT = λq̃T + (1 − λ)q̂T , где q̃T 6= q̂T ∈ QT и λ ∈ (0, 1). Вероятности

qn, q̃n, q̂n определим для всех n ∈ N\NT по формулам из (1.2). При этом

qn = λq̃n + (1− λ)q̂n. Отсюда

q(·|m) =
λq̃mq̃(·|m) + (1− λ)q̂mq̂(·|m)

λq̃m + (1− λ)q̂m
, ∀m ∈ N\NT , где qm > 0.

Так как распределения q̃T и q̂T различны, найдется такое событие m,

что q̃(·|m) 6= q̂(·|m). Тогда последнее равенство противоречит выбору

q(·|m) ∈ Qext(m).
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В доказательстве теоремы 1.2 фактически дается метод построения

множества Qext
T . Сначала определяются множества Qext(n) крайних то-

чек множеств условных мартингальных мер Q(n), n ∈ N\NT . Затем, по

формулам (1.15) находятся элементы множества Qext
T . Отметим, что если

q(·|m) ∈ Qext(m) и q(l|m) = 0, то для всех вершин n ∈ NT , следующих за

вершиной l, надо задать qn = 0.

Пусть kn – число элементов множества Qext(n), n ∈ N\NT , а Kn –

число крайних точек множеств Q(D(n)) условных мартингальных мер

q (·|D(n))
def
=(q (m|D(n)) , m ∈ D(n)) = (qm/qn, m ∈ D(n)) (1.16)

на поддереве с корнем n и остальными вершинами D(n), n ∈ N\NT . Тогда

K0 равно числу всех ограничений вида
∑

n∈NT

qnψnFn 6 v задачи (1.14) и может

быть найдено рекурсивно

Kn = kn, ∀n ∈ NT−1,

Kn =
∑

q(·|n)∈Qext(n)

∏

m∈C(n): q(m|n)>0

Km, ∀n ∈ Nt, t = T − 2, ..., 0.
(1.17)

Величина K0 может быть очень большой (см. замечание 1.3 на с. 28). В

этом случае процедура вычисления элементов множества Qext
T может вызвать

серьезные затруднения. Ниже будет показано, что при использовании деком-

позиции можно ограничиться только построением крайних точек множеств

условных мартингальных мер.

Рассмотрим два метода решения задачи (1.14).

1.2.1. Метод крайних мартингальных мер

Задачу (1.14) можно записать в эквивалентной форме с существенно

меньшим числом ограничений. Покажем, как это сделать. Наряду с пере-

менными ψn, n ∈ NT , введем вспомогательные переменные ψnt
, nt ∈ Nt,

t = 1, ..., T − 1. Пусть ψ = (ψn, n ∈ N\{0}). Из (1.15) следует, что для всех
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qT ∈ Qext
T

∑

n∈NT

qnψnFn =
∑

n1∈N1

q(n1|0)
∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1) . . .
∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn,

где q(·|nt) ∈ Qext(nt), t = 0, ..., T − 1.

Поэтому основные (связывающие) ограничения задачи (1.14) можно пе-

реписать в виде одного нелинейного ограничения

Xsup
ψ(T )F (T )(0) = max

q(·|0)∈Qext(0)

∑

n1∈N1

q(n1|0) max
q(·|n1)∈Qext(n1)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)×

× . . . max
q(·|nT−1)∈Qext(nT−1)

∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn 6 v.
(1.18)

Тогда задача (1.14) эквивалентна следующей:

max
ψ

∑

n∈NT

pnψn






































































∑

n1∈N1

q(n1|0)ψn1
6 v, ∀ q(·|0) ∈ Qext(0)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)ψn2
6 ψn1

, ∀ q(·|n1) ∈ Qext(n1)

. . .
∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn 6 ψnT−1
, ∀ q(·|nT−1) ∈ Qext(nT−1)

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT ,

(1.19)

где nt ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1. Здесь число основных ограничений равно

T−1
∑

t=0

∑

n∈Nt

kn,

а число переменных увеличилось на

T−1
∑

t=1

|Nt|.

Обратим внимание, что множество Qext
T строить не надо, достаточно опреде-

лить только множества Qext(n), n ∈ N\NT .
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Замечание 1.3. Покажем эффективность описанного метода на примере сле-

дующей модели финансового рынка. Предположим, что на рынке обраща-

ются два актива: один безрисковый и один рисковый. В любой момент вре-

мени дисконтированная стоимость рискового актива может вырасти на 30 %,

упасть на 10 % или упасть на 15 %. Иначе говоря, у каждой вершины дерева,

описывающего возможное поведение рынка, может быть либо три вершины-

потомка, либо ни одной, если эта вершина конечная. Подобное дерево сцена-

риев изображено на рисунке 1.1 на с. 38 для случая T = 2. Итак, замыкание

множества условных мартингальных мер Q(n) не зависит от состояния рынка

n ∈ N\NT , его элементы определяются из условий


























q(l|n) + q(m|n) + q(r|n) = 1,

1,3Xnq(l|n) + 0,9Xnq(m|n) + 0,85Xnq(r|n) = Xn,

q(·|n) > 0,

где C(n) = {l, m, r}, вектор q(·|n) = (q(l|n), q(m|n), q(r|n)). Множество реше-

ний этой системы уравнений представляет собой отрезок в пространстве R
3.

Его крайние точки также не зависят от состояния рынка n ∈ N\NT :

Qext(n) =

{(

1

4
,
3

4
, 0

)

,

(

1

3
, 0,

2

3

)}

, ∀n ∈ N\NT .

Согласно рекурсивной схеме (1.17) имеем

Kn = kn = 2, ∀n ∈ NT−1, Kn = Kl(Km +Kr), ∀n ∈ Nt, t = T − 2, ..., 0.

Тогда общее число основных ограничений задачи (1.14) составляет

K0 = 22
T−1.

В результате введения вспомогательных переменных мы переходим к реше-

нию задачи (1.19), и, таким образом, K0 ограничений заменяется на

T−1
∑

t=0

∑

n∈Nt

kn = 2

T−1
∑

t=0

|Nt| = 3T − 1

ограничений задачи (1.19) при увеличении числа переменных на
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T−1
∑

t=1

|Nt| =
3T − 3

2
.

Матрица ограничений задачи (1.19) имеет блочную структуру (см. раз-

дел 1.4) со связывающими переменными ψn1
, n1 ∈ N1, что позволяет исполь-

зовать принцип декомпозиции Данцига-Вулфа [5,26] для решения двойствен-

ной задачи. Заметим, что при этом следует полагать ψn = 1, если Fn = 0.

Пусть ψ∗ = (ψ∗
n, n ∈ N\{0}) – оптимальное решение задачи (1.19).

Тогда стратегия, хеджирующая частичное обязательство ψ∗(T )F (T ), может

быть найдена методом динамического программирования, описанном в под-

разделе 1.1.2. Задачи (1.8) решать уже не требуется. Это вытекает из следу-

ющей теоремы.

Теорема 1.3.

(а) Пусть ψ∗(T ) – оптимальное решение задачи (1.13), тогда

Xsup
ψ∗(T )F (T )(0) = v.

(б) Пусть ψ∗ – оптимальное решение задачи (1.19) и q∗(·|n) – оптималь-

ное решение задачи (1.8) при любом фиксированном n ∈ N\NT . Тогда

справедливы равенства



































∑

n1∈C(n)

q∗(n1|n)ψ∗
n1

= v, если n = 0

∑

nt∈C(n)

q∗(nt|n)ψ
∗
nt
= ψ∗

n, если n ∈ Nt−1, t = 2, ..., T − 1

∑

nT∈C(n)

q∗(nT |n)ψ∗
nT
FnT

= ψ∗
n, если n ∈ NT−1.

Доказательство.

(а) Пусть ψ∗(T ) – оптимальное решение задачи (1.13). Предположим, что

Xsup
ψ∗(T )F (T )(0) < v, откуда получаем

∑

n∈NT

qnψ
∗
nFn < v, ∀ qT ∈ Qext

T .
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Итак, все основные ограничения можно исключить из задачи (1.14) без изме-

нения оптимального решения. Это следует из теории двойственности. Таким

образом, оптимальным решением является ψ∗
n = 1, n ∈ NT , т.е. обязатель-

ство F (T ) хеджируется полностью, что противоречит условию v < Xsup
F (T )(0).

Пункт (а) доказан.

(б) Сначала покажем, что оптимальное решение ψ∗ задачи (1.19) обращает в

равенство по меньшей мере одно неравенство в каждой группе ограничений

∑

n1∈N1

q(n1|0)ψn1
6 v, ∀ q(·|0) ∈ Qext(0)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)ψn2
6 ψn1

, ∀ q(·|n1) ∈ Qext(n1)

· · ·
∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn 6 ψnT−1
, ∀ q(·|nT−1) ∈ Qext(nT−1),

(1.20)

которые соответствуют nt ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1. Из этой системы неравенств

следует, что

max
q(·|0)∈Qext(0)

∑

n1∈N1

q(n1|0)ψ
∗
n1

6 v,

max
q(·|n1)∈Qext(n1)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)ψ
∗
n2

6 ψ∗
n1
, ∀n1 ∈ N1

· · ·

max
q(·|nT−1)∈Qext(nT−1)

∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψ
∗
nFn 6 ψ∗

nT−1
, ∀nT−1 ∈ NT−1.

(1.21)

Тогда верхнюю безарбитражную цену Xsup
ψ∗(T )F (T )(0) можно записать в виде

max
q(·|0)

∑

n1∈N1

q(n1|0) max
q(·|n1)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1) . . . max
q(·|nT−1)

∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψ
∗
nFn.

Справедлива оценка

Xsup
ψ∗(T )F (T )(0) 6 max

q(·|0)

∑

n1∈N1

q(n1|0) . . . max
q(·|nT−2)

∑

nT−1∈C(nT−2)

q(nT−1|nT−2)ψ
∗
nT−1

6

6 . . . 6 max
q(·|0)

∑

n1∈N1

q(n1|0) max
q(·|n1)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)ψ
∗
n2

6 max
q(·|0)

∑

n1∈N1

q(n1|0)ψ
∗
n1

6 v.
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Если часть этих неравенств являются строгими, то Xsup
ψ∗(T )F (T )(0) < v, но

это противоречит пункту (а). Таким образом, показано, что все неравенства

(1.21) выполнены как равенства.

Перейдем к доказательству пункта (б). Покажем, что оптимальные ре-

шения q∗(·|n) задач (1.8) соответствуют активным ограничениям в задаче

(1.19) и

Xsup
ψ∗(T )F (T )(n) = ψ∗

n, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1. (1.22)

Действительно, максимумы задач (1.8) являются левыми частями неравенств

(1.21), поэтому выполнены равенства (1.22). Тогда равенства системы (1.21)

выполнены на оптимальных решениях задачи (1.8).

Оптимальные решения θ∗n двойственных задач (1.9) могут быть получе-

ны из условий дополняющей нежесткости, справедливых для решений q∗(·|n)

и θ∗n.

1.2.2. Использование достижимых выплат

Если стратегия θ хеджирует частичное обязательство ψ(T )F (T ), то ее

достижимая выплата V (T ) = (Vn, n ∈ NT ) по определению хеджирования

удовлетворяет неравенству V (T ) > ψ(T )F (T ). Используя разложение (1.6),

последние неравенства запишем в виде

V0 +
T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > ψ(T )F (T ),

где V0 = X0 · θ0. По утверждению 1.1 верхняя безарбитражная цена обяза-

тельства равна минимальной стоимости начального портфеля, для которого

найдется стратегия, хеджирующая это обязательство. Отсюда вытекает, что
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задача (1.13) эквивалентна следующей:

max
(ψ(T ), θ)

∑

n∈NT

pnψn































X0 · θ0 6 v,

X0 · θ0 +
T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > ψ(T )F (T ),

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

(1.23)

Заметим, что найдется оптимальное решение (ψ∗(T ), θ∗) задачи (1.23),

для которого выполнено равенство X0 · θ
∗
0 = v. Действительно, предполо-

жим противное. Пусть (ψ∗(T ), θ∗) – оптимальное решение задачи (1.23) и

X0 · θ∗0 < v. Если увеличить компоненту θ∗00 на v −X0 · θ∗0, то первое ограни-

чение будет выполнено как равенство, не нарушая остальных.

В результате приходим к задаче

max
(ψ(T ), θ)

∑

n∈NT

pnψn


















v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > ψ(T )F (T ),

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

(1.24)

Так как Y 0
n = 0 для состояний n ∈ N\{0}, то ограничения задачи (1.24)

не зависят от нулевых компонент θ0n портфелей θn. Поэтому в оптимальном

решении этой задачи компоненты θ0n можно изменить так, чтобы стоимость

начального портфеля равнялась v и были выполнены условия самофинанси-

рования. Отсюда вытекает равенство максимумов задач (1.13) и (1.24).

Аналогично задаче (1.19) матрица ограничений задачи (1.24) имеет

блочную структуру со связывающими переменными θ10, ..., θ
d
0 (см. раздел 1.4).

Это вытекает из того, что с помощью выражения (1.7) первую группу огра-

ничений задачи (1.24) можно записать в виде

v +

T
∑

s=1

Yas−1(n) · θas(n) > ψnFn, ∀n ∈ NT .
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Поэтому метод декомпозиции Данцига-Вулфа здесь также применим. Кроме

того, при решении задач (1.24) определяется оптимальная стратегия инвесто-

ра, что является ее преимуществом в сравнении с формой (1.19). Однако при

числе рисковых активов d, значительно превышающем число крайних точек

kn в состояниях n ∈ N\NT , применение метода крайних мартингальных мер

предпочтительнее метода, использующего достижимые выплаты.

1.3. Минимизация функции потерь

Перейдем к вопросу минимизации средних потерь от невыполнения

обязательства [13]. Пусть l(x) – выпуклая неубывающая функция потерь,

определенная при x > 0, и l(0) = 0. Для заданной стратегии θ случайная

величина потерь (F (T )−V (T ))+ принимает значения (Fn−Vn)
+, n ∈ NT , где

a+ = max{a, 0} для любого действительного числа a. Рассмотрим задачу

min
(V (T ), θ)

∑

n∈NT

pnl((Fn − Vn)
+)

V (T ) = v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > 0.

(1.25)

Напомним, что Vn, n ∈ NT , является компонентой вектора V (T ) и определя-

ется по формуле (1.7). Неравенства V (T ) > 0 необходимы для выполнения

условия неразорения.

Фёльмер и Шид установили, что процесс V = {V (t)}, определяе-

мый стратегией θ, является q-мартингалом при любой мартингальной мере

q ∈ Q [13, теорема 5.15]. С другой стороны, если для некоторой случай-

ной величины V (T ), принимающей неотрицательные значения, выполнены

равенства
∑

n∈NT

qnVn = v, ∀ qT ∈ QT , (1.26)

то найдется стратегия θ, реплицирующая величину V (T ) как обязательство

европейского типа, т.е. для пары (V (T ), θ) будут выполнены ограничения за-
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дачи (1.25) [13, теорема 5.33]. Поэтому стоимость портфеля в конечный мо-

мент времени принято называть достижимой выплатой. Согласно этим утвер-

ждениям мы можем эквивалентно заменить ограничения-равенства задачи

(1.25) мартингальным условием (1.26). Учитывая линейность этого ограни-

чения по мере q, приходим к задаче

min
V (T )

∑

n∈NT

pnl((Fn − Vn)
+)















∑

n∈NT

qnVn = v, ∀ qT ∈ Qext
T

V (T ) > 0.

(1.27)

Замечание 1.4. Для случая полных рынков задача (1.27) имеет единствен-

ное ограничение, связывающее переменные Vn, n ∈ NT , так как мартингаль-

ная мера единственна. При степенной функции потерь l(x) = xk, k > 2, для

решения этой задачи можно применить лемму Гиббса [25, с. 10].

1.3.1. Линейная функция потерь

Если l(x) = x, запишем (1.25) как задачу линейного программирования,

вводя вектор вспомогательных переменных ξ(T ) = (ξn, n ∈ NT )

min
(ξ(T ), V (T ), θ)

∑

n∈NT

pnξn































V (T ) = v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > 0,

ξ(T ) > F (T )− V (T ),

ξ(T ) > 0.

(1.28)
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Чтобы для решения этой задачи применить методы раздела 1.2, приведем ее

к эквивалентному виду

min
(ξ(T ), θ)

∑

n∈NT

pnξn


















v +
T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) + ξ(T ) > F (T ),

0 6 ξn 6 Fn, ∀n ∈ NT .

(1.29)

Действительно, так как pn > 0 для всех n ∈ NT и V (T ) > 0, то для любого

оптимального решения (ξ∗(T ), V ∗(T ), θ∗) задачи (1.28) выполнено

ξ∗(T ) = (F (T )− V ∗(T ))+ 6 F (T ).

С другой стороны, для любого допустимого решения задачи (1.29) условие

неразорения следует из следующих отношений

V (T ) = v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > F (T )− ξ(T ) > 0.

Определим ψ(T ) = (ψn, n ∈ NT ) по вектору ξ(T ) :

ψn =











1, Fn = 0

1− ξn/Fn, Fn > 0.

Используя равенство ξ(T ) = (1 − ψ(T ))F (T ), запишем задачу (1.29) как

задачу максимизации средней величины частичного обязательства ψ(T )F (T ).

max
(ψ(T ), θ)

∑

n∈NT

pnψnFn


















v +
T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) > ψ(T )F (T ),

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

(1.30)
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В этой задаче ограничения v +
T
∑

t=1
Y (t) · θ(t− 1) > ψ(T )F (T ) можно заменить

одним неравенством Xsup
ψ(T )F (T )(0) 6 v. Это приводит к задаче

max
ψ(T )

∑

n∈NT

pnψnFn











Xsup
ψ(T )F (T )(0) 6 v,

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT ,

которую можно решать методом крайних мартингальных мер, описанном в

подразделе 1.2.1.

1.3.2. Квадратичная функция потерь

Если l(x) = x2, то получаем следующую задачу квадратичного програм-

мирования с линейными ограничениями:

min
(ξ(T ), θ)

∑

n∈NT

pnξ
2
n



















v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) + ξ(T ) > F (T ),

0 6 ξn 6 Fn, ∀n ∈ NT .

(1.31)

Существование оптимального решения в этой задаче вытекает из следующего

утверждения.

Утверждение 1.2. [54, следствие 27.3.1]. Пусть h – квадратичная выпук-

лая функция. Тогда h достигает нижней грани на всяком полиэдральном

множестве C, на котором она ограничена снизу.

Целевая функция задачи (1.31) ограничена снизу нулем на множестве

допустимых решений, которое, в свою очередь, задано линейными ограниче-

ниями, поэтому полиэдрально.

Заметим, что условие ξ(T ) > 0 может быть опущено в задаче (1.31).

Действительно, если предположить наличие отрицательной компоненты ξ∗n
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в оптимальном решении задачи (1.31) без ограничений неотрицательности,

то ее можно заменить на нулевую с сохранением ограничений и уменьше-

нием значения целевой функции, а это будет противоречить оптимальности

решения.

Если число ценных бумаг в портфеле велико, можно исключить пере-

менные θ из ограничений задачи, используя условие мартингальности (1.26)

процесса стоимости портфеля V. Тогда задача (1.31) сводится к следующей:

min
(ξ(T ), V (T ))

∑

n∈NT

pnξ
2
n































V (T ) + ξ(T ) > F (T ),
∑

n∈NT

qnVn = v, ∀ qT ∈ Qext
T

ξn 6 Fn, ∀n ∈ NT .

В общем случае условие мартингальности
∑

n∈NT

qnVn = v порождает

большое число ограничений. Метод подраздела 1.2.1 позволяет упростить

решение и в этом случае. Введем вспомогательные переменные Vnt
, nt ∈ Nt,

t = 1, ..., T − 1, и представим задачу в следующем виде:

min
(ξ(T ), V )

∑

n∈NT

pnξ
2
n



















































































V (T ) + ξ(T ) > F (T ),
∑

n1∈N1

q(n1|0)Vn1
= v, ∀ q(·|0) ∈ Qext(0)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)Vn2
= Vn1

, ∀ q(·|n1) ∈ Qext(n1)

· · ·
∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)Vn = VnT−1
, ∀ q(·|nT−1) ∈ Qext(nT−1)

ξn 6 Fn, ∀n ∈ NT ,

(1.32)

где nt ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1.
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Пусть (V ∗, ξ∗) – оптимальное решение задачи (1.32). Реплицирующий

портфельный процесс θ для случайной величины V ∗(T ) можно найти после-

довательно по t = 1, ..., T с помощью выражений (1.6). Затем безрисковые

компоненты θ0n можно определить по схеме (1.11).

Для решения задач квадратичного программирования обычно выбирают

конечные методы. Один из них, предложенный Вулфом [61], использует мо-

дифицированный симплекс-метод. Еще один метод описан в [62, раздел 9.1].

Если решить задачу (1.32) приближенно, системы (1.6) могут быть

несовместны. В этом случае можно установить решения задачи (1.6) методом

наименьших квадратов [36]. Заметим, что системы (1.6) всегда совместны

для полного рынка.

1.4. Примеры

В данном разделе приведены решения задач частичного хеджирова-

ния вышеописанными методами. Рассмотрим простейшую дискретную мо-

дель неполного рынка на примере двухуровневого дерева, изображенного на

рисунке 1.1.
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Рисунок 1.1. Дерево сценариев поведения рынка

В портфеле инвестора только один рисковый актив. Зададим его при-

веденные стоимости.
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X1
0 = 10,

(

X1
l , X

1
m, X

1
r

)

= (6, 8, 13)
(

X1
1 , X

1
2 , X

1
3 , X

1
4 , X

1
5 , X

1
6 , X

1
7 , X

1
8 , X

1
9

)

= (4, 8, 10, 5, 9, 11, 8, 10, 17) .

Пусть Fn = (X1
n − K)+, n ∈ NT – платежное обязательство по колл-

опциону на акцию с приведенной ценой исполнения K = 3. Находим

F (T ) = (1, 5, 7, 2, 6, 8, 5, 7, 14). Определим вектор истинных вероятностей до-

стижения конечных состояний pT = (1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 6, 16)/32.

Выпишем множества крайних точек

Qext(0) = {(3/7, 0, 4/7), (0, 3/5, 2/5)},

Qext(l) = {(2/3, 0, 1/3), (1/2, 1/2, 0)},

Qext(m) = {(1/2, 0, 1/2), (1/4, 3/4, 0)},

Qext(r) = {(4/9, 0, 5/9), (0, 4/7, 3/7)}.

Элементы множества Qext
T построим по формулам (1.15):

(2/7, 0, 1/7, 0, 0, 0, 16/63, 0, 20/63), (2/7, 0, 1/7, 0, 0, 0, 0, 16/49, 12/49),

(3/14, 3/14, 0, 0, 0, 0, 16/63, 0, 20/63), (3/14, 3/14, 0, 0, 0, 0, 0, 16/49, 12/49),

(0, 0, 0, 3/10, 0, 3/10, 8/45, 0, 2/9), (0, 0, 0, 3/10, 0, 3/10, 0, 8/35, 6/35),

(0, 0, 0, 3/20, 9/20, 0, 8/45, 0, 2/9), (0, 0, 0, 3/20, 9/20, 0, 0, 8/35, 6/35).

Верхнюю безарбитражную цену обязательства Xsup
F (T )(0) вычислим ме-

тодом динамического программирования (подраздел 1.1.2), используя най-

денные крайние точки. В результате получим Xsup
F (T )(l) = 3, Xsup

F (T )(m) = 5,

Xsup
F (T )(r) = 10, Xsup

F (T )(0) = 7. Пусть начальный капитал продавца обязатель-

ства равен v = 6.

В задаче (1.19) матрица ограничений имеет блочно-диагональный вид

со связывающими переменными ψl, ψm, ψr. Расширенная матрица всех огра-

ничений, кроме неравенств 0 6 ψ(T ) 6 1, имеет вид
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ψl ψm ψr ψ1 ψ2 ψ3 ψ4 ψ5 ψ6 ψ7 ψ8 ψ9

3/7 0 4/7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

0 3/5 2/5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

−1 0 0 2/3 0 1/3 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 1/2 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 1/4 3/4 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0 4/9 0 5/9 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 4/7 3/7 0

Оптимальное решение равно ψ∗(T ) = (1, 1/15, 0, 1, 17/27, 7/12, 1, 1, 1), а

выполняемая средняя доля обязательства – pT · ψ∗(T ) ≈ 0,87.

В задаче (1.24) матрица основных ограничений соответствует паре век-

торов ζ = ((θ10, θ
1
l , θ

1
m, θ

1
r), (ψ1, ..., ψ9)) :











Ỹ0l Ỹl 0 0 Dl 0 0

Ỹ0m 0 Ỹm 0 0 Dm 0

Ỹ0r 0 0 Ỹr 0 0 Dr











,

где

Ỹ0k =
(

Y 1
k , Y

1
k , Y

1
k

)′
, ∀ k ∈ N1 = {l, m, r},

Y 1(1) =
(

Y 1
l , Y

1
m, Y

1
r

)

=
(

X1
l −X1

0 , X
1
m −X1

0 , X
1
r −X1

0

)

= (−4,−2, 3) ,

Ỹl =
(

Y 1
1 , Y

1
2 , Y

1
3

)′
, Ỹm =

(

Y 1
4 , Y

1
5 , Y

1
6

)′
, Ỹr =

(

Y 1
7 , Y

1
8 , Y

1
9

)′
,

Y 1(2) =
(

Y 1
1 , Y

1
2 , Y

1
3 , Y

1
4 , Y

1
5 , Y

1
6 , Y

1
7 , Y

1
8 , Y

1
9

)

= (−2, 2, 4,−3, 1, 3,−5,−3, 4) ,

Dl =











F1 0 0

0 F2 0

0 0 F3











=











1 0 0

0 5 0

0 0 7











, Dm =











F4 0 0

0 F5 0

0 0 F6











=











2 0 0

0 6 0

0 0 8











,

Dr =











F7 0 0

0 F8 0

0 0 F9











=











5 0 0

0 7 0

0 0 14











.



41

Оптимальным решением задачи является пара

ζ∗ = ((4/3,−1/6, 4/9, 1), (1, 1/15, 0, 1, 17/27, 7/12, 1, 1, 1)).

Задача (1.30) имеет оптимальное решение

ζ∗ = ((4/3, 1/3, 10/9, 1), (0, 4/15, 2/7, 0, 20/27, 5/6, 1, 1, 1)),

ξ∗(T ) = (1− ψ∗(T ))F (T ) = (1, 11/3, 5, 2, 14/9, 4/3, 0, 0, 0).

Средняя величина потерь pT · ξ∗(T ) ≈ 0,65.

Оптимальное решение задачи (1.31) –

ζ∗ ≈ ((1,04; 0,92; 1,15; 1,09), (0; 0,74; 0,79; 0,23; 0,85; 0,92; 0,74; 0,84; 0,96)),

ξ∗(T ) = (1− ψ∗(T ))F (T ) ≈ (1; 0,27; 0,43; 0,77; 0,15; 0,15; 0,53; 0,98; 0,61).

Средняя величина потерь
∑

n∈NT

pn(ξ
∗
n)

2 ≈ 0,84.

1.5. Модель с дивидендными выплатами

Определим обязательство, которое состоит в выплатах в моменты вре-

мени t = 1, ..., T, задаваемых случайным процессом F = {F (t)}. В состоянии

рынка n ∈ Nt инвестор должен хеджировать величину Fn – реализацию

случайной величины F (t).

На самом деле такое обязательство можно рассматривать как комби-

нацию T обязательств европейского типа, наступающих в моменты времени

t = 1, ..., T. Решение вопроса полного хеджирования сводится к определению

портфелей, хеджирующих каждое из этих обязательств, применяя метод ди-

намического программирования подраздела 1.1.2. Затем необходимо поком-

понентно сложить найденные портфели. Однако решение задачи частичного

хеджирования подобным образом упростить нельзя, так как оно заключает-

ся также в определении оптимальной средней доли хеджируемого обязатель-

ства или оптимального уровня потерь от неполного хеджирования. В данном

разделе обобщим разработанные выше методы для решения задачи максими-

зации средней доли обязательства с дивидендными выплатами. Постановка
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задачи и применение методов для решения задачи минимизации потерь про-

водятся аналогично.

Верхняя безарбитражная цена описанного обязательства равна

Xsup
F (0) = max

q∈Qext

∑

n∈N\{0}

qnFn. Соответственно будем предполагать, что инве-

стор обладает суммой v, недостаточной для полного хеджирования обяза-

тельства F. Исходная задача данного раздела имеет вид

max
ψ

∑

n∈N\{0}

pnψn











Xsup
ψF (0) 6 v,

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N\{0}.

(1.33)

Преобразуем вид Xsup
ψF (0) аналогично выражению (1.18).

Xsup
ψF (0) = max

q(·|0)∈Qext(0)

∑

n1∈N1

q(n1|0)

[

ψn1
Fn1

+ max
q(·|n1)∈Qext(n1)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)×

× . . .

[

ψnT−1
FnT−1

+ max
q(·|nT−1)∈Qext(nT−1)

∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn

]

. . .

]

.

Введем вспомогательные переменные φn, n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1, и

приведем задачу (1.33) к эквивалентному виду.

max
(ψ, φ)

∑

n∈N\{0}

pnψn







































































∑

n1∈N1

q(n1|0) (ψn1
Fn1

+ φn1
) 6 v, ∀ q(·|0) ∈ Qext(0)

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1) (ψn2
Fn2

+ φn2
) 6 φn1

, ∀ q(·|n1) ∈ Qext(n1)

· · ·
∑

n∈C(nT−1)

q(n|nT−1)ψnFn 6 φnT−1
, ∀ q(·|nT−1) ∈ Qext(nT−1)

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N\{0},

(1.34)

где nt ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1. Этот прием использовался при переходе к за-

даче (1.19). В данном случае учитываются промежуточные выплаты ψnt
Fnt

в

состояниях рынка nt ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1.



43

Аналог метода подраздела 1.2.2 приводит к следующей задаче:

max
(ψ, θ)

∑

n∈N\{0}

pnψn



















v +

T
∑

t=1

Y (t) · θ(t− 1) >

T
∑

t=1

ψ(t)F (t),

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N\{0}.

(1.35)

Метод декомпозиции Данцига-Вулфа также применим для задач (1.34)

и (1.35). Отметим, что если в данном подразделе принять F (t) = 0 для

каждого t = 1, ..., T − 1, то мы получим в точности методы решения задачи

максимизации ожидаемой доли выполнения обязательства F (T ), описанные

в разделе 1.2.

Далее приводятся отличия в применении метода динамического про-

граммирования для поиска стратегии, хеджирующей рассматриваемое обяза-

тельство. Для всех конечных состояний n ∈ NT полагается Xsup
F (n) = Fn.

Затем последовательно по t = T − 1, ..., 0 для каждого n ∈ Nt решаются за-

дачи (1.8). Верхней безарбитражной ценой обязательства F на поддереве с

корнем n и множеством вершин n∪D(n) в данном случае является величина

Xsup
F (n) =























∑

m∈C(n)

q∗(m|n)Xsup
F (m) + Fn, n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1

∑

m∈N1

q∗(m|0)Xsup
F (m), n = 0,

где q∗(·|n) – решения соответствующих задач (1.8). Двойственные задачи

совпадают с (1.9). Хеджирующая стратегия θ̃ определяется по рекурсивной

схеме аналогично (1.11)

θ̃0 = θ0, θ̃
0
n = θ0n +Xn · θ̃a(n) −Xn · θn − Fn, θ̃n = (θ̃0n, θ

1
n, ..., θ

d
n),

∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T.

Замечание 1.5. Одним из примеров промежуточных выплат, рассматрива-

емых в литературе, является погашение купонных облигаций [6, 45, 59].
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Компания-эмитент в каждый момент времени t = 1, ..., T в полном объеме

выплачивает проценты от текущей стоимости облигаций их владельцам. Вы-

платы по облигациям задаются случайным процессом H = {H(t)}, причем

H(T ) является детерминированной величиной. Разработанные выше методы

можно обобщить для решения задачи частичного хеджирования комбинации

обязательств по дивидендным выплатам и погашению купонных облигаций.

Величина суммарной выплаты в таком случае будет описываться процессом

ψF +H = {ψ(t)F (t) +H(t)}.

1.6. Условие неразорения в многопериодной задаче

Марковица

На финансовом рынке обращаются d рисковых активов. Торги прово-

дятся в течение T периодов времени. Доходность ценной бумаги j в момент

времени t = 1, ..., T описывается случайной величиной

Rj(t) =
Xj(t)−Xj(t− 1)

Xj(t− 1)
.

Будем предполагать, что случайные величины Rj(t) независимы, одинако-

во распределены и принимают с положительными вероятностями конечное

число значений из множества Rj. Обозначим через R(t) = (R1(t), ..., Rd(t))′

вектор доходностей в момент времени t = 1, ..., T. Рассматриваются только

безарбитражные рынки, поэтому Rj(t) принимает хотя бы по одному поло-

жительному и отрицательному значению. В данном разделе используются

стандартные операции с матрицами и векторами. Введем следующие обозна-

чения:

µ = (µj, j = 1, ..., d)′ = (EpR
j(t), j = 1, ..., d)′, δ = µ′Σ−1µ+ 1.

Опишем стратегию инвестора. Положим yn = (y1n, ..., y
d
n), где y

j
n – объем

средств, инвестируемых в рисковый актив j в состоянии n ∈ N\NT . Страте-



45

гия инвестора – это случайный процесс y = {y(t)}, где случайная величина

y(t) = (y1(t), ..., yd(t)) принимает значения yn, n ∈ Nt. Стоимость портфеля

изменяется по следующему закону:

V (t+ 1) = V (t) +

d
∑

j=1

Rj(t+ 1)yj(t), t = 0, ..., T − 1, V0 = v,

т.е. она складывается из стоимости портфеля в предыдущий момент времени

и его суммарного дохода по всем составляющим активам. Ковариационная

матрица доходностей бумаг считается известной и обозначена через Σ.

Сформулируем многопериодную задачу Марковица [37,58]:

min
(V, y)

Varp V (T )






























Ep V (T ) = α,

V (t+ 1) = V (t) +
d
∑

j=1

Rj(t+ 1)yj(t), ∀ t = 0, ..., T − 1

V0 = v,

где Varp V (T ) = Ep (V (T )− Ep V (T ))2 – дисперсия конечной стоимости порт-

феля, α – ожидаемая конечная стоимость портфеля, которая устанавливается

инвестором в начальный момент времени.

Замечание 1.6. Задача содержательна при α > v. При остальных значениях

α инвестору не имеет смысла вкладывать средства в рисковые бумаги.

Оптимальное решение задачи равно [41, теорема 5.3]

y∗(t) = (α− v)
δT−t−1

δT − 1

t
∏

s=1

(δ − µ′Σ−1R(s)) Σ−1µ, t = 0, ..., T − 1. (1.36)

Представляет интерес анализ тех значений параметра α, при которых

оптимальная портфельная стратегия (1.36) не приведет инвестора к разоре-

нию. Предварительно докажем лемму.
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Лемма 1.1. При любых c ∈ R и (x1, ..., xn) ∈ R
n справедливо равенство

Bn(x)
def
=

n
∑

k=1

cn−kxk

k−1
∏

i=1

(c− xi) = cn −
n
∏

i=1

(c− xi).

Доказательство. Лемму докажем индукцией по n. При n = 1

B1(x) = x1 = c− (c− x1),

поэтому формула верна. Предположим истинность для n, докажем утвержде-

ние для n+ 1 :

Bn+1(x) =
n+1
∑

k=1

cn+1−kxk

k−1
∏

i=1

(c− xi) = c
n
∑

k=1

cn−kxk

k−1
∏

i=1

(c− xi) + xn+1

n
∏

i=1

(c− xi) =

= c

(

cn −
n
∏

i=1

(c− xi)

)

+ xn+1

n
∏

i=1

(c− xi) = cn+1 −
n+1
∏

i=1

(c− xi).

Теорема 1.4. Стратегия (1.36) не приводит к разорению при

α 6 v
κ− 1

κ− δT
,

где

κ = max
r∈R1×...×Rd

(δ − µ′Σ−1r)T .

Доказательство. Инвестор становится банкротом, если Vn < 0 в некотором

состоянии рынка n ∈ N . Необходимо определить значения параметра α, при

которых Vn > 0 для всех состояний n ∈ N , причем по условию отсутствия

арбитража достаточно потребовать V (T ) > 0. Из закона изменения стоимости

портфеля и формулы (1.36) вытекает

V (T ) = v +

T−1
∑

t=0

d
∑

j=1

Rj(t+ 1)y∗j(t) = v +
α− v

δT − 1
×

×
T−1
∑

t=0

[

δT−t−1
t
∏

s=1

(δ − µ′Σ−1R(s))

d
∑

j=1

(Σ−1µ)jR
j(t+ 1)

]

.
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Из симметричности матрицы Σ−1 следует

d
∑

j=1

(Σ−1µ)jR
j(t+ 1) = (Σ−1µ)′R(t+ 1) = µ′Σ−1R(t+ 1).

Тогда по лемме 1.1

V (T ) = v +
α− v

δT − 1

[

δT −
T
∏

s=1

(δ − µ′Σ−1R(s))

]

.

Условие неразорения V (T ) > 0 эквивалентно неравенству min
n∈NT

Vn > 0.

Далее, справедливы соотношения

T
∏

s=1

(δ − µ′Σ−1R(s)) 6
T
∏

s=1

max
r∈R1×...×Rd

(δ − µ′Σ−1r) =

= max
r∈R1×...×Rd

(δ − µ′Σ−1r)T = κ,

причем найдется вектор доходностей бумаг, при котором данное неравенство

обращается в равенство, так как случайная величина доходности R(t) при-

нимает конечное число значений с положительными вероятностями. Таким

образом, имеем

V (T ) > 0 ⇔ v + (α− v)
δT − κ

δT − 1
> 0.

Отсюда следует неравенство

α 6 v
κ− 1

κ− δT
.

Нахождение величины κ не представляет сложности. При нечетном T
(

arg max
r∈R1×...×Rd

(δ − µ′Σ−1r)T
)

j

= argmax
rj∈Rj

∣

∣rj
∣

∣

среди rj : (Σ−1µ)jr
j < 0. При четном T для каждого j = 1, ..., d определим

rj− = argmax
∣

∣rj
∣

∣ , среди всех rj ∈ Rj таких, что (Σ−1µ)jr
j < 0,

rj+ = argmax
∣

∣rj
∣

∣ , среди всех rj ∈ Rj таких, что (Σ−1µ)jr
j > 0.

Тогда

max
r∈R1×...×Rd

(δ − µ′Σ−1r)T = max
{

(δ − µ′Σ−1r−)
T , (δ − µ′Σ−1r+)

T
}

.
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Глава 2

Хеджирование обязательств

американского типа

Особенность обязательства американского типа состоит в том, что оно

может быть предъявлено в любой момент времени t = {0, ..., T}. В связи с

этим в задачах хеджирования американского обязательства момент предъ-

явления часто рассматривается как неопределенный фактор. В результате

возникает антагонистическая игра между продавцом обязательства и его по-

купателем.

В разделе 2.2 все поставленные задачи частичного хеджирования сведе-

ны к задачам линейного программирования. Приведены примеры, в которых

целевые функции задач не имеют седловых точек.

Задача минимизации стоимости начального портфеля при ограничении

снизу вероятности полного хеджирования изучается в разделе 2.3. Приведе-

ны эквивалентные формы задачи для неполного и полного рынков, удобные

для поиска оптимальных стратегий. Показано, что применение смешанных

стратегий продавцом сводится к решению рассмотренной в разделе 2.2 зада-

чи поиска максимина.

Результаты данной главы опубликованы в работе [12], перевод журнала

включен в перечень ВАК.

2.1. Описание модели

Будем рассматривать антагонистическую игру с двумя участниками:

продавцом обязательства (или инвестором) и его покупателем. Опишем их

стратегии.
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Стратегией продавца при полном хеджировании обязательства являет-

ся портфельный процесс θ, удовлетворяющий условию самофинансирования

(1.5). Напомним формулу для значения случайной величины стоимости порт-

феля в момент времени t :

Vn = V0 +
t
∑

s=1

Yas−1(n) · θas(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T.

Эти равенства будут использоваться в задачах для описания зависимости

стоимости портфеля от стратегии. Для удобства записи введем обозначение

для величины изменения стоимости портфеля к моменту перехода рынка в

состояние n

(Y θ)n =
t
∑

s=1

Yas−1(n) · θas(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T,

и примем (Y θ)0 = 0. В данном разделе также рассматриваются только стра-

тегии продавца, гарантирующие неотрицательность процесса V.

Обязательство американского типа задается неотрицательным процес-

сом F = {F (t)} , в котором случайная величина F (t) принимает дисконтиро-

ванные значения Fn с вероятностью pn, n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

Стратегией покупателя является момент остановки – случайная вели-

чина

τ : Ω → {0, ..., T} ,

для которой {τ = t} ∈ Ft, где Ft – алгебра событий, которые могут наблю-

даться вплоть до момента t. Остановка заключается в предъявлении обяза-

тельства. Обозначим через T множество всех стратегий покупателя.

Для каждого события ω = (n0, ..., nT) ∈ Ω момент τ сопоставляет един-

ственную вершину nτ(ω) ∈ N , где происходит остановка. Множество таких

состояний обозначим за Nτ . Можно заметить, что множество Ñ ⊂ N соот-

ветствует определенному моменту остановки τ (в том смысле, что Ñ = Nτ ),

если в каждой цепочке последовательных состояний (n0, ..., nT) существует

ровно один элемент этого множества.
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Множество стратегий покупателя очень быстро растет с увеличением

T. Число моментов остановки можно определить рекурсивно. Пусть Kn –

число моментов остановки для поддерева исходного дерева с корнем n и

остальными вершинами D(n). Тогда

Kn = 1, ∀n ∈ NT , Kn = 1 +
∏

m∈C(n)

Km, ∀n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0.

Для случаев, когда число вершин-потомков из множества C(n) посто-

янно для всех состояний n ∈ N\NT и равно двум или трем, есть точная

формула вычисления числа стратегий во множестве T в зависимости от T.

Это число равно

| T | =
[

kc
T
]

,

где [x] – целая часть числа x, а k ≈ 1,5028 при c = | C(n)| = 2 [16], и

k ≈ 1,2766 при c = | C(n)| = 3 [43]. Число стратегий покупателя (моментов

остановки) для таких деревьев приведено для разных значений T в табли-

це 2.1.

Таблица 2.1.
T 0 1 2 3 4 5

| T | при c = 2 1 2 5 26 677 458330

| T | при c = 3 1 2 9 730 389017001 ≈ 5,9× 1025

Стратегия продавца θ называется хеджирующей обязательство F аме-

риканского типа в момент предъявления τ, если соответствующий процесс V

удовлетворяет условию Vn > Fn для каждого состояния n ∈ Nτ .

Согласно [13, следствие 7.9] для хеджирования обязательства F при

любом поведении покупателя достаточно иметь начальный портфель стоимо-

сти

Xsup
F (0) = sup

q∈Q
max
τ∈T

EqF (τ) = sup
q∈Q

max
τ∈T

∑

n∈Nτ

qnFn.

Это наименьшая сумма, необходимая для полного хеджирования обязатель-

ства. Предположим, что продавец принимает решение вложить меньшую сум-
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му, принимая на себя риск неполного хеджирования обязательства. Далее

будем считать, что начальный капитал продавца v < Xsup
F (0).

2.2. Частичное хеджирование

2.2.1. Задачи на максимин и минимакс

Пусть ψ = {ψ(t)} – процесс, в котором случайная величина ψ(t) при-

нимает значения ψn ∈ [0, 1] , равные долям обязательства F, хеджируемого в

вершинах n ∈ Nt, t = 0, ..., T. При частичном хеджировании стратегией про-

давца является пара (ψ, θ), где θ – портфельный процесс, удовлетворяющий

условию самофинансирования и обеспечивающий неразорение продавца. По-

ложим ψF = {ψ(t)F (t)} и рассмотрим задачу максимизации гарантированной

величины ожидаемой доли хеджируемого обязательства [51]

max
ψ

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn















Xsup
ψF (0) = sup

q∈Q
max
τ∈T

∑

n∈Nτ

qnψnFn 6 v,

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N .

Согласно рассуждениям в конце раздела 2.1 условие Xsup
ψF (0) 6 v рав-

носильно существованию такой стратегии θ, что Vn = v + (Y θ)n > ψnFn для

всех состояний n ∈ N . Поэтому задачу можно преобразовать следующим

образом:

max
(ψ, θ)

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn











v + (Y θ)n > ψnFn, ∀n ∈ N

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N .

(2.1)

Стратегию (ψ∗, θ∗), реализующую в задаче (2.1) максимум функции

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn, будем называть максиминной. Стратегию (ψ, θ), допустимую
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в задаче (2.1), будем называть выравнивающей [4], если
∑

n∈Nτ

pnψn = ψ0 при

всех τ ∈ T . Обозначим через X множество допустимых стратегий (ψ, θ)

продавца в задаче (2.1). Сформулируем теорему, позволяющую эквивалентно

свести эту задачу к задаче линейного программирования.

Теорема 2.1. В задаче (2.1) существует максиминная выравнивающая

стратегия.

Доказательство. Для любой стратегии (ψ, θ) ∈ X определим рекурсивно по

t = T, ..., 0 процесс ψ̃ =
{

ψ̃(t)
}

:

ψ̃n = ψn, ∀n ∈ NT , ψ̃n = min

{

ψn,
∑

m∈C(n)

p(m|n)ψ̃m

}

, ∀n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0.

Процесс ψ̃ аналогичен огибающей Снелла [13, с. 305] и является суб-

мартингалом, т.е.

ψ̃n 6
∑

k∈C(n)

p(m|n)ψ̃m, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.

Кроме того, из определения процесса ψ̃ следует, что

0 6 ψ̃n 6 ψn, ∀n ∈ N ,

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn = min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψ̃n = ψ̃0.

Запишем разложение Дуба [13, с. 297] процесса ψ̃ :

ψ̃ = ˜̃ψ + ϕ,

где процесс
˜̃ψ – p-мартингал, а процесс ϕ определяется рекурсивно:

ϕ0 = 0, ϕk = ϕn +
∑

m∈C(n)

p(m|n)ψ̃m − ψ̃n, ∀ k ∈ C(n), n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.

Из субмартингальности
˜̃
ψ следует неубывание процесса ϕ, тогда

0 6
˜̃
ψn 6 ψ̃n 6 ψn, ∀n ∈ N .

Отсюда следует, что
(

˜̃ψ, θ
)

∈ X . Далее, ϕ0 = 0 влечет

˜̃
ψ0 = ψ̃0 = min

τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn,
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а для мартингала
˜̃ψ для всех моментов остановки τ ∈ T выполнены равенства

˜̃ψ0 =
∑

n∈Nτ

pn
˜̃ψn.

Таким образом, нахождение max
(ψ, θ)∈X

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn сводится к решению задачи

max
(ψ, θ)

∑

n∈NT

pnψn































v + (Y θ)n > ψnFn, ∀n ∈ N

pnψn =
∑

m∈C(n)

pmψm, ∀n ∈ N\NT

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N .

(2.2)

Оптимальное решение (ψ∗, θ∗) задачи (2.2) является максиминной выравни-

вающей стратегией в задаче (2.1).

Утверждение теоремы 2.1 верно также для задачи минимизации потерь

от неполного хеджирования обязательства американского типа:

min
(V, θ)

max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pn (Fn − Vn)
+

Vn = v + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N .

(2.3)

Введем вспомогательные переменные ξn, n ∈ N , и сведем задачу (2.3)

к следующей:

min
(ξ, V, θ)

max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn











Vn = v + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N

ξn > Fn − Vn, ξn > 0, ∀n ∈ N .

(2.4)

Стратегию (ξ∗, V ∗, θ∗), реализующую минимум функции max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn в за-

даче (2.4), назовем минимаксной. А допустимую в задаче (2.4) стратегию

(ξ, V, θ) будем называть выравнивающей, если
∑

n∈Nτ

pnξn = ξ0 при всех τ ∈ T .
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Следствие 2.1. В задаче (2.4) существует минимаксная выравнивающая

стратегия. Эта стратегия – оптимальное решение следующей задачи:

min
(ξ, V, θ)

∑

n∈NT

pnξn































Vn = v + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N

ξn > Fn − Vn, ξn > 0, ∀n ∈ N

pnξn =
∑

m∈C(n)

pmξm, ∀n ∈ N\NT .

(2.5)

Доказательство. Последовательно по t = T, ..., 0 построим процесс ξ̃ для

любой допустимой в задаче (2.4) стратегии (ξ, V, θ) :

ξ̃n = ξn, ∀n ∈ NT , ξ̃n = max

{

ξn,
∑

m∈C(n)

p(m|n)ξ̃m

}

, ∀n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0.

Процесс ξ̃ является супермартингалом, так как

ξ̃n >
∑

m∈C(n)

p(m|n)ξ̃m, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.

Из определения процесса ξ̃ также следуют соотношения

ξ̃n > ξn > (Fn − Vn)
+, ∀n ∈ N ,

max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn = max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξ̃n = ξ̃0.

Разложение Дуба [13, с. 297] процесса ξ̃ имеет вид

ξ̃ = ˜̃ξ − ϕ,

где процесс
˜̃ξ – p-мартингал, а процесс ϕ определяется рекурсивно:

ϕ0 = 0, ϕk = ϕn + ξ̃n −
∑

m∈C(n)

p(m|n)ξ̃m, ∀ k ∈ C(n), n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.

Также как при доказательстве теоремы 2.1 процесс ϕ является неубы-

вающим, поэтому

˜̃ξn > ξ̃n > ξn > (Fn − Vn)
+, ∀n ∈ N .
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Отсюда вытекает, что тройка
(

˜̃ξ, V, θ
)

удовлетворяет ограничениям задачи

(2.4). Равенство ϕ0 = 0 влечет

˜̃
ξ0 = ξ̃0 = max

τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn,

а для мартингала
˜̃ξ для всех τ ∈ T выполнены равенства

˜̃ξ0 =
∑

n∈Nτ

pn
˜̃ξn.

Таким образом, оптимальное решение задачи (2.5) является минимаксной

выравнивающей стратегией в задаче (2.4).

Замечание 2.1. Для решения задач (2.2) и (2.5) можно воспользоваться

принципом декомпозиции Данцига-Вулфа [5, 26]. Непосредственно приме-

нить его к задачам нельзя из-за наличия связывающих ограничений. На при-

мере задачи (2.2) покажем как можно преобразовать ее для декомпозиции.

По теореме 2.1 найдется оптимальное решение (ψ∗, θ∗) задачи (2.1) такое,

что процесс ψ∗ является p-мартингалом. Поэтому из задачи (2.2) можно ис-

ключить переменные ψn, n ∈ N\NT , используя следующее эквивалентное

определение мартингала: для каждого nt ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1,

ψnt
=

∑

nt+1∈C(nt)

pnt+1

pnt

ψnt+1
=

∑

nt+1∈C(nt)

. . .
∑

nT∈C(nT−1)

pnT

pnt

ψnT
=

=
∑

nT∈NT∩D(nt)

pnT

pnt

ψnT
= Ep [ψ(T )|nt] ,

где NT ∩ D(nt) – множество конечных состояний рынка, следующих за со-

стоянием nt. В результате ограничения задачи (2.2) примут вид











v + (Y θ)n > Ep [ψ(T )|n]Fn, ∀n ∈ N

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ NT .

Обозначим через X1 множество пар (ψ(T ), θ), удовлетворяющих этим ограни-

чениям, а через X2 – множество пар (ψ(T ), θ), удовлетворяющих всем этим
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ограничениям за исключением следующего условия:

v > F0

∑

n∈NT

pnψn.

Тогда выполнены равенства

max
(ψ, θ)∈X

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn = max
(ψ(T ), θ)∈X1

∑

n∈NT

pnψn = min

{

v

F0
, max

(ψ(T ), θ)∈X2

∑

n∈NT

pnψn

}

.

Декомпозиция применима к задаче max
(ψ(T ), θ)∈X2

∑

n∈NT

pnψn, так как ограничения,

связывающие все переменные ψn, n ∈ NT , теперь отсутствуют. Связываю-

щими переменными в данном случае являются компоненты вектора θ0. На

практике наиболее удобно решать задачу в виде записанного выше мини-

мума, так как в такой форме задача имеет меньшее число переменных и

ограничений.

2.2.2. Задачи минимизации начального вложения

Сформулируем две задачи минимизации величины начального вложе-

ния капитала: одна – с фиксированным уровнем доли хеджируемого обяза-

тельства, а другая – с фиксированным уровнем потерь [51]. Пусть константа

α ∈ [0, 1] обозначает минимально допустимую ожидаемую долю хеджируе-

мого обязательства, а константа β > 0 – максимально допустимый уровень

потерь от неполного хеджирования. Тогда эти задачи имеют следующий вид:

min
(ψ, V, θ)

V0






























Vn = V0 + (Y θ)n > ψnFn, ∀n ∈ N

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N
∑

n∈Nτ

pnψn > α, ∀ τ ∈ T ,

(2.6)
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min
(V, θ)

V0














Vn = V0 + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N
∑

n∈Nτ

pn (Fn − Vn)
+
6 β, ∀ τ ∈ T ,

или

min
(ξ, V, θ)

V0






























Vn = V0 + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N

ξn > Fn − Vn, ξn > 0, ∀n ∈ N
∑

n∈Nτ

pnξn 6 β, ∀ τ ∈ T .

(2.7)

Следствие 2.2. Задачи (2.6) и (2.7) соответственно эквивалентны зада-

чам (2.8) и (2.9).

min
(ψ, V, θ)

V0














































Vn = V0 + (Y θ)n > ψnFn, ∀n ∈ N

0 6 ψn 6 1, ∀n ∈ N

ψ0 = α,

pnψn =
∑

m∈C(n)

pmψm, ∀n ∈ N\NT ,

(2.8)

min
(ξ, V, θ)

V0














































Vn = V0 + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N

ξn > Fn − Vn, ξn > 0, ∀n ∈ N

ξ0 = β,

pnξn =
∑

m∈C(n)

pmξm, ∀n ∈ N\NT .

(2.9)

Доказательство следствий аналогично доказательству теоремы 2.1.
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2.2.3. Примеры

В данном подразделе приведем примеры решения задач (2.1) и (2.4), а

также исследуем вопрос существования у целевых функций этих задач сед-

ловых точек. Рассмотрим двухпериодную бинарную модель рынка с деревом

сценариев, изображенным на рисунке 2.1. Состояния обозначены следующим

образом:

C(0) = {l, r}, C(l) = {1, 2}, C(r) = {3, 4}.

✖✕
✗✔
0

✑
✑

✑
✑✑

◗
◗
◗
◗◗

✖✕
✗✔
l ✖✕

✗✔
r

✡
✡✡

❏
❏❏

✡
✡✡

❏
❏❏

✖✕
✗✔
1 ✖✕

✗✔
2 ✖✕

✗✔
3 ✖✕

✗✔
4

t = 0

t = 1

t = 2

Рисунок 2.1. Дерево сценариев поведения рынка

В портфеле инвестора один рисковый актив. Приведенное обязательство аме-

риканского типа равно

F = (F0, Fl, Fr, F1, F2, F3, F4) = (2, 2, 8, 2, 2, 8, 10).

Для задачи (2.1) положим v = 3,

X1 =
(

X1
0 , X

1
l , X

1
r , X

1
1 , X

1
2 , X

1
3 , X

1
4

)

= (3, 2, 6, 1, 4, 4, 7),

pT = (p1, p2, p3, p4) =

(

1

12
,
1

6
,
1

2
,
1

4

)

.

По теореме 2.1

max
(ψ, θ)∈X

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn = max
(ψ, θ)∈X∩Xeq

∑

n∈NT

pnψn =
47

54
,

где X – множество допустимых решений задачи (2.1), а X ∩Xeq – множество

допустимых решений задачи (2.2). В данном случае

Xeq = {(ψ, θ)|ψ0 = plψl+ prψr, plψl = p1ψ1+ p2ψ2, prψr = p3ψ3+ p4ψ4, θ ∈ R
3}.



59

Оптимальное решение задачи (2.2) – следующая стратегия:

(ψ∗, θ∗) = ((47/54, 22/27, 8/9, 22/27, 22/27, 1, 2/3) , (37/27, 0,−4/9)) .

Для нахождения величины

min
τ∈T

max
(ψ, θ)∈X

∑

n∈Nτ

pnψn

необходимо решить пять задач (по числу моментов остановки), которые за-

ключаются в максимизации следующих целевых функций на множестве X :

Z1(ψ, θ) = ψ0, Z4(ψ, θ) = prψr + p1ψ1 + p2ψ2,

Z2(ψ, θ) = plψl + prψr, Z5(ψ, θ) = p1ψ1 + p2ψ2 + p3ψ3 + p4ψ4.

Z3(ψ, θ) = plψl + p3ψ3 + p4ψ4,

В результате получаем

min
τ∈T

max
(ψ, θ)∈X

∑

n∈Nτ

pnψn = min

{

1,
11

12
,
7

8
,
23

24
,
67

72

}

=
7

8
.

Оптимальной стратегией τ ∗ для покупателя является предъявление обяза-

тельства в состояниях Nτ∗ = {l, 3, 4} . Оптимальным ответом продавца на

эту стратегию является пара

(ψ∗(τ ∗), θ∗(τ ∗)) = ((0, 1, 0, 0, 0, 1, 1/2) , (1, 0,−1)) .

Таким образом, показано неравенство

min
τ∈T

max
(ψ, θ)∈X

∑

n∈Nτ

pnψn =
7

8
>

47

54
= max

(ψ, θ)∈X
min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn,

поэтому данный пример иллюстрирует, что седловая точка в задаче максими-

зации доли выполняемого обязательства не всегда существует. В работе [51]

параметры примера, иллюстрирующего существование седловой точки в мо-

дели рынка Кокса-Росса-Рубинштейна, были заданы некорректно.

Для задачи (2.4) при следующем наборе параметров: v = 4,

X1 = (3, 2, 4, 1, 3, 2, 5), pT = (1/6, 1/6, 1/2, 1/6)

min
(ξ,V,θ)∈X̃

max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn =
14

15
>

5

6
= max

τ∈T
min

(ξ,V,θ)∈X̃

∑

n∈Nτ

pnξn,
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где X̃ – множество допустимых троек (ξ, V, θ) в задаче (2.4).

Решения в смешанных стратегиях антагонистических игр

Γ(1) =

〈

X , T ,
∑

n∈Nτ

pnψn

〉

, Γ(2) =

〈

X̃ , T ,
∑

n∈Nτ

pnξn

〉

существуют всегда. При этом значения игр соответственно равны

v(1) = max
(ψ, θ)∈X

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnψn, v
(2) = min

(ξ,V,θ)∈X̃
max
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnξn.

Это утверждение следует из [1, теоремы 5.3, 5.4]. Действительно, целевые

функции задач линейны соответственно по ψ и ξ при фиксированном τ. Мно-

жество стратегий покупателя конечно. Множество таких ψ, для которых най-

дется стратегия θ, что (ψ, θ) ∈ X , выпукло и является компактом евклидова

пространства. Аналогичное множество всех ξ, для которых найдется такая

пара (V, θ) , что (ξ, V, θ) ∈ X̃ , выпукло, но не компактно. Но без ограничения

общности можно считать это множество компактным, так как задача (2.4) –

это задача на минимум и ξn > 0 для всех n ∈ N .

Оптимальными смешанными стратегиями покупателя обязательства бу-

дут следующие. В задаче (2.1) – при переходе рынка в состояние l немед-

ленно предъявлять обязательство, при переходе рынка в состояние r предъ-

являть сразу с вероятностью 2/27 и в следующий момент времени с вероят-

ностью 25/27. В задаче (2.4) поведение то же, только вероятности соответ-

ственно равны 1/5 и 4/5.

В качестве примера существования решения игр Γ(1) и Γ(2) в чистых

стратегиях можно привести следующий. В рассмотренных примерах все па-

раметры оставим неизменными, кроме объема начального вложения, и зада-

дим v = 1. Тогда, аналогично решая рассмотренные выше задачи, для каждой

из них можно показать, что значение максимина равно значению минимакса,

т.е. у целевых функций существуют седловые точки.
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2.3. Хеджирование с фиксированной вероятностью

В задаче (2.1) имеется следующий недостаток: в большинстве случаев

оптимальной стратегией продавца является хеджирование неполного обяза-

тельства, т.е. вероятность хеджировать обязательство целиком, действуя оп-

тимально, невелика. В данном разделе рассматривается постановка задачи

частичного хеджирования, устраняющая этот недочет [7, 39]. Она выглядит

следующим образом:

min
(V, θ)

V0










Vn = V0 + (Y θ)n > 0, ∀n ∈ N

p (V (τ) > F (τ)) > 1− ε, ∀ τ ∈ T .

Последнее ограничение показывает, что каким бы ни был момент оста-

новки, обязательство должно быть хеджировано полностью с вероятностью,

не меньшей 1− ε, где ε ∈ [0, 1] – заданный уровень значимости.

Таким образом, при определении своей стратегии продавец решает, в

каких состояниях рынка он хеджирует обязательство целиком, а в каких –

нет. При этом во всех состояниях n ∈ N , где намечено неполное хеджирова-

ние, достаточно потребовать только выполнения условия неразорения Vn > 0.

Введем булевы переменные xn ∈ {0, 1} , n ∈ N , описывающие выбор продав-

ца. Тогда задача будет иметь следующий вид:

min
(x, V, θ)

V0






























Vn = V0 + (Y θ)n > Fnxn, ∀n ∈ N
∑

n∈Nτ

pnxn > 1− ε, ∀ τ ∈ T

xn ∈ {0, 1} , ∀n ∈ N .

(2.10)

Решение задачи (2.10) затрудняет большое число ограничений, соот-

ветствующих всевозможным моментам остановки τ ∈ T , и наличие булевых
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переменных. В следующей теореме доказывается свойство монотонности по

времени компоненты x∗ оптимального решения задачи (2.10), а именно пока-

зывается, что

x∗n > x∗m, ∀m ∈ C(n), n ∈ N\NT . (2.11)

Это условие интерпретируется так. Для каждого события ω = (n0, ..., nT) , т.е.

для каждой цепочки последовательных состояний дерева сценариев, ведущей

от корня к конечной вершине, верно следующее: если x∗nt
= 0, то x∗ns

= 0 для

всех s = t + 1, ..., T, и обязательство хеджируется не полностью вплоть до

конечного момента времени.

Теорема 2.2. Всегда найдется такое оптимальное решение (x∗, V ∗, θ∗) за-

дачи (2.10), что x∗ удовлетворяет условию монотонности (2.11).

Доказательство. Зафиксируем оптимальное решение (x∗, V ∗, θ∗) и опреде-

лим процесс x̃ = {x̃(t)} по следующей рекурсивной схеме по t = T, ..., 0:

x̃n = x∗n, ∀n ∈ NT , x̃n = min

{

x∗n,
∑

m∈C(n)

p(m|n)x̃m

}

, ∀n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0.

Аналогично процессу ψ̃ в доказательстве теоремы 2.1 процесс x̃ явля-

ется субмартингалом, так как

x̃n 6
∑

m∈C(n)

p(m|n)x̃m, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1.

и выполнены равенства

min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnx
∗
n = min

τ∈T

∑

n∈Nτ

pnx̃n = x̃0.

Далее определим правило остановки τ̃ ∈ T для каждого события

ω = (n0, ..., nT) ∈ Ω, где nt ∈ Nt :

τ̃(ω) =























T, если x∗nt
>

∑

m∈C(nt)

p(m|nt)x̃m, ∀nt ∈ ω, t = 0, ..., T − 1,

min

{

t

∣

∣

∣

∣

x̃nt
= x∗nt

<
∑

m∈C(nt)

p(m|nt)x̃m

}

иначе.
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Согласно определению τ̃ остановка происходит до момента времени T, если

x̃nt
= x∗nt

= 0, поэтому данное определение эквивалентно следующему:

τ̃(ω) =











T, если x∗nt
= 1, ∀nt ∈ ω, t = 0, ..., T − 1,

min
{

t|x∗nt
= 0
}

иначе.

Другими словами, мы останавливаемся в первом состоянии, в котором

x∗n = 0, или в последнем состоянии пути, если остановка не произошла ранее.

Заметим, что

τ̃ ∈ Argmin
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnx
∗
n.

Для всех состояний m ∈ D(n), следующих за n ∈ Nτ̃ , можно положить

x∗m = 0. Действительно, V ∗
n > Fnx

∗
n > 0, и значение min

τ∈T

∑

n∈Nτ

pnx
∗
n не меняет-

ся. Оптимальное значение целевой функции V ∗
0 также остается неизменным.

Таким образом, оптимальный процесс x∗ удовлетворяет условию (2.11).

Используя данную теорему, можно упростить задачу (2.10), исключив

из нее моменты остановки:

min
(x, V, θ)

V0










































Vn = V0 + (Y θ)n > Fnxn, ∀n ∈ N
∑

n∈NT

pnxn > 1− ε,

xn > xm, ∀m ∈ C(n), n ∈ N\NT

xn ∈ {0, 1} , ∀n ∈ NT .

(2.12)

Следствие 2.3. Любое оптимальное решение задачи (2.12) является опти-

мальным решением задачи (2.10).

Доказательство. По теореме 2.2 множество допустимых решений задачи

(2.10) можно сузить, добавив условие монотонности по x. Покажем, что сни-

мая ограничение xn ∈ {0, 1} для всех n ∈ N\NT , оптимальное значение



64

целевой функции не меняется. Условие неотрицательности xn > 0 для всех

n ∈ N следует из системы неравенств

xaT (n) > . . . > xa(n) > xn > 0, ∀n ∈ NT .

Если найдется состояние ñ ∈ N\NT такое, что xñ > max
m∈C(ñ)

xm, то можно

положить xñ = max
m∈C(ñ)

xm, уменьшая xñ. Действительно,

Vñ > Fñxñ > Fñ max
m∈C(ñ)

xm, xa(ñ) > xñ > max
m∈C(ñ)

xm.

Итак, xn = max
m∈C(n)

xm для каждого n ∈ N\NT , поэтому xn ∈ {0, 1} для всех

n ∈ N . Уменьшение x не затронуло xT . Из условия монотонности (2.11)

∑

n∈Nτ

pnxn >
∑

n∈NT

pnxn

для всех моментов остановки τ ∈ T , поэтому

∑

n∈NT

pnxn = min
τ∈T

∑

n∈Nτ

pnxn > 1− ε.

Таким образом, переход к задаче (2.12) обоснован.

Для полного рынка можно определить упрощенную форму зада-

чи. Согласно [13, теорема 5.15] процесс стоимости портфеля V является

q-мартингалом, т.е.

Vn = Eq [V (t+ 1)|n] =
∑

m∈C(n)

qm
qn
Vm, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1,

где q – единственная мартингальная мера. Поэтому стоимость портфелей в

состояниях n ∈ N\NT однозначно определяется из равенств

Vn = Eq [V (T )|n] , ∀n ∈ N\NT .
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Тогда задачу (2.12) можно переписать без компонент θ в следующем виде:

min
(x, V (T ))

EqV (T )






































Eq [V (T )|n] > Fnxn, ∀n ∈ N

Ep xT > 1− ε,

xn > xm, ∀m ∈ C(n), n ∈ N\NT

xn ∈ {0, 1} , ∀n ∈ NT .

Были проведены численные эксперименты решения задачи в данной

форме с использованием системы моделирования GAMS 23.9 и оптимиза-

ционной библиотеки SCIP. Для бинарной модели рынка с одним рисковым

активом и числом периодов времени T = 5 время расчета решения с погреш-

ностью 4 % составляет менее 0,5 секунды.

В завершении отметим важное замечание о применении смешанных

стратегий. Предполагается, что выбирая значение переменной xn ∈ {0, 1} ,

продавец решает: хеджирует ли он обязательство в этом состоянии рын-

ка целиком или нет. Данную задачу можно рассматривать в форме игры в

условиях неопределенности. Применить смешанную стратегию в этой игре –

означает выбрать значение xn ∈ {0, 1} как реализацию случайной величины,

где xn = 1 с некоторой вероятностью. Пусть xn ∈ [0, 1] для всех n ∈ N , то-

гда переменная xn задает вероятность полного хеджирования обязательства

в состоянии n при условии перехода рынка в это состояние. Но, изменив

условие бинарности, в результате получаем задачу (2.6) при α = 1− ε. Итак,

решение игровой задачи (2.10) в смешанных стратегиях есть решение задачи

(2.6). Отметим, что использование здесь смешанных стратегий согласуется с

подходом Гермейера [3]: если в модели операции есть случайные факторы,

то использование смешанных стратегий оправдано, поскольку рандомизация

выбора не меняет принципиально модель.
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Глава 3

Декомпозиция задачи

оптимального потребления

Задача оптимального потребления исследуется для двух моделей фи-

нансового рынка. В разделе 3.1 рассматриваются деревья сценариев без са-

мопересечений, аналогичные моделям предыдущих разделов. В подразделе

3.1.1 формулируется основная задача, и устанавливаются ее эквивалентные

формы. Описан метод динамического программирования для решения задач

со степенной и логарифмической функциями полезности. В разделе 3.2 рас-

смотрена модель, в которой предполагается, что у деревьев, описывающих

поведение рынка, допускаются самопересечения.

Результаты раздела 3.1 данной главы опубликованы в работе [9] в жур-

нале из перечня ВАК.

3.1. Модель рынка с деревьями сценариев без

самопересечений

В данном разделе поставим и исследуем задачи оптимального потреб-

ления для модели финансового рынка, взятой за основу в предыдущих гла-

вах. Множество состояний рынка имеет структуру дерева. Причем каждая

вершина дерева, кроме корня, имеет единственную вершину-родителя. В раз-

деле 3.2 это требование снимается.

В каждом состоянии рынка n ∈ N инвестор формирует портфель

θn =
(

θ0n, ..., θ
d
n

)

, где θjn – количество бумаг j-го вида, j = 0, 1, ..., d. Приведен-

ная стоимость портфеля θn в состоянии рынка n ∈ N обозначается через Vn
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и равна Vn = Xn · θn – скалярному произведению векторов дисконтированной

стоимости активов Xn и портфеля θn. Пусть cn > 0 – объем средств, потреб-

ляемых инвестором в состоянии n ∈ Nt, t = 0, ..., T. Будем рассматривать

случайный процесс потребления c = {c(t)}, в котором случайная величи-

на c(t) принимает значения cn, n ∈ Nt. Стратегией инвестора назовем пару

(c, θ) , где процесс потребления c = {c(t)} и портфельный процесс θ = {θ(t)}

удовлетворяют условию самофинансирования

Xn · θa(n) = Xn · θn + cn, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T. (3.1)

Пусть v – начальный капитал инвестора. Предположим, что его функция

полезности u : R+ → R возрастает и строго вогнута. В этом случае инвестору

следует тратить весь свой начальный капитал и использовать все конечные

сбережения. Поэтому можно ограничиться стратегиями, удовлетворяющими

условиям v = X0 · θ0 + c0 и Xn · θn = 0 при всех n ∈ NT .

3.1.1. Постановка задачи оптимального потребления

Инвестор выбирает стратегию, максимизирующую суммарную ожида-

емую полезность потребления в течение T периодов торгов. Сформулируем

исходную задачу

max
(c, θ)

∑

n∈N

pnu (cn)







































Xn · θa(n) = Xn · θn + cn, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T

v = X0 · θ0 + c0,

Xn · θn = 0, ∀n ∈ NT

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.2)

Следующая теорема доказана в монографии [53] для полных рынков. Дока-

жем ее аналог для неполных рынков.
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Теорема 3.1. Ограничения задачи (3.2) эквивалентны следующим:















∑

n∈N

qncn = v, ∀ q ∈ Q

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.3)

Доказательство. Возьмем произвольную мартингальную меру q ∈ Q. Учи-

тывая мартингальность процесса X стоимостей активов (1.3), имеем

∑

n∈N

qncn = c0 +
∑

n∈N\{0}

qncn = c0 +
∑

n∈N\{0}

qn
(

Xn · θa(n) −Xn · θn
)

=

= c0 +
∑

n∈N\NT

qnXn · θn −
∑

n∈N\{0}

qnXn · θn =

= c0 +X0 · θ0 −
∑

n∈NT

qnXn · θn = v.

Обратно, пусть процесс c удовлетворяет условиям (3.3). Покажем, что

найдется процесс θ, удовлетворяющий ограничениям задачи (3.2). Система

уравнений



























−X0 · θ0 = c0 − v,

Xn · θa(n) −Xn · θn = cn, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T

Xn · θn = 0, ∀n ∈ NT

(3.4)

разрешима относительно θ по теореме Фредгольма [2]. Действительно, любая

мартингальная мера q ∈ Q является решением сопряженной к (3.4) однород-

ной системы
∑

m∈C(n)

Xmqm = Xnqn, ∀n ∈ N\NT , (3.5)

и ортогональна правой части системы (3.4), так как

(c0 − v) +
∑

n∈N\{0}

qncn =
∑

n∈N

qncn − v = 0.

С другой стороны, при малых α вектор

q̃ = αβq̄ + (1− α)q ∈ Q,
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где q̄ 6= 0 – произвольное решение системы (3.5), α ∈ (0, 1), β = 1/
∑

n∈NT

q̄n

– коэффициент нормировки. Поэтому любое решение системы принадлежит

линейной оболочке множества мартингальных мер и также ортогонально пра-

вой части системы (3.4).

Таким образом, задача (3.2) эквивалентна следующей:

max
c

∑

n∈N

pnu (cn)















∑

n∈N

qncn = v, ∀ q ∈ Q

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.6)

Для того чтобы разработать динамическую схему решения этой задачи,

необходимо представить мартингальную меру в виде произведения условных

мартингальных мер. Так как мартингальная мера q определена на том же

вероятностном пространстве, что и мера p, то для нее также справедливо

представление (1.1), поэтому сумму
∑

n∈N

qncn можно записать в виде

c0 +
∑

n1∈N1

q(n1|0)

[

cn1
+

∑

n2∈C(n1)

q(n2|n1)

[

cn2
+ . . .+

∑

nT∈C(nT−1)

q(nT |nT−1)cnT

]

. . .

]

.

Обозначая суммы через Vnt
, nt ∈ Nt, t = 0, ..., T−1, преобразуем задачу (3.6)

в следующую:

max
(c, V )

∑

n∈N

pnu (cn)















































∑

m∈C(n)

q(m|n) (Vm + cm) = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Q(n), n ∈ N\NT

V0 + c0 = v,

Vn = 0, ∀n ∈ NT

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.7)

Переменные Vn действительно можно интерпретировать как дисконтирован-

ные стоимости портфеля инвестора в состояниях n ∈ N после изъятия части
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этой стоимости на потребление. Покажем это. Из условия самофинансирова-

ния (3.1) следует, что

Vm + cm = Xm · θm + cm = Xm · θn = (Xm −Xn) · θn + Vn, ∀m ∈ C(n).

Домножая на q(m|n) левые и правые части равенств и суммируя по всем

m ∈ C(n), получаем первую группу ограничений задачи (3.7) – закон изме-

нения стоимости портфеля в записи через условные мартингальные меры.

Для дальнейших результатов понадобится установить зависимость

между стоимостью портфеля в любом состоянии рынка и объемами буду-

щего потребления. Из ограничений задачи (3.7) следуют равенства

Vn =
∑

m∈D(n)

q (m|D(n)) cm, ∀ q (·|D(n)) ∈ Q (D(n)) , n ∈ N\NT , (3.8)

где Q (D(n)) – множество условных мартингальных мер q (·|D(n)) , определя-

емых по формуле (1.16).

Равенства системы ограничений (3.6) эквивалентны системе

∑

n∈N

qncn = v, ∀ q ∈ Qext.

Здесь Qext – множество крайних точек замыкания Q. Учитывая теорему 1.2,

приходим к выводу, что первая группа ограничений задачи (3.7) выполнена

для всех q(·|n) ∈ Qext(n).

Замечание 3.1. Метод динамического программирования, описанный далее,

позволяет найти оптимальное решение задачи (3.6). Таким образом, для на-

хождения оптимального портфельного процесса θ∗ необходимо решить систе-

му уравнений (3.4). Причем, определив стоимости портфелей Vn по формуле

(3.8), решения θ∗n можно найти отдельно для каждого состояния n ∈ N .
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Степенная функция полезности

В этом подразделе приведена динамическая схема решения задачи оп-

тимального потребления для следующей функции полезности:

u (x) =
xα

α
, α < 1, α 6= 0.

Целевая функция задачи (3.7) с учетом записи меры p через условные меры

pn =
t−1
∏

s=0

p
(

as(n)| as+1(n)
)

, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T,

принимает вид

Z
def
=
∑

n∈N

pnu (cn) = u (c0) +
T−1
∑

t=0

∑

n∈Nt

∑

m∈C(n)

pmu (cm) = u (c0) +
∑

n1∈N1

p (n1|0)×

×



u (cn1
) +

∑

n2∈C(n1)

p (n2|n1)



u (cn2
) + . . .+

∑

nT∈C(nT−1)

p (nT |nT−1) u (cnT
)



. . .



.

Введем обозначения

Zn
def
=























∑

m∈C(n)

p (m|n) u (cm) , n ∈ NT−1

∑

m∈C(n)

p (m|n) [u (cm) + Zm] , n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 2,
(3.9)

тогда Z = u (c0) + Z0.

Итак, метод динамического программирования для решения задачи

(3.7) состоит в последовательном решении следующих задач для всех n ∈ Nt,

t = T − 1, ..., 0.

Сначала для всех n ∈ NT−1 и любого Vn > 0 необходимо решить задачи

Z∗
n (Vn)

def
= max

(cm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) u (cm)















∑

m∈C(n)

q(m|n)cm = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

cm > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.10)
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Далее последовательно решаем следующие задачи:

Z∗
n (Vn)

def
= max

(cm, Vm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) [u (cm) + Z∗
m (Vm)]















∑

m∈C(n)

q(m|n) (Vm + cm) = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

Vm > 0, cm > 0, ∀m ∈ C(n),

(3.11)

где n ∈ Nt, t = T − 2, ..., 0, Vn > 0. Затем остается решить задачу

Z∗ def= max
(c0, V0)

[u (c0) + Z∗
0 (V0)]











V0 + c0 = v,

V0 > 0, c0 > 0.

(3.12)

Данную схему можно значительно упростить, если воспользоваться од-

нородностью максимумов Z∗
n (Vn) по Vn при всех n ∈ N\NT . Действительно,

имеет место

Теорема 3.2. Для степенной функции полезности u(x) = xα/α, α < 1,

α 6= 0, оптимальное потребление в задаче (3.6) определяется по формулам

c∗0 =
v

1 + (αZ∗
0 (1))

1/(1−α)
,

V ∗
n = c∗n (αZ

∗
n (1))

1/(1−α) , ∀n ∈ N\NT ,

c∗m = c̄∗mV
∗
n , ∀m ∈ C(n), n ∈ N\NT ,

где (c̄∗m, m ∈ C(n)) при n ∈ NT−1 и (c̄∗m, V
∗
m, m ∈ C(n)) , n ∈ Nt, t = 0, ..., T −2,

– соответственно оптимальные решения задач (3.10) и (3.11) при Vn = 1.

Максимум в задаче (3.6) равен

Z∗ =
vα

α

(

1 + (αZ∗
0 (1))

1/(1−α)
)1−α

.

Доказательство. Пусть n ∈ NT−1. Сделаем замену переменных

c̄m
def
=
cm
Vn
, ∀m ∈ C(n). (3.13)
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Легко видеть, что u (cm) = V α
n u (c̄m) для любого m ∈ C(n), поэтому

Z∗
n (Vn) = V α

n Z
∗
n (1) , (3.14)

где Z∗
n (1) обозначает максимум в задаче (3.10) при Vn = 1.

Пусть n ∈ Nt, где t = T − 2, ..., 0. Решение задачи (3.11) можно упро-

стить, исключив из ограничений переменные Vm с помощью необходимых

условий оптимальности. Введем переменные Wm
def
= Vm + cm, m ∈ N , кото-

рые можно интерпретировать как дисконтированные стоимости портфелей в

состояниях m до потребления в этих состояниях. С учетом замены и одно-

родности (3.14) имеем

Z∗
n (Vn) = max

(cm,Wm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) [u (cm) + (Wm − cm)
α Z∗

m (1)]















∑

m∈C(n)

q(m|n)Wm = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

Wm > cm > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.15)

Таким образом, cm ∈ [0,Wm] – единственное ограничение на величину по-

требления в состоянии m ∈ C(n). Точка максимума целевой функции задачи

(3.15) по cm при фиксированных Wm, m ∈ C(n), равна

cm =
Wm

1 + (αZ∗
m (1))1/(1−α)

∈ [0,Wm] ,

так как αZ∗
m (1) > 0. Данное выражение связывает оптимальные величины

потребления и стоимости портфеля в задаче (3.15). Пусть

sm
def
= 1 + (αZ∗

m (1))1/(1−α) .

Тогда Wm = smcm,

u (cm) + (Wm − cm)
αZ∗

m (1) = u (cm) (1 + (sm − 1)α αZ∗
m (1)) = smu (cm) .
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Поэтому при любом n ∈ Nt, исключая переменные Wm, m ∈ C(n), задача

(3.15) эквивалентно сводится к следующей задаче:

Z∗
n (Vn) = max

(cm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) smu (cm)















∑

m∈C(n)

q(m|n)smcm = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

cm > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.16)

Используя замену (3.13) при n ∈ Nt, находим, что Z∗
n (Vn) = V α

n Z
∗
n (1) , где

Z∗
n (1) – максимум в задаче (3.16) с Vn = 1.

Определяем оптимальное значение Z∗
0 (V0) = V α

0 Z
∗
0 (1) и переходим к

решению задачи (3.12). С учетом условия V0 + c0 = v максимум целевой

функции

Z = u (c0) + (v − c0)
αZ∗

0 (1)

по c0 ∈ [0, v] достигается при c∗0 = v/s0.

Так как стоимость портфеля в состоянии n ∈ N можно представить в

виде Vn = Wn − cn = cn(sn − 1), то оптимальное решение задачи (3.6) можно

определить последовательно следующим способом:

c∗0 =
v

s0
, c∗n = c̄∗nc

∗
a(n)

(

sa(n) − 1
)

, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T,

где sn = 1 + (αZ∗
n (1))

1/(1−α) , c̄∗n – оптимальное решение задач (3.10) и (3.16)

при Va(n) = 1. Максимум целевой функции исходной задачи равен

Z∗ = u (c∗0) + (v − c∗0)
α Z∗

0 (1) = s0u (c
∗
0) =

vα

α

(

1 + (αZ∗
0 (1))

1/(1−α)
)1−α

.

Логарифмическая функция полезности

Теорема 3.3. Оптимальный процесс потребления в задаче (3.6) с логариф-

мической функцией полезности является q-мартингалом при q ∈ Q.
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Доказательство. Зафиксируем произвольное t = 0, ..., T − 1. Равенство (3.8)

позволяет выразить стоимость портфеля в момент времени t через объемы по-

требления в следующие за ним моменты времени t+1, ..., T. По определению

(1.16) условной мартингальной меры q(·|D(n)) при каждом фиксированном

n ∈ N\NT для всех m ∈ D(n) выполнено

qm = qnq(m|D(n))

Тогда при t > 0 получаем следующую цепочку равенств:

v =
∑

n∈N

qncn =

t−1
∑

s=0

∑

n∈Ns

qncn +
∑

n∈Nt

qn

(

cn +
∑

m∈D(n)

q(m|D(n))cm

)

=

=

t
∑

s=0

∑

n∈Ns

qncn +
∑

n∈Nt

qnVn.

С помощью этого выражения и равенства (3.8) задачу (3.7) можно переписать

в виде

Z∗ = max
(c, Vn, n∈Nt)





t−1
∑

s=0

∑

n∈Ns

pn ln cn +
∑

n∈Nt

(

pn ln cn +
∑

m∈D(n)

pm ln cm

)











































t
∑

s=0

∑

n∈Ns

qncn +
∑

n∈Nt

qnVn = v, ∀ q ∈ Qext

∑

m∈D(n)

q (m|D(n)) cm = Vn, ∀ q (·|D(n)) ∈ Qext (D(n)), n ∈ Nt

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.17)

В частности, при t = 0 получаем задачу, эквивалентную (3.6),

Z∗ = max
(c, V0)

∑

n∈N

pn ln cn






























c0 + V0 = v,
∑

n∈N\{0}

qncn = V0, ∀ q ∈ Qext

cn > 0, ∀n ∈ N .
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Делаем замены переменных

Wn = Vn + cn, n ∈ N\NT ,

c̄m =
cm
Vn

=
cm

Wn − cn
, m ∈ D(n), n ∈ Nt.

Тогда
∑

m∈D(n)

pm ln cm =
∑

m∈D(n)

pm [ln c̄m + ln (Wn − cn)] =

=
∑

m∈D(n)

pm ln c̄m + pn (T − t) ln (Wn − cn) .

Таким образом, целевая функция записывается так:

Z =
t−1
∑

s=0

∑

n∈Ns

pn ln cn +
∑

n∈Nt

(

pn(ln cn + (T − t) ln(Wn − cn)) +
∑

m∈D(n)

pm ln c̄m

)

.

Для случая t = 0 выполнено равенство W0 = v, поэтому целевая функция

равна

Z = ln c0 + T ln (v − c0) +
∑

m∈N\{0}

pm ln c̄m.

Система ограничений задачи (3.17) выглядит следующим образом:



































































t−1
∑

s=0

∑

n∈Ns

qncn +
∑

n∈Nt

qnWn = v, ∀ q ∈ Qext

∑

m∈D(n)

q (m|D(n)) c̄m = 1, ∀ q (·|D(n)) ∈ Qext (D(n)), n ∈ Nt

cn > 0, ∀n ∈ Ns, s = 0, ..., t− 1

Wn > cn > 0, ∀n ∈ Nt

c̄m > 0, ∀m ∈ Ns, s = t+ 1, ..., T.

При фиксированной величине Wn максимум целевой функции Z по cn,

n ∈ Nt, достигается при

cn =
Wn

T − t+ 1
.
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Преобразуем с учетом этих равенств первую группу ограничений задачи

(3.7). Для всех q(·|n) ∈ Q(n), n ∈ N\NT

∑

m∈C(n)

q(m|n)Wm =Wn − cn ⇔
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm = cn.

В результате, приходим к определению мартингального процесса (1.2). Таким

образом, оптимальный процесс потребления c∗ является q-мартингалом.

Теорема 3.3 позволяет провести декомпозицию исходной задачи на

несколько однопериодных задач. Для этого надо положить

c∗0 =
v

T + 1

и последовательно по t = 1, ..., T определить оптимальный процесс потребле-

ния c∗, решая задачи

max
(cm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

pm ln cm















∑

m∈C(n)

q(m|n)cm = c∗n, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

cm > 0, ∀m ∈ C(n).

3.1.2. Постоянная норма потребления

В данном разделе рассматривается следующая постановка задачи опти-

мального потребления. Будем считать, что отношение величины потребления

к стоимости портфеля зависит только от момента времени. Это отношение

определяется инвестором и обозначается через

γt
def
=

cn
Vn + cn

, n ∈ Nt, t = 0, ..., T.
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Итак, запишем исходную задачу

Z∗ def= max
(γ, c, V )

∑

n∈N

pnu(cn)















































∑

m∈C(n)

q(m|n)(Vm + cm) = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT

V0 + c0 = v,

Vn = 0, ∀n ∈ NT

cn = γt(Vn + cn) > 0, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

(3.18)

Задача (3.18) соответствует задаче (3.7) с добавленными нелинейными

ограничениями cn = γt(Vn + cn), ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

Замечание 3.2. Оптимальное решение задачи (3.18) для логарифмической

функции полезности совпадает с оптимальным решением исходной задачи

(3.7) без ограничения на долю потребления. Действительно, при доказатель-

стве теоремы 3.3 показано, что

V ∗
n = (T − t)c∗n, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T,

т.е. оптимальная доля потребления равна γ∗t = 1/(T − t + 1) и не зависит от

состояния рынка n ∈ Nt.

Перейдем к решению задачи со степенной функцией полезности. Пусть

u(x) = xα/α, α < 1, α 6= 0. Схема метода динамического программирования

аналогична решению задачи оптимального потребления без условия на до-

лю потребляемых средств. Вводя обозначения (3.9) для целевых функций,

переходим к последовательному решению задач (3.10), (3.11), (3.12) с допол-

нительным ограничением. Так как конечные сбережения следует потребить

полностью, имеем γ∗T = 1. С помощью зависимости

cn =
γtVn
1− γt

, ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T,
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исключим все переменные cn из решаемых задач, кроме c0 и c(T ). Таким об-

разом, для решения задачи (3.18) необходимо последовательно решить сле-

дующие задачи для всех n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0 :

Сначала для всех n ∈ NT−1 и любого Vn > 0 необходимо решить задачи

Z∗
n(Vn)

def
= max

(cm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) u(cm)















∑

m∈C(n)

q(m|n)cm = Vn, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

cm > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.19)

Далее, для всех n ∈ Nt−1, t = T − 1, ..., 1, Vn > 0 :

Z∗
n(Vn)

def
= max

(γt, Vm,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n)

[

u

(

γtVm
1− γt

)

+ Z∗
m(Vm)

]































∑

m∈C(n)

q(m|n)Vm = Vn(1− γt), ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

1 > γt > 0,

Vm > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.20)

Затем остается решить задачу

Z∗ def= max
(c0, V0)

[u(c0) + Z∗
0(V0)]











V0 + c0 = v,

V0 > 0, c0 > 0.

Теорема 3.4. Оптимальное решение (γ∗, c∗, V ∗) задачи (3.18) при степен-

ной функции полезности определяется по формулам

c∗0 =
v

1 + (αZ∗
0(1))

1/(1−α)
, γ∗0 =

c∗0
v
,

c∗n =
γ∗t
γ∗t−1

(1− γ∗t−1)V̄
∗
n c

∗
a(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1,

c∗n =
1− γ∗T−1

γ∗T−1

c̄∗nc
∗
a(n), ∀n ∈ NT , γ

∗
T = 1,

V ∗
n =

1− γ∗t
γ∗t

c∗n, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1,
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где (γ∗t , V̄
∗
n ) – оптимальное решение задачи (3.20) при Va(n) = 1 для всех

n ∈ Nt, t = 1, ..., T−1, c̄∗n – оптимальное решение задачи (3.19) при Va(n) = 1.

Доказательство. Пусть n ∈ NT−1. Как и при доказательстве теоремы 3.2

имеем u(cm) = V α
n u(c̄m) для всех m ∈ C(n), где c̄m определяется заменой

(3.13). Тогда Z∗
n(Vn) = V α

n Z
∗
n(1).

Пусть n ∈ Nt−1, t = T − 1, ..., 1. Введем переменные

V̄m
def
=

Vm
Vn(1− γt)

, ∀m ∈ C(n).

Преобразуем целевую функцию задачи (3.20) с учетом замены:

Zn =
∑

m∈C(n)

p (m|n)

[

u

(

γtVm
1− γt

)

+ V α
mZ

∗
m(1)

]

=

= V α
n

∑

m∈C(n)

p (m|n) u(V̄m) [γ
α
t + αZ∗

m(1)(1− γt)
α].

Итак, на данном шаге решается задача

Z∗
n(1) = max

(γt, V̄m,m∈C(n))

∑

m∈C(n)

p (m|n) u(V̄m) [γ
α
t + αZ∗

m(1)(1− γt)
α]































∑

m∈C(n)

q(m|n)V̄m = 1, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n)

1 > γt > 0,

V̄m > 0, ∀m ∈ C(n).

(3.21)

Для окончания решения задачи заметим, что

Z∗ = max
c0∈[0,v]

[u(c0) + (v − c0)
αZ∗

0(1)] ,

тогда

c∗0 =
v

1 + (αZ∗
0(1))

1/(1−α)
, Z∗ =

vα

α

(

1 + (αZ∗
0(1))

1/(1−α)
)1−α

.
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Оптимальное решение задачи (3.18) можно определить последовательно

следующим способом:

c∗0 =
v

1 + (αZ∗
0(1))

1/(1−α)
, γ∗0 =

c∗0
v
,

c∗n =
γ∗t V

∗
n

1− γ∗t
= γ∗t V̄

∗
n V

∗
a(n) =

γ∗t
γ∗t−1

(1− γ∗t−1)V̄
∗
n c

∗
a(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1,

c∗n =
1− γ∗T−1

γ∗T−1

c̄∗nc
∗
a(n), ∀n ∈ NT ,

где пара (γ∗t , V̄
∗
n ) – оптимальное решение задачи (3.21) для всех n ∈ Nt,

t = 1, ..., T − 1, c̄∗n – оптимальное решение задачи (3.19) при Va(n) = 1.

3.2. Модель рынка с деревьями сценариев с

самопересечениями

Ранее в работе предполагалось, что каждая вершина дерева, моделиру-

ющего финансовый рынок, имеет единственного родителя. В данном разделе

это условие снимается. Таким образом, в дереве сценариев могут существо-

вать две различные цепочки последовательных состояний, ведущие из одного

состояния в другое. Например, в стандартной триномиальной модели рынка,

изображенной на рисунке 3.1, считается, что дисконтированная стоимость

единственного рискового актива не меняется, если в процессе изменения сто-

имости число моментов роста равно числу падений. Поэтому число состояний

рынка полиномиально растет с увеличением числа периодов времени [19], а

именно равно
T
∑

t=0

|Nt| =
T
∑

t=0

(2t+ 1) = (T + 1)2.

При тех же моделируемых сценариях изменения рынка в модели без самопе-

ресечений имеем следующее число состояний:

T
∑

t=0

3t =
3T+1 − 1

2
,
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так как | C(n)| = 3 для всех n ∈ N\NT .
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Рисунок 3.1. Триномиальная модель рынка

3.2.1. Описание модели

Обозначим через A(n) вершины из множества Nt−1, предшествующие

вершине n ∈ Nt, t = 1, ..., T. Положим A(0) = 0.

Вероятностная мера p = (pn, n ∈ N ) на Ω приписывает сценариям по-

ведения рынка вероятности p (ω) > 0,
∑

ω∈Ω

p (ω) = 1. Причем для каждой

цепочки последовательных состояний ω = (n0, ..., nT) выполнено

p (ω) =

T
∏

t=1

p (nt|nt−1) .

Вероятности pn перехода рынка в состояние n ∈ N определяются по рекур-

сивной схеме

p0 = 1, pn =
∑

m∈A(n)

pmp (n|m), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T.

Как и раньше будем считать, что мера p задает истинные (статистические)

вероятности событий. Она однозначно определяется по условным вероятност-

ным распределениям p (·|m) = (p (n|m) , n ∈ C(m)) , m ∈ N\NT .

Вероятностная мера q = (qn, n ∈ N ), эквивалентная p (qn > 0 для всех

n ∈ N ), называется мартингальной, если она определяется подобно мере p по
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следующей рекурсивной схеме:

q0 = 1, qn =
∑

m∈A(n)

qmq(n|m), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T,

а условные меры q(·|m) = (q(n|m), n ∈ C(m)) определяются для каждого со-

стояния m ∈ N\NT из условий

Xm =
∑

n∈C(m)

q(n|m)Xn, q(n|m) > 0, ∀n ∈ C(m). (3.22)

Множества условных мер, удовлетворяющих условиям (3.22), обозначим че-

рез Q(m). Пусть Qext(m) – множество крайних точек замыкания Q(m).

Будем считать, что величина потребляемых средств в каждом состоя-

нии рынка зависит от состояний, в которых рынок находится сейчас и нахо-

дился в предыдущий момент времени, т.е. потребление является функцией

от текущей стоимости рискового актива и последнего изменения стоимости

(кратковременного тренда рынка). Поэтому для величины потребления вве-

дем обозначение cmn, где m ∈ A(n). Потребление в начальный момент вре-

мени обозначим за c0. Стратегией инвестора назовем пару (c, θ), где процесс

потребления c = {c(t)} и портфельный процесс θ = {θ(t)} удовлетворяют

условию самофинансирования

Xn · θm = Xn · θn + cmn, ∀m ∈ A(n), n ∈ Nt, t = 1, ..., T.

Пусть v – начальный капитал инвестора. Так как функция полезности u(x)

считается возрастающей и строго вогнутой, инвестору следует тратить весь

свой начальный капитал и использовать все конечные сбережения. Поэтому в

данном разделе также можно ограничиться стратегиями, удовлетворяющими

условиям v = X0 · θ0 + c0 и Xn · θn = 0 для всех конечных состояний n ∈ NT .

Рынки по-прежнему предполагаются безарбитражными и неполными.
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3.2.2. Задача потребления с учетом тренда рынка

Определим исходную задачу оптимального потребления для описан-

ной модели рынка. Вероятность того, что рынок перейдет из состояния m

к следующему за ним n, равна pmp (n|m) . Основные ограничения образова-

ны условиями самофинансирования, начальными и конечными условиями и

неотрицательностью величины потребления. Тогда

max
(c, θ)

∑

n∈N

∑

m∈A(n)

pmp (n|m) u(cmn)







































Xn · θm = cmn +Xn · θn, ∀m ∈ A(n), n ∈ N\{0}

v = c0 +X0 · θ0,

Xn · θn = 0, ∀n ∈ NT

cmn > 0, ∀m ∈ A(n), n ∈ N .

(3.23)

Переходя к следующей задаче, мы разбиваем на два этапа определение

оптимального потребления и портфелей, которые позволяют его реализовать.

max
(c, V )

∑

n∈N

∑

m∈A(n)

pmp (n|m) u(cmn)















































Vm =
∑

n∈C(m)

q(n|m)(cmn + Vn), ∀ q(·|m) ∈ Q(m), m ∈ N\NT

v = c0 + V0,

Vn = 0, ∀n ∈ NT

cmn > 0, ∀m ∈ A(n), n ∈ N .

(3.24)

Теорема 3.5. Задачи (3.23) и (3.24) эквивалентны.

Доказательство. Целевые функции задач одинаковы, поэтому достаточно

показать, что пара (c, θ) является допустимым решением задачи (3.23) тогда

и только тогда, когда пара (c, V ) допустима в задаче (3.24).

Необходимость. Пусть (c, θ) удовлетворяет ограничениям задачи (3.23).

Покажем, что найдется процесс V такой, что пара (c, V ) является допустимой
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в задаче (3.24). Определим V в каждом состоянии n ∈ N по формулам

Vn = Xn · θn. Для произвольного фиксированного m ∈ N\NT домножим на

q(n|m) равенства Xn · θm = cmn + Xn · θn, n ∈ C(m). В результате для всех

q(·|m) ∈ Q(m) имеем:

∑

n∈C(m)

q(n|m)(cmn + Vn) =
∑

n∈C(m)

q(n|m)Xn · θm = Xm · θm = Vm.

Поэтому пара (c, V ) удовлетворяет ограничениям задачи (3.24).

Достаточность. Пусть пара (c, V ) допустима в задаче (3.24). Покажем,

что найдется процесс θ, удовлетворяющий ограничениям задачи (3.23). Вос-

пользуемся теоремой Фредгольма [2]. Перепишем равенства системы ограни-

чений задачи (3.23).



























−X0 · θ0 = c0 − v,

Xn · θm −Xn · θn = cmn, ∀n ∈ C(m), m ∈ N\ (NT−1 ∪NT )

Xn · θm = cmn, ∀n ∈ C(m), m ∈ NT−1.

(3.25)

Так как конечные остатки Xn · θn = 0, можно считать, что θn = 0

для любого n ∈ NT , поэтому эти переменные можно исключить. Однородная

система, сопряженная к (3.25), выглядит так:

∑

n∈C(m)

Xnqmn −Xm

∑

l∈A(m)

qlm = 0, ∀m ∈ N\NT . (3.26)

Переменная qmn соответствует равенству системы (3.25), содержащему пе-

ременную cmn. Проверим, что любое решение системы (3.26) ортогонально

правой части системы (3.25). Будем использовать следующие обозначения:

q(n|m)
def
=

qmn
∑

l∈A(m)

qlm
I

(

∑

l∈A(m)

qlm 6= 0

)

, ∀n ∈ C(m), m ∈ N\NT .

Из доказательства теоремы 3.1 следует, что q(n|m) справедливо считать

условной мартингальной мерой, т.е. q(·|m) ∈ Q(m) для любого m ∈ N\NT .
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Сначала покажем, что

∑

m∈Nt

∑

n∈C(m)

qmn (cmn + Vn) =
∑

k∈Nt−1

∑

m∈C(k)

qkmVm, ∀ t = 0, ..., T − 1.

∑

m∈Nt

∑

n∈C(m)

qmn [cmn + Vn] =
∑

m∈Nt







∑

k∈A(m)

qkm

∑

l∈A(m)

qlm

∑

n∈C(m)

qmn [cmn + Vn]






=

=
∑

k∈Nt−1

∑

m∈C(k)

( qkm
∑

l∈A(m)

qlm

∑

n∈C(m)

qmn [cmn + Vn]
)

=

=
∑

k∈Nt−1

∑

m∈C(k)

qkm
∑

n∈C(m)

qmn
∑

l∈A(m)

qlm
[cmn + Vn] =

=
∑

k∈Nt−1

∑

m∈C(k)

qkm
∑

n∈C(m)

q(n|m) [cmn + Vn] =
∑

k∈Nt−1

∑

m∈C(k)

qkmVm

Учитывая доказанное равенство и условия Vn = 0 для всех состояний

n ∈ NT , запишем скалярное произведение правой части системы (3.25) и

вектора q решений системы (3.26).

−vq0 + c · q = (c0 − v)q0 +
T−1
∑

t=0

∑

m∈Nt

∑

n∈C(m)

qmncmn =

= (c0 − v)q0 +
T−2
∑

t=0

∑

m∈Nt

∑

n∈C(m)

qmncmn +
∑

m∈NT−1

∑

n∈C(m)

qmn [cmn + Vn] =

= (c0 − v)q0 +
T−3
∑

t=0

∑

m∈Nt

∑

n∈C(m)

qmncmn +
∑

m∈NT−2

∑

n∈C(m)

qmn [cmn + Vn] =

= . . . = (c0 − v)q0 +
∑

n∈C(0)

q0n [c0n + Vn] = (c0 − v)q0 + q0V0 = 0

Итак, любое решение системы (3.26) ортогонально правой части системы

(3.25), поэтому найдется допустимый портфельный процесс θ, реализующий

потребление c, такой, что Vn = Xn · θn, n ∈ N .

Следующим шагом является замена множеств условных мартингальных

мер Q(m) множествами Qext(m) в ограничениях задачи (3.24). При каждом
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состоянии m ∈ N\NT ограничение

Vm =
∑

n∈C(m)

q(n|m)(cmn + Vn)

линейно по условной мере q(·|m) ∈ Q(m), поэтому в системе ограничений

достаточно оставить только условия, где q(·|m) ∈ Qext(m). В результате ре-

шаемая задача имеет конечное число линейных ограничений, а число пере-

менных значительно сокращается.

Оптимальный портфельный процесс определяется из условий самофи-

нансирования аналогично теореме 1.1.

3.2.3. Постоянная норма потребления

В данном разделе будем рассматривать такие деревья сценариев, для

которых выполнены следующие условия:

1. Каждая вершина-родитель имеет одинаковое число потомков.

2. Для каждого актива j = 0, ..., d множество значений Rj, которые может

принимать случайная величина доходности

Rj(t) =
Xj(t)−Xj(t− 1)

Xj(t− 1)
,

не зависит от момента времени t = 1, ..., T и состояния, в котором

рынок находится в момент времени t − 1. Кроме того, все значения из

множества Rj принимаются с положительными вероятностями.

3. Каждая вершина-родитель, за исключением конечных, имеет вершину-

потомка с нулевым вектором доходностей. Переход рынка к этому

состоянию не приводит к изменению дисконтированных стоимостей

бумаг. Для аппроксимации произвольных рынков можно считать ве-

роятность такого перехода близкой к нулю. Для каждого состояния

n ∈ N\NT обозначим эту вершину через e(n) (e−1(m) = n ⇔ e(n) = m,

e0(n) = n, e2(n) = e(e(n)) и т.д.).
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При данных требованиях множества крайних точек Qext(m) не зависят от

m ∈ N\NT , и среди них существует вектор q(·|m) = (q(n|m), n ∈ C(m)) с

компонентами

q(n|m) =











1, n = e(m)

0, n 6= e(m).

Простейшим примером дерева, удовлетворяющего данным условиям,

является триномиальная модель рынка, изображенная на рисунке 3.1 на с. 82.

Другой пример – дерево сценариев с пятью потомками у каждой вершины-

родителя – рассматривается в работе [19].

Будем считать постоянной долю потребления

γt =
cmn

cmn + Vn
, ∀m ∈ A(n), n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

В таком случае при любом фиксированном n ∈ N

cm1n

cm1n + Vn
=

cm2n

cm2n + Vn
, ∀m1, m2 ∈ A(n).

Отсюда следуют равенства cm1n = cm2n. Поэтому можно считать, что величи-

на потребления cn определяется только состоянием n ∈ N , в котором рынок

находится в данный момент времени. С учетом теоремы 3.5 и новых обозна-

чений исходная задача с ограничением на долю потребления примет вид

max
(γ, c, V )

∑

n∈N

pnu(cn)



























































Vn =
∑

m∈C(n)

q(m|n)(cm + Vm), ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT

v = c0 + V0,

Vn = 0, ∀n ∈ NT

cn > 0, ∀n ∈ N

γt = cn/(cn + Vn), ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

(3.27)
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Опустим последние ограничения на долю потребления и докажем экви-

валентность следующих задач.

max
(c, V )

∑

n∈N

pnu(cn)















































Vn =
∑

m∈C(n)

q(m|n)(cm + Vm), ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT

v = c0 + V0,

Vn = 0, ∀n ∈ NT

cn > 0, ∀n ∈ N ,

(3.28)

max
c

∑

n∈N

pnu(cn)







































ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT

v =

T
∑

t=0

cet(0),

cn > 0, ∀n ∈ N .

(3.29)

Теорема 3.6. Задачи (3.28) и (3.29) эквивалентны.

Доказательство. Покажем, что для любой допустимой в задаче (3.28) пары

(c, V ) потребление c допустимо в задаче (3.29). Сначала докажем методом

индукции по t = T − 1, ..., 0, что для всех q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ Nt, выполнены

равенства

Ve(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)Vm, ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm.

Для любого n ∈ NT−1 величина Vm = 0 для всех m ∈ C(n). Тогда из

ограничений задачи (3.28) следует, что

Vn = ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm,
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т.е. утверждение верно. Предположим его истинность для любого n ∈ Nt+1,

докажем утверждение при любом n ∈ Nt. Имеем

Ve(n) = ce(e(n)) + Ve(e(n)) =
∑

m∈C(e(n))

q(m|e(n))(cm + Vm) =

=
∑

m∈C(n)

q(e(m)|e(n))(ce(m) + Ve(m)) =

=
∑

m∈C(n)

q(m|n)(ce(m) + Ve(m)) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)Vm.

Далее, учитывая

Vn = ce(n) + Ve(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)(cm + Vm),

окончательно получаем, что ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm для всех n ∈ N\NT .

Затем из условия Vn = ce(n) + Ve(n), n ∈ N\NT , следует, что

v = c0 + V0 = c0 + ce(0) + Ve(0) = . . . =

T
∑

t=0

cet(0).

Первая часть теоремы доказана.

Обратно, докажем, что для любого вектора c, допустимого в задаче

(3.29), найдется такой процесс V = {V (t)} , что пара (c, V ) будет допустимой

в задаче (3.28). Действительно, определим процесс V последовательно при

всех t = T, ..., 0 по формуле

Vn =











0, ∀n ∈ NT

ce(n) + Ve(n), ∀n ∈ Nt, t = T − 1, ..., 0,

при этом будут выполняться равенства

Vn =
∑

m∈C(n)

q(m|n)(cm + Vm), ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT .

По построению процесса V выполнено равенство v = c0 + V0. Теорема полно-

стью доказана.
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Заметим, что в состояниях et(0), t = 0, ..., T, вектор дисконтированных

стоимостей активов не меняется: Xet(0) = X0.

Рассмотрим декомпозицию задачи (3.29) для логарифмической и сте-

пенной функций. Введем следующее обозначение:

c̄n
def
=

cn
cet(0)

, ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T. (3.30)

При u(x) = ln x задача (3.29) будет выглядеть так:

max
(c̄, cet(0), t=0,...,T )

[

∑

n∈N

pn ln c̄n +
T
∑

t=0

ln cet(0)

]



































































c̄e(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)c̄m, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT ,

c̄et(0) = 1, ∀ t = 0, ..., T

c̄n > 0, ∀n ∈ N

v =

T
∑

t=0

cet(0),

cet(0) > 0, ∀ t = 0, ..., T.

В системе ограничений выделяются независимые блоки с переменны-

ми c̄n по t = 1, ..., T и блок, соответствующий единственному ограничению

v =
T
∑

t=0
cet(0). По лемме Гиббса [25, с. 10] оптимальное решение задачи при

фиксированном c̄ равно

c∗et(0) =
v

T + 1
, ∀ t = 0, ..., T.

Итак, вместо решения задачи (3.29) можно независимо для каждого момента

времени t = 1, ..., T решить следующие задачи:

max
c̄(t)

∑

n∈Nt

pnu(c̄n)































c̄e(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)c̄m, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ Nt−1

c̄et(0) = 1,

c̄n > 0, ∀n ∈ Nt.

(3.31)
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Оптимальное решение c∗ задачи (3.29) в результате определяется с помощью

обратной замены

c∗n = c̄∗nc
∗
et(0) =

vc̄∗n
T + 1

, ∀n ∈ N\{0}.

При степенной функции полезности u(x) = xα/α (α < 1, α 6= 0) с

учетом замены (3.30) максимум Z∗ целевой функции задачи (3.29) при фик-

сированных cet(0), t = 0, ..., T, равен

cα0
α

+

T
∑

t=1

cαet(0)Z
∗
t ,

где Z∗
t – максимумы задач (3.31), t = 1, ..., T. В результате применения леммы

Гиббса имеем

c∗0 =
v

1 +
T
∑

t=1
(αZ∗

t )
1/(1−α)

, c∗et(0) =
v (αZ∗

t )
1/(1−α)

1 +
T
∑

t=1
(αZ∗

t )
1/(1−α)

, ∀ t = 1, ..., T,

Z∗ =
vα

α

(

1 +

T
∑

t=1

(αZ∗
t )

1/(1−α)

)1−α

.

Вернемся к ограничению на долю потребления.

Vn =

T−t
∑

s=1

ces(n), ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1,

поэтому, опираясь на теорему 3.6, можно преобразовать задачу (3.28)

max
(γ, c)

∑

n∈N

pnu(cn)



























































ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT

v =
T
∑

t=0

cet(0),

cn > 0, ∀n ∈ N

γt = cn/
T−t
∑

s=0

ces(n), ∀n ∈ Nt, t = 0, ..., T.

(3.32)
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Логарифмическая функция полезности

Следующая теорема показывает, что так же как в модели рынка без

самопересечений оптимальное потребление является q-мартингалом.

Теорема 3.7. Для оптимального решения (γ∗, c∗) задачи (3.32) при лога-

рифмической функции полезности справедливы равенства c∗n = c∗e(n) для

любого n ∈ N\NT .

Доказательство. Из ограничения на долю потребления для всех n ∈ Nt,

t = 0, ..., T − 1, получаем:

γt+1 =
ce(n)

T−t
∑

s=1
ces(n)

, тогда γt =
cn

cn +
T−t
∑

s=1
ces(n)

=
cn

cn + ce(n)γ
−1
t+1

, поэтому

cn =
γt

(1− γt)γt+1
ce(n).

Для упрощения выкладок введем обозначение

βt =
1

T−1
∏

s=t
(1− γs)

, t = 0, ..., T − 1.

Тогда

cn = βtγtceT−t(n), ceT (0) =
c0
β0γ0

=
v

β0
.

Запишем целевую функцию Z задачи (3.32) через переменные γ и

cn, n ∈ NT . Для этого введем следующие обозначения для всех n ∈ NT :

k(n) = max
{

k ∈ N ∪ {0}| e−k(n) ∈ N
}

, p̄n =

k(n)
∑

s=0

pe−s(n).

Итак,

Z =

T
∑

t=0

∑

n∈Nt

pn ln cn =

T−1
∑

t=0

∑

n∈Nt

pn ln
(

βtγtceT−t(n)

)

+
∑

n∈NT

pn ln cn =

=

T−1
∑

t=0

∑

n∈Nt

pn ln (βtγt) +
∑

n∈NT

p̄n ln cn =

T−1
∑

t=0

ln (βtγt) +
∑

n∈NT

p̄n ln cn.
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Сделаем замену c̄n = cn/ceT (0), n ∈ NT . Тогда

Z =

T−1
∑

t=0

ln (βtγt) +
∑

n∈NT

p̄n ln c̄n + ln ceT (0)
∑

n∈NT

p̄n =

= ln











T−1
∏

s=0
γs

T−1
∏

s=0
(1− γs)s+1











+
∑

n∈NT

p̄n ln c̄n + (T + 1) ln

(

v
T−1
∏

s=0

(1− γs)

)

=

= ln

(

T−1
∏

s=0

γs

T−1
∏

s=0

(1− γs)
T−s

)

+
∑

n∈NT

p̄n ln c̄n + (T + 1) ln v.

Система ограничений выглядит так:














































c̄e(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)c̄m, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ NT−1

c̄eT (0) = 1,

c̄n > 0, ∀n ∈ NT

1 > γt > 0, ∀ t = 0, ..., T − 1.

γ∗t = arg max
1>γt>0

ln
(

γt(1− γt)
T−t
)

=
1

T − t+ 1
, ∀ t = 0, ..., T − 1,

и совпадает с оптимальной долей потребления в задаче для модели рынка без

самопересечений (см. замечание 3.2). Тогда для всех n ∈ Nt, t = 0, ..., T − 1,

c∗n
c∗e(n)

=
γ∗t

(1− γ∗t )γ
∗
t+1

= 1.

В результате задача (3.27) сводится к следующей:

max
c(T )

∑

n∈NT

p̄n ln cn































ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ NT−1

ceT (0) = v/(T + 1),

cn > 0, ∀n ∈ NT .
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Остальные компоненты оптимального решения определяются для всех

t = 0, ..., T по следующим формулам:

c∗n = c∗eT−t(n), ∀n ∈ Nt, γ
∗
t =

1

T − t+ 1
.

Итак, по теоремам 3.6 и 3.7 для процесса потребления c∗, оптимального

в задаче (3.27), выполнены равенства

c∗n = c∗e(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)c∗m, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ N\NT ,

поэтому он является q-мартингалом при q ∈ Q.

Степенная функция полезности

Аналогично упростим задачу для функции полезности u(x) = xα/α,

α < 1, α 6= 0. Введем в рассмотрение следующую вспомогательную задачу:

max
c(T )





(

v

ceT (0)
− 1

)α
(

T−1
∑

t=0

ht(c(T ))

)1−α

+ h1−αT (c(T ))



 (3.33)















ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ NT−1

cn > 0, ∀n ∈ NT ,

где

ht(c(T ))
def
=

(

∑

n∈Nt

pnc
α
eT−t(n)

)1/(1−α)

, t = 0, ..., T.

Теорема 3.8. При степенной функции полезности максимум задачи (3.32)

равен максимуму задачи (3.33), а ее оптимальное решение (γ∗, c∗) равно

c∗0 = v − c∗eT (0)

T
∑

t=1

γ̄∗t , c
∗
n = γ̄∗t c

∗
eT−t(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1,

γ∗t =
γ̄∗t
T
∑

s=t
γ̄∗s

, ∀ t = 1, ..., T − 1, γ∗0 =
c∗0
v
, γ∗T = 1, где

γ̄∗t =
(v − c∗eT (0))ht(c

∗(T ))

c∗
eT (0)

T−1
∑

s=0
hs(c∗(T ))

, ∀ t = 1, ..., T − 1, γ̄∗T = 1.
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Доказательство. При доказательстве теоремы 3.7 было показано, что

γ̄t
def
=

cn
ceT−t(n)

=
γt

T−1
∏

s=t
(1− γs)

, ∀ t = 1, ..., T − 1.

Доопределим γ̄T = 1 и докажем индукцией по t = T, ..., 1, что

γt =
γ̄t
T
∑

s=t
γ̄s

. (3.34)

При t = T γT = 1, выражение верно. Предположим его истинность для

момента времени t+ 1 и докажем для момента времени t.

γ̄t =
γt

T−1
∏

s=t
(1− γs)

=
γtγ̄t+1

(1− γt)γt+1
=

γt
1− γt

T
∑

s=t+1

γ̄s,

отсюда получаем равенство (3.34). Следовательно, оно доказано для всех

t = T, ..., 1.

Воспользуемся теоремой 3.6 и подставим в целевую функцию Z задачи

(3.32) следующие выражения:

c0 = v −
T
∑

t=1

cet(0) = v − ceT (0)

T
∑

t=1

γ̄t,

cn = γ̄tceT−t(n), ∀n ∈ Nt, t = 1, ..., T − 1.

Z =
∑

n∈N

pn
cαn
α

=
1

α

[

cα0 +
T
∑

t=1

γ̄αt
∑

n∈Nt

pnc
α
eT−t(n)

]

=

=
1

α

[(

v − ceT (0)

T
∑

t=1

γ̄t

)α

+

T
∑

t=1

γ̄αt h
1−α
t (c(T ))

]

.
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Тогда задача (3.32) принимает вид

max
(γ̄, c(T ))

Z(γ̄, c(T ))














































ce(n) =
∑

m∈C(n)

q(m|n)cm, ∀ q(·|n) ∈ Qext(n), n ∈ NT−1

cn > 0, ∀n ∈ NT

γ̄t > 0, ∀ t = 1, ..., T − 1

γ̄T = 1.

Определим максимум функции Z(γ̄, c(T )) по γ̄t, t = 1, ..., T − 1.

Z ′
γ̄t = 0 ⇔

(

ceT (0)
)1/(α−1)

(

v − ceT (0)

T
∑

s=1

γ̄s

)

=
γ̄t

ht(c(T ))
, ∀ t = 1, ..., T − 1.

Отсюда

γ̄t =

(

v − ceT (0)
)

ht(c(T ))

ceT (0)
T−1
∑

s=0
hs(c(T ))

, ∀ t = 1, ..., T − 1.

Подставим эти выражения в Z(γ̄, c(T )).

Z(c(T )) =
1

α





















v − (v − ceT (0))

T
∑

t=1

ht(c(T ))

T−1
∑

t=0

ht(c(T ))











α

+
T
∑

t=0

(v − ceT (0))
αht(c(T ))

cα
eT (0)

(

T−1
∑

s=0
hs(c(T ))

)α











=

=
1

α





(

v

ceT (0)
− 1

)α
(

T−1
∑

t=0

ht(c(T ))

)1−α

+ h1−αT (c(T ))



 .

В результате решение задачи (3.27) сводится к решению задачи (3.33).
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Заключение

Основные результаты и выводы работы заключаются в следующем:

1. Предложен метод динамического программирования для решения зада-

чи полного хеджирования обязательства европейского типа. Метод со-

стоит в последовательном решении однопериодных взаимодвойственных

задач линейного программирования. Для решения ряда задач частично-

го хеджирования разработаны декомпозиционные методы. Исследовано

обобщение данных методов для решения задачи управления портфелем

при наличии дивидендных выплат.

2. Проведен анализ оптимального решения многопериодной задачи Марко-

вица при дополнительном требовании на стратегию инвестора. Описы-

ваются допустимые значения параметров модели, при которых процесс

покупки и продажи ценных бумаг не приводит инвестора к техническо-

му банкротству. В работах, изучающих решение задачи Марковица в

различных постановках, вопрос разорения не ставился, что с практиче-

ской точки зрения некорректно.

3. Игровые задачи, связанные с неопределенностью поведения продавца

обязательства, относятся к задачам большой размерности, так как чис-

ло стратегий покупателя обязательства растет сверхэкспоненциально.

Поэтому вопрос декомпозиции таких задач является принципиальным.

Доказано существование оптимальных выравнивающих стратегий в за-

дачах частичного хеджирования обязательств американского типа в

условиях неопределенности. Это позволило эквивалентно перейти к ре-

шению задач линейного программирования приемлемой размерности. В

задаче хеджирования с фиксированной вероятностью также существен-

но снижено число ограничений.
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4. Разработаны методы решения задач оптимального потребления для

двух наиболее популярных типов дискретных моделей финансового

рынка, в частности описан метод динамического программирования.

На основе однородности функции Беллмана получены аналитические

формулы для решения данных задач со степенной и логарифмической

функциями полезности. Такие формулы для дискретных постановок за-

дач оптимального потребления найдены впервые.

Полученные в диссертационной работе результаты позволяют сократить

размерность оптимизационных задач, получить решения более оперативно.

Поэтому они могут быть использованы для создания программных систем

для финансовых учреждений, которые занимаются оценкой и хеджированием

обязательств, построением торговых стратегий.
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