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Общая характеристика работы

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â áèîëî-

ãèè. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñòðîé ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè. Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî

îïòèìèçàöèîííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, â êàæäîì èç êî-

òîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà. Ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèé

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ñòðàòå-

ãèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïîñòàâëåííûõ çàäà÷àõ ìîãóò èìåòü äîñòàòî÷íî

ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.

Актуальность работы

Áèîëîãè÷åñêèå íàóêè è, â ÷àñòíîñòè, ìåäèöèíà ñòàëêèâàþòñÿ âñå ÷àùå ñ âîïðî-

ñàìè, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ. Äàæå åñëè ìíîãèå èç ïðîáëåì áèîëîãèè ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè òåõíè÷åñêè

ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü âñþ

ïðîáëåìàòèêó è ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà â öåëîì, òðåáóþòñÿ äåéñòâèòåëüíî õî-

ðîøî ïîäãîòîâëåííûå ìàòåìàòèêè. Ýòîò ïàðàäîêñ ïðîèñõîäèò èç-çà ñëîæíîñòè

ïåðåõîäà îò çàäà÷è â åå áèîëîãè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ê ìíîãî÷èñëåííîé êîë-

ëåêöèè èíñòðóìåíòîâ è ìåòîäîâ äëÿ åå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ

èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â íîâûõ ñèòóàöèÿõ.

Ïî ïðè÷èíå âñå áîëüøåãî ðàñïðîñòðàíåíèå ðàêà âñå áîëüøåå çíà÷åíèå èìå-

åò óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ïðîöåññà çàáîëåâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ðàçâèòèå è èçó÷å-

íèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàêà, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ íàõîæäåíèå óñïåøíûõ

ñòðàòåãèé áîðüáû ñ ýòèì çàáîëåâàíèåì.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îñòðîé ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè íà÷àëîñü â

ñåðåäèíå 70-õ ñ ðàáîò Ëåáîâèöà è Ðóáèíîâà1,2,3. ×óòü ïîçæå Ñâîí è Âèíñåíò4

ïðåäëîæèëè àíàëèç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ òåðàïèè ìíîæåñòâåííîé ìè-

1 Rubinow S. I., Lebowitz J. L. A mathematical model of neutrophil production and control in normal man//
J. of Mathematical Biology. 1975. Nr. 1. P. 187-225.

2 Rubinow S. I., Lebowitz J. L. A mathematical model of the acute myeloblastic leukemic state in man //
Biophys. J. 1976. Nr. 16. P. 897-910.

3 Rubinow S. I., Lebowitz J. L. A mathematical model of the chemotherapeutic treatment of acute myeloblastic
leukemia // Biophys. J. 1976. Nr. 16. P. 1257-1271.
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åëîìû èììóíîãëîáóëèíà . Îíè ñäåëàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàêîâûå êëåòêè

𝐿(𝑡) ðàñòóò ïî çàêîíó Ãîìïåðöà, à ýôôåêò âëèÿíèÿ òåðàïèè 𝑓(𝑣) îïèñûâàåòñÿ

çàêîíîì Ìèõàýëèñà-Ìåíòåíà. Êðîìå òîãî, áûëî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî â ìîìåíò

âðåìåíè 𝑡 ââåäåííàÿ äîçà ëåêàðñòâà 𝑣(𝑡) îñòàåòñÿ â òå÷åíèè äàííîãî âðåìåíè

êîíñòàíòîé 𝛾. Äàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâåëè ê ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè:

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛼𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐿(𝑡)

Θ

)︂
− 𝑓(𝑣)𝐿(𝑡),

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣(𝑡).

(1)

Öåëüþ îïòèìèçàöèè â èõ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ðàêîâûõ

êëåòîê ïðè îäíîâðåìåííîì óìåíüøåíèè îáùåãî òîêñè÷åñêîãî ýôôåêòà ìåäè-

êàìåíòà.

Àôåíÿ è Êàëäåðîí5 ïðåäëîæèëè ðàñøèðåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü,

êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó íîðìàëüíûõ 𝑁 è ëåéêåìè÷åñêèõ 𝐿 êëåòîê ïðè

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êëåòêè îáîèõ òèïîâ ðàçìíîæàþòñÿ ïî çàêîíó Ãîìïåðöà.

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑙

𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡),

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑛

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡) · 𝐿(𝑡).

(2)

Â (2) êîíñòàíòû 𝑟𝑙 è 𝑟𝑛 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðîæäåíèÿ ëåé-

êåìèéíûõ è íîðìàëüíûõ êëåòîê, ñîîòâåòñòâåííî, 𝛾𝑙, 𝛾𝑛 îáîçíà÷àþò êîýôôè-

öèåíòû ñìåðòíîñòè êëåòîê îáîèõ òèïîâ, à 𝑐 ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñîðåâ-

íîâàíèÿ ìåæäó ëåéêåìè÷åñêèìè è íîðìàëüíûìè êëåòêàìè. 𝐴𝑙 è 𝐴𝑛 ÿâëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêèìè ãðàíèöàìè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé êëåòîê îáîèõ òèïîâ.

4 Swan G. W., Vincent T. L. Optimal control analysis in the chemotherapy of IgG multiple myeloma // Bull.
Math. Biol. 1977. Nr. 39. P. 317-337.

5 Afenya E. K., Calderón C. P. A brief look at a normal cell decline and inhibition in acute leukemia // J.
Can. Det. Prev. 1996. 20(3). P. 171-179.
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Â ðàáîòå Àôåíÿ6 ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2) ðàñøèðåíà òàêèì îáðàçîì,

÷òî â íåé ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå òåðàïèè íà êëåòêè îáîèõ òèïîâ.

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑙

𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡) − 𝑘𝑢(𝑡)𝐿(𝑡),

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑛

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡)𝐿(𝑡) − 𝑙𝑢(𝑡)𝑁(𝑡).

(4)

Â (4) òåðàïåâòè÷åñêèé ýôôåêò ìîäåëèðóåòñÿ âû÷èòàíèåì âûðàæåíèé

𝑘𝑢(𝑡)𝐿(𝑡) è 𝑙𝑢(𝑡)𝑁(𝑡), ãäå 𝑘, 𝑙 ∈ R+ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì âîçäåéñòâèÿ ëå-

êàðñòâà 𝑢(𝑡) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íà ëåéêåìèéíûå è íîðìàëüíûå êëåòêè ñîîò-

âåòñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ àâòîðîì ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì (4) è

ñîñòîèò èç òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐿𝑎
𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡) − 𝑓𝑙(ℎ)𝐿(𝑡),

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝑁𝑎

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡) · 𝐿(𝑡) − 𝑓𝑛(ℎ)𝑁(𝑡),

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾ℎℎ(𝑡) + 𝑢(𝑡).

(5)

Â (5) ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ïîõîæè íà ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ â ìîäå-

ëè (4), íî ýôôåêò õèìèîòåðàïèè ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé òåðàïèè

𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}, êîòîðûå çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâà ℎ(𝑡) â îðãàíèçìå

ïàöèåíòà. Òðåòüå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó êîíöåí-

òðàöèè ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå, ïðè ýòîì 𝛾ℎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò

äèññèïàöèè ëåêàðñòâà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òèïà ôóíêöèé òåðàïèè:

1) Âîçðàñòàþùàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè, íàïðèìåð,

6 Afenya E. K. Acute leukemia and chemotherapy: a modeling viewpoint // Math. Biosci. 1996. Nr. 138. P.
79-100.
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𝑓𝑖(ℎ) =
𝜆𝑖ℎ

𝑘 + ℎ
, 𝜆𝑖, 𝑘 ∈ R+, 𝑖 = {𝑙, 𝑛}. (6)

Ýòà ôóíêöèÿ òåðàïèè îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ïî çàêîíó Ìèõàýëèñà-

Ìåíòåíà. Ïðè óâåëè÷åíèè ℎ çíà÷åíèå ôóíêöèè òåðàïèè ñòðåìèòñÿ ê 𝜆𝑖. Â

îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå ñëå-

äóþùèõ óñëîâèé:

𝑓(ℎ) > 0 , 𝑓 ′(ℎ) > 0 äëÿ ℎ > 0, 𝑓(0) = 0.

2) Ïðèìåðîì íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, ìîæåò ñëóæèòü,

𝑓(ℎ) = 𝛼𝑖ℎ𝑒
−𝑏ℎ, 𝛼𝑖, 𝑏 ∈ R+, 𝑖 = {𝑙, 𝑛} (7)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåì:

𝑓(ℎ) > 0 äëÿ ℎ > 0 ; 𝑓(0) = 0 ; 𝑓 ′(ℎ) > 0 äëÿ 0 < ℎ < ℎ𝑚 ;

𝑓 ′(ℎ𝑚) = 0 ; 𝑓 ′(ℎ) < 0 äëÿ ℎ > ℎ𝑚.

Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè îïèñûâàåò òåðàïèþ ñ ïîðîãîâûì ýôôåê-

òîì: òåðàïåâòè÷åñêèé ýôôåêò ðàñòåò äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, à çàòåì ïà-

äàåò ïðè ℎ > ℎ𝑚. Ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò òåðàïèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ℎ = ℎ𝑚 .

Äàííîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåò, íàïðèìåð, íåâîñïðèèì÷èâîñòü (ðåçèñòåíòíîñòü)

ê ëåêàðñòâó.

Â äàííîé äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ ÷åòûðå ðàçíûõ îïòèìè-

çàöèîííûõ ïîäõîäà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå öåëåâûå ôóíêöèîíà-

ëû. Öåëü òåðàïèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: максимально уменьшить количество лейкемийных клеток и попытать-

ся удерживать количество здоровых клеток около некоторого критического

значения. Ýòî âåäåò ê ñëåäóþùèì öåëåâûì ôóíêöèÿì:
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Φ𝑃𝑀𝑃 (𝐿(𝑇 ), 𝑁(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 (8)

Φ𝑀𝑂𝑂1
(𝐿(𝑇 )) = 𝐿(𝑇 ) → inf è Φ𝑀𝑂𝑂2

(𝑁(𝑇 )) → sup (9)

Φ𝑆(𝐿(𝑇 ), 𝑁(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑇 )2, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿(𝑇 )2 + 𝛽(𝑁(𝑇 ) − ̂︀𝑁)2, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (10)

Â äîïîëíåíèå, ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ââîäèìîãî ëåêàðñòâà â

ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 è êîíöåíòðàöèþ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå:

0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑅 è ℎ(𝑡) ≤ 𝑄, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 − ôèêñèðîâàíî , (11)

ñ çàäàííûìè êîíñòàíòàìè 𝑅,𝑄 ∈ R+, êîòîðûå çàâèñÿò îò êëèíè÷åñêèõ äàííûõ

ïàöèåíòà.

Цель диссертации

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñòðîé ìèåëî-

èäíîé ëåéêåìèè, à òàêæå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ

ïîäõîäîâ ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ.

Методы исследования

Îñíîâíûìè èñïîëüçóåìûìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ: ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî è àíà-

ëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà Ïîíòðÿãèíà, ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, à òàêæå ìåòîä
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õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ðåàëè-

çàöèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðîèçâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìå-

òîäîâ òàêèõ, êàê ìåòîä ïðîãîíêè Êðûëîâà-×åðíîóñüêî, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî

ñïóñêà, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

(äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ìîäåëèðóþòñÿ ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ).

Научная новизна

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áèî-

ëîãèè, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå áîëüíûõ è çäîðîâûõ êëåòîê ñ ëåêàðñòâåí-

íûì ñðåäñòâîì, è ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â òåîðèè îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ìåòîäîâ.

Научное и практическое значение

Ïðåäñòàâëåííûå îïòèìèçàöèîííûå ïîäõîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî

â ïëàíèðîâàíèè ëå÷åíèÿ, íî òàêæå è äëÿ ìíîæåñòâà äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè-

÷åñêîé áèîëîãèè è èíæåíåðèè. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,

êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â çàäà÷å ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, òàêæå áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæåò

óìåíüøèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è. Áîëüøå òîãî, òàê íàçûâàåìîå ¾àëüòåðíàòèâíîå

óïðàâëåíèå¿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè îãðàíè÷åííîì çíàíèè ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àïïàðàòà. Ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèå ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ìîæåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì.

Апробация

Ðåçóëüòàòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

¾Mathematical Oncology: New Challenges for systems Biomedicine¿ â Èòà-

ëèè 2011, ¾The 19th International Conference MATHEMATICS. COMPUTING.

EDUCATION¿ â Ðîññèè â 2012 ãîäó è ¾Mathways into Cancer¿ â Èñïàíèè
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â 2012 ãîäó. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû äàííîé äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû â

2009 â êëèíèêå óíèâåðñèòåòà ãîðîäà Ìàííõàéì. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â

äàííîé äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ àâòîðó áûëà ïðèñóæäåíà ¾Ôîíä-Êîíàíö¿ -

ñòèïåíäèÿ â 2012 ãîäó.

Публикации

Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ïÿòü ðàáîò, èç íèõ ÷åòûðå â æóð-

íàëàõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ [1,2,3,5] è îäíà â òåçèñàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè [4].

Âî âñåõ ðàáîòàõ àâòîðîì ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

ïðîôåññîð À.Ñ. Áðàòóñü. Àâòîðó ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: òåîðå-

òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè [1�

3], ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

è çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [2,3], ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà [5].

Ê ïóáëèêàöèÿì [1-4] âñå ìàòåðèàëû áûëè ïîäãîòîâëåíû àâòîðîì äèññåðòà-

öèè, ïîäãîòîâêà ìàòåðèàëîâ ê ïóáëèêàöèè [5] îñóùåñòâëÿëàñü ñîâìåñòíî ñ È.Å.

Åãîðîâûì.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêîå ïî÷òåíèå è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó À.Ñ. Áðàòóñþ. Åãî ïîíèìàíèå, ïîääåðæêà è ëè÷íîå

ðóêîâîäñòâî îáåñïå÷èëè õîðîøèé ôóíäàìåíò äëÿ íàó÷íîãî ðàçâèòèÿ àâòîðà è

ñîçäàíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Òàêæå àâòîð õî÷åò âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Åëåíå

Ôèììåëü çà ïîääåðæêó â òå÷åíèå âðåìåíè ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé, ê.ô.-ì.í.

Þ.Ñ. Ñåìåíîâó è ä.ô.-ì.í. Ä.Â. Þð÷åíêî çà êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû

ïî ðàçëè÷íûì ÷àñòÿì äàííîé ðàáîòû.

Личный вклад автора

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî-

ñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû.
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Структура и объем диссертации

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîÿò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, ëåìì è

òåîðåì âûïîëíÿåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè è ñòðóêòóðèðîâàíû âíóòðè ãëàâ. Ïåðâîå

÷èñëî îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, à âòîðîå íîìåð ôîðìóëû, òåîðåìû èëè ëåììû.

Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 122 ñòðàíèö.

Краткое содержание работы

Âî введении ïðåäñòàâëåíû öåëü äàííîé äèññåðòàöèè, èñòîðè÷åñêîå ðàçâèòèå

îáëàñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, àêòóàëüíîñòü òåìû, êðàòêîå ñîäåðæàíèå

ðàáîòû è îáçîð ëèòåðàòóðû íà òåìó äèññåðòàöèè.

Â первой главе äàííîé äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ îï-

òèìèçàöèîííîé çàäà÷è (5), (8), (11). Äðóãèìè ñëîâàìè, öåëåâîé ôóíêöèîíàë

ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî ëåéêåìèéíûõ êëåòîê 𝐿, åñëè ÷èñëî íîðìàëüíûõ

êëåòîê 𝑁 áîëüøå ëèáî ðàâíî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , è ìèíèìèçèðóåò êîëè-

÷åñòâî ëåéêåìèéíûõ êëåòîê è ñ íåêîòîðûì âåñîì ðàçíèöó ìåæäó êðèòè÷åñêèì

óðîâíåì ̂︀𝑁 è êîëè÷åñòâîì íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁 èíà÷å.

Äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5) ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðå-

ìåííûõ:

𝑙 = 𝑙(𝑡) = ln
𝐿𝑎
𝐿(𝑡)

, 𝑛 = 𝑛(𝑡) = ln
𝑁𝑎

𝑁(𝑡)
. (12)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= −𝑟𝑙 𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ),

𝑑𝑛

𝑑𝑡
= −𝑟𝑛 𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ),

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −𝛾ℎ ℎ+ 𝑢(𝑡),

(13)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑙(0) = ln 𝐿𝑎

𝐿0
, 𝑛(0) = ln 𝑁𝑎

𝑁0
, ℎ(0) = 0 è 𝑐𝑎 = 𝑐𝐿𝑎.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåâîé ôóíêöèîíàë (8) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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Φ𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (14)

Â разделе 1.1 ðåøàþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è (13), (14) áåç ôàçîâûõ îãðà-

íè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ℎ(𝑡) â îðãàíèçìå ïàöèåíòà.

Òîãäà ãàìèëüòîíèàí è ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛) + 𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢).

Òàê êàê 𝐻 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííîé 𝑢, òî ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê 𝑢 = 0 èëè 𝑢 = 𝑅 åñëè 𝜓3 ̸= 0. Èíà÷å ãîâîðÿ,

óïðàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 𝜓3 > 0,

0, åñëè 𝜓3 < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅], åñëè 𝜓3 = 0.

(15)

Åñëè 𝜓3 = 0 íà âñåì ïîäèíòåðâàëå 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ], òî îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå íàçûâàþò îñîáûì (singular control). Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà, èáî íåò èíôîðìàöèè î ìàêñèìóìå ãàìèëüòîíèàíà.

Â разделе 1.1 äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ôóíêöèé ïåðåêëþ-

÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó:

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

𝜕𝑙
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡) · 𝑐𝑎 𝑒−𝑙(𝑡),

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

𝜕𝑛
= 𝑟𝑛 · 𝜓2(𝑡),

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

𝜕ℎ
= −𝜓1(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
− 𝜓2(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝛾ℎ · 𝜓3(𝑡)

(16)
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ñî ñëåäóþùèìè òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè:

𝜓1(𝑇 ) = −𝜕Φ𝑃𝑀𝑃

𝜕𝑙(𝑇 )
= 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 )

𝜓2(𝑇 ) = 𝜕𝐶𝑙𝑛(𝑇 )Φ (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, åñëè 𝑁(𝑇 ) > ̂︀𝑁,
{︀
−𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 )}︀ , åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁,
{︀
−𝜈𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) : 𝜈 ∈ [0, 1]
}︀
, åñëè 𝑁(𝑇 ) = ̂︀𝑁.

𝜓3(𝑇 ) = −𝜕Φ𝑃𝑀𝑃

𝜕ℎ(𝑇 )
= 0.

(17)

Èç (16) è (17) î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òåðìèíàëüíîå êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëå-

òîê 𝑁(𝑇 ) áîëüøå ëèáî ðàâíî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , òî ñîïðÿæåííûå ïåðå-

ìåííûå 𝜓2(𝑡) = 0, 𝜓1(𝑡) > 0 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] è òîãäà ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠) ·
𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠)

𝑑ℎ(𝑠)
𝑑𝑠. (18)

Äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàäàíî êàê 𝑢*(𝑡) = 𝑅 äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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Ðèñ. 1: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
Справа: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè òåðàïèè.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè ýòî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïå-

ðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ:

1. 𝑢*(𝑡) = 𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], если ℎ𝑚 > 𝑅
𝛾ℎ

2.

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], åñëè 𝜓30 < 𝑀

𝑅 äëÿ 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚] è 𝛾ℎ
𝑏 äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚, åñëè 𝜓30 = 𝑀,

где 𝑀 =
𝑡𝑚∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝜆𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

[︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

]︁)︂
𝑑𝑡 и

𝑡𝑚 : ℎ(𝑡𝑚) = ℎ𝑚.

Cëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿò èç äâóõ ñòà-

äèé: ïåðèîäà ýôôåêòèâíîé òåðàïèè ñ 𝑢* = 𝑅 ïîêà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà ℎ íå äîñòèãíåò óðîâíÿ ℎ𝑚 (òî åñòü 𝑓𝑖(ℎ𝑚) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì

ýôôåêòîì òåðàïèè íà êëåòêè îáîèõ òèïîâ), à òàêæå ïåðèîäà ñ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 äëÿ

ïîääåðæàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà ïðîâîäèìîé òåðàïèè.

13



0 2 4 6 8 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

non-dimensional time

u
∗
(t
)

Optimal Control Function

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
x 10

4

non-dimensional time

Φ
∗
(t
)

Time Response of the Objective Function

Ðèñ. 2: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
Справа: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè.

Ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîâîëüíû ðàçëè÷íû, êîãäà òåðìè-

íàëüíîå êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁(𝑇 ) ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 .

Çäåñü ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ 𝜓2(𝑡) îòðèöàòåëüíà è ñòðîãî óáûâàåò íà [0, 𝑇 ]

è ïîýòîìó ïîâåäåíèå 𝜓1(𝑡) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿì 𝑁(𝑇 ) è 𝐿(𝑇 ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠
(︂
𝜓1(𝑠)

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠)

𝑑ℎ(𝑠)
+ 𝜓2(𝑠)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)

)︂
.

Ïîýòîìó òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ìåæäó ïàðàìåòðàìè 𝑟𝑙, 𝑟𝑛. Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ

𝜉(𝑡) = 𝜆𝑙𝑒
−𝑟𝑙𝑡𝜓1(𝑡) + 𝜆𝑛𝑒

−𝑟𝑙𝑡𝜓2(𝑡), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè.

Êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè 𝜉(𝑡) îïðåäåëÿåò ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëÿ-

þùåé ôóíêöèè. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜉(𝑡):

(i) имеет максимум один ноль, если 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑛 или

(ii) может иметь больше одного нуля, если выполняется
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𝑟𝑙 > 𝑟𝑛 è 𝑙(𝑡) = ln
𝜒𝑙𝑐𝑎

𝜒𝑛(𝑟𝑙 − 𝑟𝑛)
,

где 𝜒𝑖 = 𝜆𝑖 для монотонных функций терапии и 𝜒𝑖 = 𝛼𝑖 для немоно-

тонных, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}.

Замечание: 𝑙(𝑡) = ln 𝜒𝑙𝑐𝑎
𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛) соответствует 𝐿(𝑡) = 𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝐿𝑎

𝜒𝑙𝑐𝑎
.

Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìîæíî ñäåëàòü îáùåå ïðåäïîëîæåíèå î êîëè÷åñòâå

íóëåé ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ, îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Теорема 1 Количество нулей функции переключения 𝜓3(𝑡) на интервале

[0, 𝑇 ] не превосходит:

(i) количество нулей функции 𝜉(𝑡) на [0, 𝑇 ] увеличенное на единицу в случае

монотонной функции терапии.

(ii) количество нулей функции 𝜉(𝑡) (1 − 𝑏ℎ(𝑡)) на [0, 𝑇 ] увеличенное на

единицу в случае немонотонной функции терапии.
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Ðèñ. 3: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
Справа: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè.
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Â разделе 1.2 ìîäåëèðóåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ℎ(𝑡) ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè øòðàôà:

𝜙(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

𝜅(𝑄− ℎ(𝑡))3, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(19)

ãäå 𝜅 ∈ R+ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Èäåÿ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ñîñòî-

èò â ðàñøèðåíèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, è òàêèì îáðàçîì âëèÿíèÿ íà ôóíêöèþ

ïåðåêëþ÷åíèÿ, åñëè îãðàíè÷åíèå íàðóøàåòñÿ. Ñëåäñòâåííî, öåëåâîé ôóíêöèî-

íàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙, 𝑛, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) −
𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )) −

𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁.
(20)

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ïðè-

ìóò ñëåäóþùèé âèä:

𝐻 = 𝜓0𝜙+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ãäå 𝜓0 = −1 èç-çà âëèÿíèÿ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3 íà øòðàôíóþ ôóíêöèþ.
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𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)𝑓
′
𝑙 (ℎ) − 𝜓2(𝑡)𝑓

′
𝑛(ℎ) + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

−3𝜅(𝑄− ℎ)2 − 𝜓1(𝑡)𝑓
′
𝑙 (ℎ) − 𝜓2(𝑡)𝑓

′
𝑛(ℎ) + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(21)

ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (17).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, áûëî

çàìå÷åíî, ÷òî äàæå çäåñü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò (15). Åñëè

æå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (ℎ(𝑡) > 𝑄) íàðóøàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) = 0.
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Ðèñ. 4: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Справа: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðî-
âûõ êëåòîê äëÿ çàäà÷è ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè
òåðàïèè.

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ìîæíî óâèäåòü èç ðèñóíêîâ ÷òî

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòàðòóåò ñ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ 𝑢(𝑡) = 𝑅

äî ℎ(𝑡) = 𝑄. Çàòåì ýòî çàðàíåå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå 𝑄 óäåðæèâàåòñÿ âïëîòü

äî òî÷êè 𝑁 = ̂︀𝑁 . Çäåñü èìååò ìåñòî èíòåðâàë íåîñîáîãî, ðåëåéíîãî (¾bang-

bang¿) óïðàâëåíèÿ äëÿ óäåðæèâàíèÿ êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê 𝑁 , ðàâíûì

êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ̂︀𝑁 .

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå
𝑇∫︀
0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑍, 𝑍 ∈ R+ íà îáùåå êîëè-

÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, ââîäèìîãî ïàöèåíòó, êîòîðîå ìîæåò áûòü èí-

òåðïðåòèðîâàíî êàê ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîð â ïðîöåññå òåðàïèè. Òîãäà øòðàô-

íàÿ ôóíêöèÿ è äîïîëíèòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

𝑦(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠, ãäå
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)

è

𝜈(𝑦(𝑇 )) =

{︃
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

𝜌(𝑦(𝑇 ) − 𝑍), åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍,
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ãäå 𝜌 äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí êàê ìîäèôè-

êàöèÿ (20):

𝐽𝑒𝑥𝑡((𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡), 𝜈(𝑦(𝑇 ))) = 𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡)) + 𝜈(𝑦(𝑇 )).

Äëÿ äàííîé ðàñøèðåííîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû ãàìèëüòîíèàí ïðè-

ìåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

𝐻 = 𝜓0𝜑+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢) + 𝜓4𝑢.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çà-

ïèøåòñÿ â âèäå

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 𝜓3 + 𝜓4 > 0,

0, åñëè 𝜓3 + 𝜓4 < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅], åñëè 𝜓3 + 𝜓4 = 0 .

Ê óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè (16) íóæíî äîáàâèòü
𝑑𝜓4(𝑡)
𝑑𝑡 = −𝜕𝐻

𝜕𝑦 = 0. Èç òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ 𝜓4(𝑇 ) = − 𝜕𝐽𝑒𝑥𝑡
𝜕𝑦(𝑇 ) èìååì

𝜓4(𝑇 ) =

{︃
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

−𝜌, åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè÷åñòâî

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íàðóøàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (𝜓3+𝜓4) ñòà-

íîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è òîãäà 𝑢(𝑡) = 0. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óïðàâ-

ëåíèå 𝑢* = 0, åñëè
𝑡∫︀
0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠 > 𝑍.

Âî второй главе ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëü-

íîãî àíàëèçà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè. Ââîäÿòñÿ äâå

öåëåâûå ôóíêöèè (9), êîòîðûå è ìèíèìèçèðóþò êîëè÷åñòâî ëåéêåìè÷åñêèõ

êëåòîê, è â òî æå âðåìÿ ìàêñèìèçèðóþò êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê â
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äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (5) ïðè îãðàíè÷åíèè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄 íà îáùåå êîëè÷åñòâî

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà.

Ðàññìàòðèâàÿ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (5) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî îáå öåëåâûõ

ôóíêöèè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ òàê

íàçûâàåìûé ìåòîä 𝜀-îãðàíè÷åíèé, èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè îäíîé

èç ôóíêöèé êàê îãðàíè÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ çàìåíû (12) ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Φ𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 )) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) → inf (21)

ïðè îãðàíè÷åíèÿ (11) è

𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑡) > ̂︀𝑁 èëè 𝑛(𝑡) > ln

̂︀𝑁
𝑁𝑎
. (22)

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà 𝜀-îãðàíè÷åíèÿ óïðîùàåò äàëüíåéøèé àíàëèç äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñòðàòåãèé îïòèìàëüíîãî ëå÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 1 è 2, êîòîðûå è

çäåñü âåðíû äëÿ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé (22), ðåøåíèå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òîáû äåðæàòü ìàêñèìàëüíóþ äîçó 𝑢 = 𝑅 äî êîíöà òåðàïèè. Â

ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â íà÷àëå òåðàïèè ñ ýôôåêòèâíîãî ïåðèîäà (𝑢* = 𝑅) ïîêà êîëè÷åñòâî ëåêàð-

ñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà ℎ(𝑡) äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò

ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò îò òåðàïèè 𝑓𝑖(ℎ𝑚) = max
ℎ

{𝑓𝑖(ℎ)}, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. Òîãäà ñòðà-
òåãèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïîääåðæàíèè çíà÷åíèÿ ℎ𝑚 äî êîíöà

òåðàïèè, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ áëàãîäàðÿ îñîáîìó óïðàâëåíèþ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 .

Â разделе 2.2 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé øòðàôà ìîäåëèðóåòñÿ îãðàíè÷åíèå

ℎ(𝑡) ≤ 𝑄 íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà è îãðà-

íè÷åíèå 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê:

𝜙1(𝑡) =

{︃
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

𝜅1(𝑄− ℎ(𝑡))3, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄,
(23)

𝜙2(𝑡) =

{︃
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝜅2(ln

𝑁𝑎̂︀𝑁 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 . (24)
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Öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñøèðèòü ñèñòåìó òàê, ÷òîáû òåðàïèÿ ïðåêðà-

ùàëàñü ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ ëèìèòà ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà èëè åñëè êîëè÷å-

ñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê ïàäàëî íèæå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ

ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) â äàííûõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëüíà.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ðàñøèðÿåòñÿ äâóìÿ âûðàæåíèÿìè ñ

öåëüþ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì:

𝐽𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) −

𝑇∫︁
0

(𝜙1(𝑡) − 𝜙2(𝑡)) 𝑑𝑡→ inf (25)

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ ìåõàíèçìà ìîäåëèðîâàíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè-

÷åíèé ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåí-

íûõ ïåðåìåííûõ:

𝐻 = 𝜓0(𝜙1 − 𝜙2) + 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ñ óñëîâèåì 𝜓0 = −1 êàê âûøå â разделе 1.2.

𝑑𝜓1(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡),

𝑑𝜓2(𝑡)
𝑑𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑟𝑛𝜓2(𝑡), åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝑟𝑛𝜓2(𝑡) − 2𝜅2(𝑛(𝑡) − ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ), åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁,

𝑑𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)𝑓
′
𝑙 (ℎ) − 𝜓2(𝑡)𝑓

′
𝑛(ℎ) + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

−3𝜅1(𝑄− ℎ)2 − 𝜓1(𝑡)𝑓
′
𝑙 (ℎ) − 𝜓2(𝑡)𝑓

′
𝑛(ℎ) + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(26)
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ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (17). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ çà-

êîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (15).

Ìîäåëèðîâàíèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îð-

ãàíèçìå ïàöèåíòà îáñóæäàëîñü â ïåðâîé ãëàâå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñøèðèòü

ñèñòåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òî òåðàïèÿ ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè ÷èñëî íîðìàëüíûå

êëåòêè 𝑁 îñòàþòñÿ ïîä êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ̂︀𝑁 , ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡)

äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíûì â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Â ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â ðåàêöèè ñ çà-

ïàçäûâàíèåì ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîñëå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ, íî òàêæå

è â èíåðöèè ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ìîæåò êîìïåíñèðîâàíà, êîãäà îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå 𝑢(𝑡) ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà íîëü.
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Ðèñ. 5: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ñëó-
÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Справа: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷å-
ñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ çàäà÷è ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû äëÿ èçáåæàíèÿ ïðîáëåì, îïè-

ñàííûõ âûøå. Ýòî òðåáóåò ââåäåíèÿ ïåðåìåííîé (shifting variable) 𝑆 â ôóíêöèè

øòðàôà:

𝜙′
2(𝑡) =

{︃
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝜅2(ln

𝑁𝑎̂︀𝑁 + 𝑆 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
ãäå 𝑆 = max{ ̂︀𝑁 −𝑁(𝑡)| 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁}.
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Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñëåäóþùåé öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢*(𝑡), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèÿ

îãðàíè÷åíèÿ 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐽𝑀𝑂𝑂𝑆
(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙

′
2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) −
𝑇∫︁

0

(𝜙1(𝑡) − 𝜙′
2(𝑡)) 𝑑𝑡.
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Ðèñ. 6: Слева: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ñëó-
÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Справа: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷å-
ñòâà çäîðîâûõ êëåòîê â çàäà÷å ñ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé òåðàïèè.

Третья глава ïðåäñòàâëÿåò ïîäõîä ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿ äëÿ

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ãëàâ 1 è 2. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå �̃� èùåòñÿ

äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

Φ𝑎𝑙𝑡1(�̄�(𝑢), �̄�(𝑢))

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−�̄�(𝑢), åñëè 𝑁(𝑢) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−�̄�(𝑢) + 𝛽(𝑁𝑎𝑒
−�̄�(𝑢) − ̂︀𝑁), åñëè 𝑁(𝑢) < ̂︀𝑁 (27)

è ñîîòâåòñòâåííî

Φ𝑎𝑙𝑡2(�̄�(𝑢)) = 𝐿𝑎𝑒
−�̄�(𝑢), (28)

ãäå �̄�(𝑢), �̄�(𝑢) è ℎ̄(𝑢) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ 𝑑𝐿(𝑡)
𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡 = 0 è 𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡 = 0.
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Èç òåîðåìû î ñëîæíîé ôóíêöèè 𝑙 è 𝑛 ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèÿìè

ïåðåìåííîé 𝑢, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 𝑢 ∈ [0, 𝑅] êàê ïàðàìåòð, òî åñòü

èìååì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà öå-

ëåé Φ𝑎𝑙𝑡𝑖(𝑢), 𝑖 ∈ {1, 2} äëÿ âñåõ 𝑢 ∈ [0, 𝑅]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âñåãäà

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Â разделе 3.1 ïðîâîäèòñÿ äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ßêîáè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

𝐽(�̄�, �̄�, ℎ̄) =

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−�̄� −𝑟𝑛 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

0 0 −𝛾ℎ

⎞⎟⎟⎠ ,

det (𝐽 − 𝜆𝐼) = det

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 − 𝜆 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−�̄� −𝑟𝑛 − 𝜆 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)
𝑑ℎ

0 0 −𝛾ℎ − 𝜆

⎞⎟⎟⎠ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû:

(𝜆+ 𝑟𝑙)(𝜆+ 𝑟𝑛)(𝜆+ 𝛾ℎ) = 0,

îòêóäà 𝜆1 = −𝑟𝑙, 𝜆𝑛 = −𝑟𝑛, 𝜆3 = −𝛾ℎ.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ, ÷òî

íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå 𝑢 = 𝑅𝑎 ∈ [0, 𝑅] äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

Φ𝑎𝑙𝑡(𝑢) è òàêèì îáðàçîì, 𝑓𝑖(ℎ̄) = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
. Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅, 0 ≤

𝑡 ≤ 𝑡. Çäåñü 𝑅 è 𝑡 ÿâëÿþòñÿ äâå êîíñòàíòû, òàêèå ÷òî ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâ-

íåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ℎ(0) = 0 è ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

ℎ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 𝑡.

Òàê êàê

ℎ(𝑡) =
𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡), (29)

òî óñëîâèå ℎ(𝑡 ) = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
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𝑡 = − 1

𝛾ℎ
ln (1 − 𝑝) , 𝑝 =

𝑅𝑎

𝑅
< 1. (30)

Âûðàæåíèå (30) ïðåäñòàâëÿåò òðåáóåìîå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèè ℎ(𝑡) äîñòè÷ü

çíà÷åíèÿ 𝑅𝑎

𝛾ℎ
, êîãäà íà èíòåðâàëå [0, 𝑡] èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ �̃�.

Ýòî âðåìÿ íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì интенсивной терапии.

Êîãäà çíà÷åíèå ℎ̄ äîñòèãàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ̃︀𝑢(𝑡) íà îñòàâøåìñÿ

âðåìåííîì èíòåðâàëå 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃︀𝑢(𝑡) = 𝛾ℎℎ(𝑡), 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èäåÿ ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè óñòîé÷èâîé òî÷êè ñ ïåðå-

ìåííîé 𝑢 êàê ïàðàìåòðîì, 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑅, òàê, ÷òîáû öåëåâûå ôóíêöèîíàëû (27)

è (28) äîñòèãàëè ìèíèìóìà.
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Ðèñ. 7: Слева: Ôàçîâûé ïîðòðåò íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (�̄�, �̄�). Справа: Ôàçî-
âûé ïîðòðåò óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (�̄�, �̄�).

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿ èìååò âèä:

̃︀𝑢(𝑡) =

{︃
𝑅, åñëè 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡,

𝑅𝑎, åñëè 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî åñëè îò-

íîøåíèå ℎ𝑚 < ℎ̄ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
âûïîëíÿåòñÿ, òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé çàêîí ¾àëüòåð-

íàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿:
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̃︀𝑢(𝑡) =

{︃
𝑅, åñëè 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑚,
𝛾ℎ
𝑏 , åñëè 𝑡𝑚 < 𝑡 ≤ 𝑇,

ãäå 𝑡𝑚 ïðåäñòàâëÿåò ìîìåíò, â êîòîðîì 𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛} äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-
ñèìóìà, êàê îïèñàíî â разделе 1.2.

Â разделе 3.2 ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ¾àëüòåðíàòèâ-

íîãî¿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòîå ïîñòðîåíèå

¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿ îáåñïå÷èâàåò ðåçóëüòàò, ïîõîæèé íà ðåçóëüòàò

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è (11), (13), (14). Îäíàêî, ¾àëüòåðíàòèâ-

íîå óïðàâëåíèå¿ ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì â çàäà÷àõ (11), (21), (22).

Â четвертой главе ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøå-

íèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê íà îá-

ëàñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè è

ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåíî ïîâåäåíèå íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì

èíòåðâàëå òåðàïèè.

Â разделе 4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ:

Φ𝑆(𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ) + 𝛽
(︁
𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) − ̂︀𝑁)︁2

, åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) < ̂︀𝑁

(31)

äëÿ ñèñòåìû (13) è 0 < 𝑢 ≤ 𝑅.

Åñëè 𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

(31) êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî â îáðàòíîì âðåìåíè, åñëè ñèñòåìà (13)

â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íàõîäèòñÿ â òî÷êå (𝑙, 𝑛, ℎ), òîãäà 𝑆 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùåìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà:

𝜕𝑆

𝜕𝜏
=
𝜕𝑆

𝜕𝑙
𝐹1(𝑙, ℎ) +

𝜕𝑆

𝜕𝑛
𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) − 𝛾ℎℎ

𝜕𝑆

𝜕ℎ
+ inf

0≤𝑢≤𝑅

{︂
𝑢
𝜕𝑆

𝜕ℎ

}︂
(32)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 = 0) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙, åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛 ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙 + 𝛽(𝑁𝑎𝑒
−𝑛 − �̂�)2 åñëè 𝑁𝑎𝑒

−𝑛 < ̂︀𝑁. (33)

Â (32) 𝜏 = 𝑇 − 𝑡 îáîçíà÷àåò îáðàòíîå âðåìÿ, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-

þùèå äâå ôóíêöèè:

𝐹1(𝑙, ℎ) = −𝑟𝑙𝑙(𝑡) + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ),

𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) = −𝑟𝑛𝑛(𝑡) + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙(𝑡) + 𝑓𝑛(ℎ).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (32) çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 𝜕𝑆

𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0,

0, åñëè 𝜕𝑆
𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0,

íåèçâåñòíî, åñëè 𝜕𝑆
𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0.

(34)

Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê Êîøè ìîæíî íàéòè ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (32). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè

äâà òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (32): 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), êîãäà 𝑢 = 𝑅

è 𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) êîãäà 𝑢 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èùåòñÿ ðåøåíèÿ ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) è 𝑆0 = (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) îïðåäåëåíû

â îáëàñòÿõ 𝐷𝑅 è 𝐷0:

𝐷𝑅 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0

}︀
,

𝐷0 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0
}︀
,

(35)

ãäå 𝑆ℎ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝑆 ïî ïåðåìåííîé ℎ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû 𝛾𝑅𝜏 è 𝛾0𝜏 îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0 ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùèé âèä:
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𝛾𝑅𝜏 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0

}︀
,

𝛾0𝜏 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0
}︀
.

(36)

Â разделе 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (32), êîòîðûå çà-

òåì àíàëèòè÷åñêè ðåøàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå Áåëëìàíà â

îáðàòíîì âðåìåíè. Ïðîâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ñèìóëÿöèè ïðîåêöèè ñèñòåìû íà

ïëîñêîñòè (𝐿,𝑁) äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, èëëþñòðèðóþò-

ñÿ îáëàñòè 𝐷𝑅 è 𝐷0 â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ

ôóíêöèé òåðàïèè ñòðîÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñèíãóëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ îñîáîãî óïðàâëåíèþ.
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Ðèñ. 8: Слева: Ãðàíèöà 𝛾𝜏 è ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòü
𝑁(𝜏), 𝐿(𝜏), 𝜏 = 0.7. Справа: Ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ 𝑢(𝜏) äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
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Ðèñ. 9: Слева: Ãðàíèöà 𝛾𝜏 è ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòü
𝑁(𝜏), 𝐿(𝜏), 𝜏 = 2.8. Справа: Ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ 𝑢(𝜏) äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Основные результаты работы

Â äèññåðòàöèè ðåøåíû ÷åòûðå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëÿõ òåðàïèè îñòðîé ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

çäîðîâûå è áîëüíûå êëåòêè ðàñòóò ïî çàêîíó Ãîìïåðöà. Çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå

íà âåëè÷èíó êîëè÷åñòâà õèìèîòåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå â åäèíè-

öó âðåìåíè, íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê, à òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïîä-

õîä, êîòîðûé ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè òåðàïèè. Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâ-

ëåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òèïà ôóíêöèè òåðàïèè, îïèñûâàþùåé ñòåïåíü

âîçäåéñòâèÿ ñðåäñòâà íà çäîðîâûå è áîëüíûå êëåòêè (ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-

ùàÿ èëè âîçðàñòàþùàÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì óáûâàþùàÿ). Åñëè

ôóíêöèÿ òåðàïèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, òî îïòèìàëüíàÿ ñòðà-

òåãèÿ òåðàïèè òðèâèàëüíà è ñîñòîèò â ïîñòîÿííîì ïðèìåíåíèè ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà ñðåäñòâà. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, êîãäà

îêàçûâàåìîå íà îïóõîëü õèìèîòåðàïåâòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå óìåíüøàåòñÿ ïðè

äîñòèæåíèè åãî êîëè÷åñòâîì íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, ñòðàòåãèÿ òå-

ðàïèè èíàÿ. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ ℎ𝑚 ≤ 𝑅
𝛾ℎ

íà ïàðàìåòðû çàäà÷è íåîáõîäèìî

ñíà÷àëà äîâåñòè êîëè÷åñòâî õèìèîòåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà äî ïðåäåëüíîãî
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çíà÷åíèÿ ℎ𝑚 è çàòåì ïîääåðæèâàòü åãî íà ýòîì óðîâíå ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ

𝑢 = ℎ𝑚𝛾ℎ äî êîíöà ïðîöåññà. Äâå äàííûõ ñòðàòåãèè îïòèìàëüíû òîëüêî åñëè

íèêàêîå èç îãðàíè÷åíèé íå íàðóøàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå ìî-

æåò áûòü íåòðèâèàëüíûì, íàïðèìåð, ñòàðòîâàòü ñî çíà÷åíèåì 𝑢 = 0 è çàòåì

îñòàâàòüñÿ ðàâíûì íåêîòîðîìó êîíòðîëüíîìó çíà÷åíèþ, ïîääåðæèâàþùåìó

ℎ(𝑡) = 𝑄 èëè ïåðåêëþ÷àòüñÿ ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè-

åì 𝑢 ñ öåëüþ ïîääåðæèâàòü êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê îêîëî çàäàííîãî

êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ.

Ñôîðìóëèðîâàí ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèé àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëå-

íèÿ, êîòîðûé ìîæíî ðåàëèçîâàòü íàìíîãî ïðîùå.

Äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ áûëè ïîñòðîåíû ïñåâäîðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Âàæíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî çàäàííîìó ñîñòîÿíèþ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè, çíàÿ ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå,

ìîæíî óêàçàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ òåðàïèè. Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îá-

ðàòíîé ñâÿçüþ ðåàëèçîâàíà äëÿ ñëó÷àÿ êàê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ, òàê è

íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè.

Ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ è ðåàëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ â ñèñòåìå Matlab.
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