
Ãîñóäàðñòâåííîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå

âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ¿ (ÌÈÈÒ)

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Тодоров Йордан Тошков

Построение эффективных стратегий терапии в
математической модели терапии острой

миелоидной лейкемии

05.13.18 � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû

ïðîãðàìì

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð

Áðàòóñü Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷

Ìîñêâà � 2014



Оглавление

Введение 3

1 Численно-аналитический подход к отысканию эффектив-

ных стратегий терапии, основанный на принципе максимума

Понтрягина 29

1.1 Àíàëèç òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.2 Ìîäåëèðîâàíèå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé . . . . . . . . . . . . . . . 54

2 Подход к отысканию эффективных стратегий терапии, осно-

ванный на методах многокритериальной оптимизации 63

2.1 Àíàëèç òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.2 Ìîäåëèðîâàíèå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé . . . . . . . . . . . . . . . 66

3 Стратегии терапии, альтернативные к оптимальным, и их

оценка 73

3.1 Äèíàìè÷åñêèé àíàëèç è ïîñòðîåíèå àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ 73
3.2 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . 79

4 Построение синтеза оптимального управления 87

4.1 Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà . . . . . . . . . . . . . . 87
4.2 Àíàëèç è ïîñòðîåíèå ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2.1 Mîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.2.2 Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè . . . . . . . . . . . . . . 105

Заключение 114

Литература 116

2



Введение

Актуальность работы

Áèîëîãè÷åñêèå íàóêè è, â ÷àñòíîñòè, ìåäèöèíà ñòàëêèâàþòñÿ âñå ÷àùå

ñ âîïðîñàìè, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìåòîäîâ. Äàæå åñëè ìíîãèå èç ïðîáëåì áèîëîãèè ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè

òåõíè÷åñêè ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîíÿòü âñþ ïðîáëåìàòèêó è ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà â öåëîì, òðåáóþòñÿ äåé-

ñòâèòåëüíî õîðîøî ïîäãîòîâëåííûå ìàòåìàòèêè. Ýòîò ïàðàäîêñ ïðîèñõîäèò

èç-çà ñëîæíîñòè ïåðåõîäà îò çàäà÷è â åå áèîëîãè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ê ìíî-

ãî÷èñëåííîé êîëëåêöèè èíñòðóìåíòîâ è ìåòîäîâ äëÿ åå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî,

÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â íîâûõ

ñèòóàöèÿõ.

Õîòÿ ðàê ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ÷àñòîé ïðè÷èíîé, ïðèâîäÿùèõ ê ñìåðòè, ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ðàêîâûõ êëåòîê è ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî

ïëàíà òåðàïèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íàïðàâëåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàêà îáû÷íî âêëþ÷àåò îïèñàíèå ðàçâèòèÿ

îïóõîëè ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ àãåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå òåñòèðîâàíèÿ

ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé â ðàìêàõ âûáðàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

àïïàðàòà. Ðîñò (èëè óìåíüøåíèå) îïóõîëè èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèíàìèêè

÷èñëåííîñòè ðàêîâûõ êëåòîê ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ëå÷åíèé òàêèõ, êàê

èìóííàÿ òåðàïèÿ, õèìèîòåðàïèÿ è òåðàïèÿ ëåêàðñòâåííûìè ïðåïàðàòàìè ñ

öåëüþ îïòèìèçàöèè äîçû, ïðîäîëæèòåëüíîñòè è ÷àñòîòû ëå÷åíèÿ.

Ðàçðàáîòêà ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè îñòðîé ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè, ïîñòàâëåííàÿ â äàííîé
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ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé.

Историческая справка

Íà÷àëî ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè ÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì ó÷åíîãî Ìåí-

äåëÿ, êîòîðûé ïðîâîäèë ýêñïåðèìåíòû ñ 1854 ïî 1863 ãîäû â Àâãóñòèíñêîì

Àááàòñòâå ñ 27000 ðàñòåíèÿìè. Îäíàêî Ìåíäåëü íå ñìîã áû ïîëó÷èòü ñâîè

çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû áåç ïîìîùè ìàòåìàòèêè. Îí èñïîëüçîâàë ïðîñòîé,

íî ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, ïî-

ëó÷åííûõ èç ýêñïåðèìåíòà ñ ðàñòåíèÿìè [1]. Ïîçæå, â 1920 ãîäó Ëîòêà ðàçâèë

ìîäåëü Ìåíäåëÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Êîëìîãîðîâà è ðàñïðîñòðàíèë åå äåé-

ñòâèå íà ¾îðãàíè÷åñêèå ñèñòåìû¿ è â 1925 íà îñíîâå íåå ïîëó÷èë óðàâíåíèå

äëÿ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà ¾õèùíèê-æåðòâà¿ [2], êîòîðîå ïîëüçóåòñÿ

èçâåñòíîñòüþ ïî ñåé äåíü. Âèòî Âîëüòåððà, êîòîðûé ïðîâåë ñòàòèñòè÷åñêèé

àíàëèç óëîâà ðûáû â Àäðèàòè÷åñêîì ìîðå, íåçàâèñèìî ïîëó÷èë òå æå óðàâ-

íåíèÿ â 1926 ãîäó [3]. Ðàçðàáîòàííàÿ èìè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ìîäåëü

¾õèùíèê-æåðòâà¿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìîäåëè Ëîòêà-Âîëüòåððà.

Íåíàìíîãî ïîçæå ýòà ìîäåëü ñòàëà ïåðâûì âêëàäîì ñî ñòîðîíû ìàòåìà-

òèêè â èçó÷åíèå ðàêà [4]. Ýòî áûëî èçó÷åíèå Õèëëîì äèôôóçèè â îïóõîëÿõ.

Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ

ðîñòà îïóõîëè èìååò èñòîðèþ áîëåå ÷åì â 50 ëåò.

Ïî ïðè÷èíå âñå áîëüøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàêà âñå áîëüøåå çíà÷åíèå èìå-

åò óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ïðîöåññà çàáîëåâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ðàçâèòèå è èçó÷å-

íèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàêà, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ íàõîæäåíèå óñïåøíûõ

ñòðàòåãèé áîðüáû ñ ýòèì çàáîëåâàíèåì.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàêà

è åãî òåðàïèè (âêëþ÷àÿ õèìèî-, ðàäèî-, èììóíîòåðàïèþ) èíòåíñèâíî ðàçâè-

âàåòñÿ [5, 6].

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îñòðîé ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè íà÷àëîñü â

ñåðåäèíå 70-õ ñ ðàáîò Ëåáîâèöà è Ðóáèíîâà [7�9]. ×óòü ïîçæå Ñâîí è Âèíñåíò

ïðåäëîæèëè àíàëèç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ òåðàïèè ìíîæåñòâåííîé

ìèåëîìû èììóíîãëîáóëèíà [10]. Îíè ñäåëàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàêîâûå
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êëåòêè 𝐿(𝑡) ðàñòóò ïî çàêîíó Ãîìïåðöà, à ýôôåêò âëèÿíèÿ òåðàïèè 𝑓(𝑣) îïè-

ñûâàåòñÿ çàêîíîì Ìèõàýëèñà-Ìåíòåíà. Êðîìå òîãî, áûëî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî

â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ââåäåííàÿ äîçà ëåêàðñòâà 𝑣(𝑡) îñòàåòñÿ â òå÷åíèè äàí-

íîãî âðåìåíè êîíñòàíòîé 𝛾. Äàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâåëè ê ñëåäóþùåé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè:

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛼𝐿(𝑡) log

(︂
𝐿(𝑡)

Θ

)︂
− 𝑓(𝑣)𝐿(𝑡)

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣(𝑡)

(1)

Öåëüþ îïòèìèçàöèè â [10] ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ðàêîâûõ êëå-

òîê ïðè îäíîâðåìåííîì óìåíüøåíèè îáùåãî òîêñè÷åñêîãî ýôôåêòà ìåäèêà-

ìåíòà.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëè çà-

âèñèìîñòè âëèÿíèÿ òåðàïèè íà ðàêîâûå êëåòêè, íî è çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ îò âðåìåíè. Ðàáîòà [11] ðàññìàòðèâàåò ïîñòðîåíèå ñèíòåçà

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî êîëè÷åñòâî âèðóñíûõ êëåòîê

âî âðåìÿ òåðàïèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèñòè÷åñêèì çàêîíîì è çàêîíîì Ãîì-

ïåðöà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîíîòîííûå è íåìîíîòîííûå ôóíêöèè òåðàïèè äëÿ

îäíîãî òèïà ðàêîâûõ êëåòîê.

Ðàáîòà [12] âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå ìîäåëè ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ õèìèîòåðàïèè. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåí-

íàÿ â [13], ðàññìàòðèâàåò ÷óâñòâèòåëüíûå è íå÷óâñòâèòåëüíûå ê ëåêàðñòâó

êëåòêè. Â [14] äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëåé ðàêà â ïðîöåññå ðàäèîòåðàïèè

ñëóæèò äëÿ íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ áåç ðàêîâûõ êëåòîê. Ðàáî-

òà [15] ðàññìàòðèâàåò ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå ëå÷åíèÿ

îïóõîëè ñ ïîìîùüþ àíãèîãåííûõ èíãèáèòîðîâ ñîâìåñòíî ñ õèìèîòåðàïèåé.

Àôåíÿ è Êàëäåðîí ïðåäëîæèëè â [16] ðàñøèðåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó íîðìàëüíûõ 𝑁 è ëåéêåìè÷åñêèõ 𝐿 êëåòîê

ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êëåòêè îáîèõ òèïîâ ðàçìíîæàþòñÿ ïî çàêîíó Ãîì-

ïåðöà.
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𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑙

𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡)

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑛

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡) · 𝐿(𝑡)

(2)

Â (2) êîíñòàíòû 𝑟𝑙 è 𝑟𝑛 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðîæäåíèÿ ëåé-

êåìè÷åñêèõ è íîðìàëüíûõ êëåòîê, ñîîòâåòñòâåííî, 𝛾𝑙 è 𝛾𝑛 îáîçíà÷àþò êî-

ýôôèöèåíòû ñìåðòíîñòè êëåòîê îáîèõ òèïîâ, à 𝑐 ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì

ñîðåâíîâàíèÿ ìåæäó ëåéêåìè÷åñêèìè è íîðìàëüíûìè êëåòêàìè. 𝐴𝑙 è 𝐴𝑛 ÿâ-

ëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ãðàíèöàìè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé êëåòîê îáîèõ

òèïîâ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [17�22] ðîñò êëåòîê îïèñûâàåòñÿ

ïî çàêîíó Ãîìïåðöà èç-çà õîðîøåãî ñîîòâåòñòâèÿ ýòîãî çàêîíà êëèíè÷åñêèì

äàííûì [23]. Åñëè êîëè÷åñòâî ðàêîâûõ êëåòîê îáîçíà÷èòü çà 𝑚, òî äèíàìèêó

ðîñòà ðàêîâûõ êëåòîê (áåç ó÷åòà âíåøíèõ ôàêòîðîâ) ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìî-

ùüþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝑟𝑚 · ln

(︁𝑚𝑎

𝑚

)︁
, 𝑟, 𝑚𝑎 ∈ R+ (êîíñòàíòû). (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

𝑚(𝑡) = exp{ln𝑚𝑎 − (ln𝑚𝑎 − ln𝑚0) · 𝑒−𝑟𝑡} :

ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò â íà÷àëå ïðîöåññà ñìåíÿåòñÿ ëèíåéíûì, à çàòåì ïðè

𝑡→ ∞ çíà÷åíèå 𝑚(𝑡) ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó 𝑚𝑎.

Â ðàáîòå [24] ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2) ðàñøèðåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â

íåé ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå òåðàïèè íà êëåòêè îáîèõ òèïîâ.

6



𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑙

𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡) − 𝑘𝑢(𝑡)𝐿(𝑡)

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝐴𝑛

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡)𝐿(𝑡) − 𝑙𝑢(𝑡)𝑁(𝑡).

(4)

Â (4) òåðàïåâòè÷åñêèé ýôôåêò ìîäåëèðóåòñÿ âû÷èòàíèåì âûðàæåíèé

𝑘𝑢(𝑡)𝐿(𝑡) è 𝑙𝑢(𝑡)𝑁(𝑡), ãäå 𝑘, 𝑙 ∈ R+ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì âîçäåéñòâèÿ

ëåêàðñòâà 𝑢(𝑡) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íà ëåéêåìè÷åñêèå è íîðìàëüíûå êëåòêè

ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ àâòîðîì ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì (4) è

ñîñòîèò èç òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [25,26]:

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙𝐿(𝑡) ln

(︂
𝐿𝑎
𝐿(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑙𝐿(𝑡) − 𝑓𝑙(ℎ)𝐿(𝑡)

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝑁(𝑡) ln

(︂
𝑁𝑎

𝑁(𝑡)

)︂
− 𝛾𝑛𝑁(𝑡) − 𝑐𝑁(𝑡)𝐿(𝑡) − 𝑓𝑛(ℎ)𝑁(𝑡)

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾ℎℎ(𝑡) + 𝑢(𝑡)

(5)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â (5) ïîõîæè íà ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ â ìîäå-

ëè (4), íî ýôôåêò õèìèîòåðàïèè ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé òåðàïèè

𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}, êîòîðûå çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâà ℎ(𝑡) â îðãàíèçìå

÷åëîâåêà. Òðåòüå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó êîíöåí-

òðàöèè ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå, ïðè ýòîì 𝛾ℎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò

äèññèïàöèè ëåêàðñòâà [27].

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òèïà ôóíêöèé òåðàïèè:

1) Âîçðàñòàþùàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè, íàïðèìåð,

𝑓𝑖(ℎ) =
𝜆𝑖ℎ

𝑘 + ℎ
, 𝜆𝑖, 𝑘 ∈ R+, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. (6)
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Ýòà ôóíêöèÿ òåðàïèè îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ïî çàêîíó Ìèõàýëèñà-

Ìåíòåíà. Ïðè óâåëè÷åíèè ℎ çíà÷åíèå ôóíêöèè òåðàïèè ñòðåìèòñÿ ê 𝜆𝑖.

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

𝑓𝑖(ℎ) > 0 , 𝑓 ′𝑖(ℎ) > 0 äëÿ ℎ > 0, 𝑓𝑖(0) = 0.

2) Ïðèìåðîì íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, ìîæåò ñëóæèòü,

𝑓𝑖(ℎ) = 𝛼𝑖ℎ exp (−𝑏ℎ), 𝛼𝑖, 𝑏 ∈ R+, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. (7)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

𝑓𝑖(ℎ) > 0 äëÿ ℎ > 0 ; 𝑓𝑖(0) = 0 ; 𝑓 ′𝑖(ℎ) > 0 äëÿ 0 < ℎ < ℎ𝑚 ;

𝑓 ′𝑖(ℎ𝑚) = 0 ; 𝑓 ′𝑖(ℎ) < 0 äëÿ ℎ > ℎ𝑚.

Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè îïèñûâàåò òåðàïèþ ñ ïîðîãîâûì ýôôåê-

òîì: òåðàïåâòè÷åñêèé ýôôåêò ðàñòåò äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, à çàòåì ïà-

äàåò ïðè ℎ > ℎ𝑚. Ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò òåðàïèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ℎ = ℎ𝑚 .

Äàííîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåò, íàïðèìåð, íåâîñïðèèì÷èâîñòü (ðåçèñòåíòíîñòü)

ê ëåêàðñòâó.

Â äàííîé äèññåðòàöèè îïèñûâàþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå ðàçíûõ îï-

òèìèçàöèîííûõ ïîäõîäà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå öåëåâûå ôóíê-

öèîíàëû. Öåëü òåðàïèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóþùèì

îáðàçîì: максимально уменьшить количество лейкемических клеток и по-

пытаться удерживать количество здоровых клеток около некоторого кри-

тического значения. Ýòî âåäåò ê ñëåäóþùèì öåëåâûì ôóíêöèÿì:
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Φ𝑃𝑀𝑃 (𝐿(𝑇 ), 𝑁(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (8)

Φ𝑀𝑂𝑂1
(𝐿(𝑇 )) = 𝐿(𝑇 ) → inf è Φ𝑀𝑂𝑂2

(𝑁(𝑇 )) → sup. (9)

Φ𝑆(𝐿(𝑇 ), 𝑁(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑇 )2, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,

𝐿(𝑇 )2 + 𝛽(𝑁(𝑇 ) − ̂︀𝑁)2, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (10)

Äîïîëíèòåëüíî ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ââîäèìîãî ëåêàðñòâà

â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 è êîíöåíòðàöèþ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå:

0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑅 è ℎ(𝑡) ≤ 𝑄, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (11)

ñ çàäàííûìè êîíñòàíòàìè 𝑅,𝑄 ∈ R+, êîòîðûå çàâèñÿò îò êëèíè÷åñêèõ äàí-

íûõ ïàöèåíòà.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè (5), (8), (11) ÷àñòè÷íî ðàññìàòðèâàëàñü â [25]. Â ðà-

áîòå èñïîëüçîâàëîñü îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåä-

ñòâà
𝑇∫︀
0

ℎ(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑄 âìåñòî îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå

â òå÷åíèå ïðîöåññà òåðàïèè. Ñ ïîìîùüþ ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî êëàññè÷åñêî-

ãî ìåòîäà, ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

ìîíîòîííûõ è íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè äëÿ çàäàííûõ ñîîòíîøåíèé

ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò òîëüêî îäíó òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ

íà [0, 𝑇 ). Â ðàáîòå [26] ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìè-

çàöèîííàÿ çàäà÷à, ÷òî è â (5), (9), (11), óïðîùåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 𝜀-

îãðàíè÷åíèé. Â ðåçóëüòàòå, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà çà-

äà÷à áûëà àíàëèòè÷åñêè ðåøåíà.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â îáëàñòè ìíîãîêðèòåðèàëü-

íîé îïòèìèçàöèè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè îïòèìèçàöèîííûìè ìåòîäà-
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ìè ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîëó÷àåò ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðå-

øåíèé (ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé [28]. Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî

ëó÷øå âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, íî íå ñóùåñòâóåò ëó÷øåãî äîïóñòèìîãî ðå-

øåíèÿ. Èäåàëüíàÿ òî÷êà îáû÷íî íå äîñòèæèìà, îñîáåííî åñëè öåëåâûå ôóíê-

öèè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëèö, ïðè-

íèìàþùèõ ðåøåíèÿ, êîòîðûå âûáèðàþò îäíó êîíòðîëüíóþ òî÷êó èç ìíîæå-

ñòâà Ïàðåòî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡𝑖, 𝑖 = {0, 1, . . . , 𝑛}, 𝑡𝑛 = 𝑇 . Â äàííûõ

ïîäõîäàõ íåâîçìîæíî ïåðåéòè îò âðåìåíè 𝑡𝑖 ê 𝑡𝑖+1 áåç ëèöà, ïðèíèìàþùåãî

ðåøåíèÿ.

Ïîäõîäàìè àãðåãèðîâàíèÿ â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå

ïðåâðàùàþò ìíîãîêðèòåðèàëüíûå öåëè â îäíó, ÿâëÿþòñÿ ìåòîä âçâåøåííûõ

ñóìì, ìåòîä 𝜀-îãðàíè÷åíèé è ìåòîä öåëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [29]. Âäîáà-

âîê ñóùåñòâóþò ñîâðåìåííûå èíòåðàêòèâíûå ìåòîäû, ãäå ëèöî, ïðèíèìàþùåå

ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåò ïîëíóþ êàðòèíó çàäà÷è è åå ðàçâèòèå, ïðèíèìàÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðåøåíèå [30,31].

Äðóãîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ãåíåòè÷åñêèõ (ýâîëþöèîííûõ) àëãîðèò-

ìàõ [32]. [33] è [34] ðàññìàòðèâàþò ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ îïòèìèçàöèîííóþ

çàäà÷ó äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàäèàöèîííîé òåðàïèè. Â [35] èñïîëüçóåòñÿ ìíîãî-

êðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ, îñíîâàííàÿ íà ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîì ìåòîäå è âû÷èñëåííàÿ äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ÈÌÐÒ (èíòåíñèâíîé ìîäóëÿð-

íîé ðàäèàöèîííîé òåðàïèè). Ïåòðîâñêè è äð. [36,37] èñïîëüçóþò ãåíåòè÷åñêèå

àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ëå÷åíèÿ êàê ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

çàäà÷è. Â [38] òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ

çàäà÷à äëÿ òåðàïèè ðàêà. Â íåé ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñôîðìèðó-

åòñÿ â çàäà÷ó ñ îäíîé öåëüþ ñ ïîìîùüþ öåëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (5),(10), áûë âïåðâûå íàìå÷åí â ðàáîòàõ À. Ñ. Áðàòóñÿ è åãî

ó÷åíèêîâ [11, 59, 60]. Ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (ôàçîâûå ïåðåìåí-

íûå ïëþñ îáðàòíîå âðåìÿ) ðàçáèâàåòñÿ íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ

îòäåëüíî íàõîäèòñÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Áåëëìàíà â âèäå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ
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êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñëå ÷åãî ïðîèçâîäèòñÿ ñêëåèâàíèå ïîëó÷åííûõ ëîêàëüíûõ

ðåøåíèé. Ïîñòðîåíà ïîâåðõíîñòü îñîáûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (îòâå÷àþùèõ

îñîáûì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèÿì), íà êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ãëàäêîñòü

ôóíêöèè Áåëëìàíà ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèé

(ðåëåéíîãî òèïà) îïòèìàëüíîãî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ.

Цель диссертации

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ðàçëè÷íûõ îïòèìè-

çàöèîííûõ ïðèíöèïîâ íà ïðèìåðå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè îñòðîé

ìèåëîèäíîé ëåéêåìèè, à òàêæå äåìîíñòðàöèÿ íåòðèâèàëüíûõ ñòðàòåãèé

óïðàâëåíèÿ, òî åñòü ñèíãóëÿðíûõ ñòðàòåãèé è ñòðàòåãèé ñ êîëè÷åñòâîì ïåðå-

êëþ÷åíèé, áîëüøèì ÷åì äâà. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ

îïòèìèçàöèîííûõ ïîäõîäîâ è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Научное и практическое значение

Ïðåäñòàâëåííûå îïòèìèçàöèîííûå ïîäõîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íå

òîëüêî â ïëàíèðîâàíèè ëå÷åíèÿ, íî òàêæå è äëÿ ìíîæåñòâà äðóãèõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è èíæåíåðèè. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â çàäà÷å ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè,

áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-

òèìèçàöèè ìîæåò óìåíüøèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è. Áîëåå òîãî, òàê íàçûâàåìîå

¾àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå¿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè îãðàíè÷åííîì

çíàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèå

ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ îïòèìèçàöèîííûõ

ïðîáëåì.
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Научная новизна

Ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Îíè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ

â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè êàê ïðè

íàëè÷èè, òàê è ïðè îòñóòñòâèè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ â ñâîåì êëàññè÷åñêîì

ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íîâûì äëÿ ïðèëîæåíèé. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû è

îïóáëèêîâàíû àâòîðîì ïîä íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Ñ. Áðàòóñÿ.

Апробация и Публикации

Ðåçóëüòàòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

¾Mathematical Oncology: New Challenges for systems Biomedicine¿ â Èòà-

ëèè 2011, ¾The 19th International Conference MATHEMATICS. COMPUTING.

EDUCATION¿ â Ðîññèè â 2012 ãîäó è ¾Mathways into Cancer¿ â Èñïàíèè â

2012 ãîäó. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû äàííîé äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû â 2009

â êëèíèêå óíèâåðñèòåòà ãîðîäà Ìàíõàéì. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â äàííîé

äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ àâòîðó áûëà ïðèñóæäåíà ñòèïåíäèÿ ¾Ôîíä-Êîíàíö¿

â 2012 ãîäó.

Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ïÿòü ðàáîò, èç íèõ ÷åòûðå â

æóðíàëàõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ [25, 26, 48, 60] è îäíà â òåçèñàõ ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè [64].

Àâòîðó ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè [25, 26, 48], ÷èñëåííî-

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè è çàäà÷

ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [26, 48], ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà [60].
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Личный вклад автора

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì

ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû.

Благодарности

Àâòîð õî÷åò âûðàçèòü ãëóáîêîå ïî÷òåíèå è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íà-

ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó À. Ñ. Áðàòóñþ. Åãî ïîíèìàíèå, ïîääåðæêà

è ëè÷íîå ðóêîâîäñòâî îáåñïå÷èëè õîðîøèé ôóíäàìåíò äëÿ íàó÷íîãî ðàçâèòèÿ

àâòîðà è ñîçäàíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Òàêæå àâòîð õî÷åò âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Åëåíå

Ôèììåëü çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ðàáîòû íàä äèñ-

ñåðòàöèåé, ê.ô.-ì.í. Þ. Ñ. Ñåìåíîâó è ä.ô.-ì.í. Ä. Â. Þð÷åíêî çà êðèòè÷å-

ñêèå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé äàííîé ðàáîòû.

Àâòîð ïîñâÿùàåò ýòó ðàáîòó ñâîåé æåíå Ìèëåíå è ïðîôåññîðó Ôðýíêó

Íþðíáåðãó.

Краткое содержание

Â первой главе äàííîé äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ îï-

òèìèçàöèîííîé çàäà÷è (5), (8), (11). Äðóãèìè ñëîâàìè, öåëåâîé ôóíêöèîíàë

ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî ëåéêåìè÷åñêèõ êëåòîê 𝐿, åñëè ÷èñëî íîðìàëüíûõ

êëåòîê𝑁 áîëüøå ëèáî ðàâíî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , è ìèíèìèçèðóåò êîëè÷å-

ñòâî ëåéêåìè÷åñêèõ êëåòîê è ñ íåêîòîðûì âåñîì ðàçíèöó ìåæäó êðèòè÷åñêèì

óðîâíåì ̂︀𝑁 è êîëè÷åñòâîì íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁 èíà÷å.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (5) ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíà,

ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ:

𝑙 = 𝑙(𝑡) = ln
𝐿𝑎
𝐿(𝑡)

, 𝑛 = 𝑛(𝑡) = ln
𝑁𝑎

𝑁(𝑡)
. (12)
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (5) ìîãëà áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= −𝑟𝑙 𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)

𝑑𝑛

𝑑𝑡
= −𝑟𝑛 𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −𝛾ℎ ℎ+ 𝑢(𝑡),

(13)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑙(0) = ln 𝐿𝑎

𝐿0
, 𝑛(0) = ln 𝑁𝑎

𝑁0
, ℎ(0) = 0 è 𝑐𝑎 = 𝑐𝐿𝑎.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåâîé ôóíêöèîíàë (8) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Φ𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (14)

Â разделе 1.1 ðåøàþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è (13), (14) áåç ôàçîâûõ

îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ℎ(𝑡) â îðãàíèçìå ÷åëîâå-

êà. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí è ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäó-

þùåì âèäå:

𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)+

+𝜓3(−𝛾ℎ · ℎ+ 𝑢).

Òàê êàê 𝐻 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííîé 𝑢, òî ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê 𝑢 = 0 èëè 𝑢 = 𝑅 åñëè 𝜓3 ̸= 0. Èíà÷å ãîâîðÿ,

óïðàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 , åñëè 𝜓3 > 0,

0 , åñëè 𝜓3 < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅] åñëè 𝜓3 = 0 .

(15)

Åñëè 𝜓3 = 0 íà âñåì ïîäíûòåðâàëå 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ], òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

íàçûâàþò îñîáûì (singular control). Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,
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âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà, èáî íåò èíôîðìàöèè î ìàêñèìóìå ãàìèëüòîíèàíà.

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ôóíêöèé ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) ðàñ-

ñìîòðèì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó:

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑙
= 𝑟𝑙𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎 𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑛
= 𝑟𝑛𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕ℎ
= −𝜓1(𝑡)

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
− 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝛾ℎ𝜓3(𝑡).

(16)

ñî ñëåäóþùèìè òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè:

𝜓1(𝑇 ) = −𝜕Φ𝑃𝑀𝑃

𝜕𝑙(𝑇 )
= 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 )

𝜓2(𝑇 ) = 𝜕𝐶𝑙𝑛(𝑇 )Φ (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, åñëè 𝑁(𝑇 ) > ̂︀𝑁,
{︀
−𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 )}︀ , åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁,
{︀
−𝜈𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) : 𝜈 ∈ [0, 1]
}︀
, åñëè 𝑁(𝑇 ) = ̂︀𝑁

𝜓3(𝑇 ) = −𝜕Φ𝑃𝑀𝑃

𝜕ℎ(𝑇 )
= 0.

(17)

Èç (16) è (17) î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òåðìèíàëüíîå êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëå-

òîê 𝑁(𝑇 ) áîëüøå ëèáî ðàâíî êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ ̂︀𝑁 , òî ñîïðÿæåííûå ïå-

ðåìåííûå 𝜓2(𝑡) = 0, 𝜓1(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] è òîãäà ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)
𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠)

𝑑ℎ(𝑠)
𝑑𝑠. (18)
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Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå çàäàíî êàê 𝑢*(𝑡) = 𝑅 äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåòðè-

âèàëüíî, òî åñòü ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû îñîáîãî ðåæèìà, òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ℎ𝑚 ≤ 𝑅
𝛾ℎ
:

1. 𝑢*(𝑡) = 𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], åñëè ℎ𝑚 > 𝑅
𝛾ℎ

2.

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], åñëè 𝜓30 < 𝑀,

𝑅 äëÿ 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚] è 𝛾ℎ
𝑏 äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚, åñëè 𝜓30 = 𝑀,

ãäå 𝑀 =
𝑡𝑚∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

[︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

]︁)︂
𝑑𝑡 è

𝑡𝑚 : ℎ(𝑡𝑚) = ℎ𝑚.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿò èç äâóõ ñòà-

äèé: ïåðèîäà ýôôåêòèâíîé òåðàïèè ñ 𝑢* = 𝑅, ïîêà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà ℎ íå äîñòèãíåò óðîâíÿ ℎ𝑚 (òî åñòü 𝑓𝑖(ℎ𝑚) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì

ýôôåêòîì òåðàïèè íà êëåòêè îáîèõ òèïîâ), à òàêæå ïåðèîäà ñ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 äëÿ

ïîääåðæàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà ïðîâîäèìîé òåðàïèè.

Ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîâîëüíû ðàçëè÷íû, êîãäà òåðìè-

íàëüíîå êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁(𝑇 ) ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ̂︀𝑁 . Çäåñü ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ 𝜓2(𝑡) îòðèöàòåëüíà è ñòðîãî óáûâàåò íà

[0, 𝑇 ] è ïîýòîìó ïîâåäåíèå 𝜓1(𝑡) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿì 𝑁(𝑇 ) è

𝐿(𝑇 ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ èìååì ñëåäóþùåå óðàâíå-

íèå:

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠
(︂
𝜓1(𝑠)

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠)

𝑑ℎ(𝑠)
+ 𝜓2(𝑠)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)

)︂
.
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Ïîýòîìó òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæ-

äó ïàðàìåòðàìè 𝑟𝑙, 𝑟𝑛. Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ 𝜉(𝑡) =

𝜆𝑙𝑒
−𝑟𝑙𝑡𝜓1(𝑡)+𝜆𝑛𝑒

−𝑟𝑙𝑡𝜓2(𝑡), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè

𝜉(𝑡) îò ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå:

Ôóíêöèÿ 𝜉(𝑡):

(i) èìååò ìàêñèìóì îäèí íóëü, åñëè 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑛 èëè

(ii) ìîæåò èìåòü áîëüøå îäíîãî íóëÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛 è 𝑙(𝑡) =

ln 𝜒𝑙𝑐𝑎
𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛) , ãäå 𝜒𝑖 = 𝜆𝑖, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛} äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè è

𝜒𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛} äëÿ íåìîíîòîííûõ.

Замечание: 𝑙(𝑡) = ln 𝜒𝑙𝑐𝑎
𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛) соответствует 𝐿(𝑡) = 𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝐿𝑎

𝜒𝑙𝑐𝑎
.

Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìîæíî ñäåëàòü îáùåå ïðåäïîëîæåíèå î êîëè÷åñòâå

íóëåé ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ, îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) ìîæåò èìåòü òîëüêî íà îäíó òî÷êó ïåðå-

êëþ÷åíèÿ áîëåå ÷åì êîëè÷åñòâî íóëåé

(i) 𝜉(𝑡) íà [0, 𝑇 ] äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

(ii) 𝜉(𝑡) (1 − 𝑏ℎ(𝑡)) íà [0, 𝑇 ] äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Â разделе 1.2 ìîäåëèðóåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ℎ(𝑡) ëåêàðñòâåííî-

ãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè øòðàôà:

𝜙(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

𝜅(𝑄− ℎ(𝑡))2, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄,

(19)

ãäå 𝜅 ∈ R+ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Èäåÿ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé

ñîñòîèò â ðàñøèðåíèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, è òàêèì îáðàçîì âëèÿíèÿ íà

ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ, åñëè îãðàíè÷åíèå íàðóøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëå-

âîé ôóíêöèîíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙, 𝑛, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) +
𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )) +

𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁.
(20)

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà è

òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ (1.4) (1.13) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

𝐻 = 𝜓0𝜙+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ãäå 𝜓0 = −1 èç - çà âëèÿíèÿ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3 íà øòðàôíóþ ôóíê-

öèþ,

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

2𝜅(𝑄− ℎ) − 𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(21)

ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (17).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ áû-

ëî çàìå÷åíî, ÷òî äàæå çäåñü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò (15). Åñ-

ëè æå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (ℎ(𝑡) > 𝑄) íàðóøàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

𝜓3 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) = 0.
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Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå
𝑇∫︀
0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑍, 𝑍 ∈ R+ íà îáùåå êîëè-

÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, ââîäèìîãî ïàöèåíòó, êîòîðîå ìîæåò áûòü èí-

òåðïðåòèðîâàíî êàê ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîð â ïðîöåññå òåðàïèè. Òîãäà øòðàô-

íàÿ ôóíêöèÿ è äîïîëíèòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

𝑦(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠, ãäå
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)

è

𝜈(𝑦(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

𝜌(𝑍 − 𝑦(𝑇 )), åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍,

ãäå 𝜌 - äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí êàê ìîäèôè-

êàöèÿ (20):

𝐽𝑒𝑥𝑡((𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡), 𝜈(𝑦(𝑇 ))) = 𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡)) + 𝜈(𝑦(𝑇 )).

Äëÿ äàííîé ðàñøèðåííîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû ãàìèëüòîíèàí ïðè-

ìåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

𝐻 = 𝜓0𝜑+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢) + 𝜓4𝑢.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çà-

ïèøåòñÿ â âèäå
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𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅 , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 > 0,

0 , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅] , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 = 0 .

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè (16) òîãäà ïðèìóò âèä
𝑑𝜓4(𝑡)
𝑑𝑡 = −𝜕𝐻

𝜕𝑦 = 0. Èç òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ 𝜓4(𝑇 ) = − 𝜕𝐽𝑒𝑥𝑡
𝜕𝑦(𝑇 ) èìååì

𝜓4(𝑇 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

−𝜌, åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè÷å-

ñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íàðóøàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (𝜓3+𝜓4)

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] è òîãäà 𝑢(𝑡) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢* = 0, åñëè
𝑡∫︀
0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑍.

Âî второй главе ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëü-

íîãî àíàëèçà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè. Ââîäÿòñÿ äâå

öåëåâûå ôóíêöèè (9), êîòîðûå è ìèíèìèçèðóþò êîëè÷åñòâî ëåéêåìè÷åñêèõ

êëåòîê, è â òî æå âðåìÿ ìàêñèìèçèðóþò êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê â

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (5) ïðè îãðàíè÷åíèè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄 íà îáùåå êîëè÷åñòâî

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà.

Ðàññìàòðèâàÿ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (5), ìîæíî âûâåñòè, ÷òî îáå öåëå-

âûõ ôóíêöèè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ

òàê íàçûâàåìûé ìåòîä 𝜀-îãðàíè÷åíèé, èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè

îäíîé èç ôóíêöèé êàê îãðàíè÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ çàìåíû (12)

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Φ𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 )) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) → inf (22)

ïðè îãðàíè÷åíèè (11) è
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𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑡) > ̂︀𝑁 èëè 𝑛(𝑡) > ln

̂︀𝑁
𝑁𝑎
, (23)

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà 𝜀-îãðàíè÷åíèÿ óïðîùàåò äàëüíåéøèé àíàëèç äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèé îïòèìàëüíîãî ëå÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì äîêàçàí-

íûõ â ïåðâîé ãëàâå, êîòîðûå è çäåñü âåðíû äëÿ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé (23),

ðåøåíèå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

òåðàïèè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äåðæàòü ìàêñèìàëü-

íóþ äîçó 𝑢 = 𝑅 äî êîíöà òåðàïèè. Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðà-

ïèè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íà÷àëå òåðàïèè ñ ýôôåêòèâíîãî

ïåðèîäà (𝑢* = 𝑅), ïîêà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà â òåëå ïàöèåíòà ℎ(𝑡) äîñòèã-

íåò çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò îò òåðàïèè

𝑓𝑖(ℎ𝑚) = max
ℎ

{𝑓𝑖(ℎ)}, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. Òîãäà ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñîñòîèò â ïîääåðæàíèè çíà÷åíèÿ ℎ𝑚 äî êîíöà òåðàïèè, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ áëà-

ãîäàðÿ îñîáîìó óïðàâëåíèþ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 .

Â разделе 2.1 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé øòðàôà ìîäåëèðóåòñÿ îãðàíè÷åíèå

ℎ(𝑡) ≤ 𝑄 íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà è

îãðàíè÷åíèå 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê:

𝜙1(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

𝜅1(𝑄− ℎ(𝑡))2, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(24)

𝜙2(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝜅2(ln

𝑁𝑎̂︀𝑁 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 .
(25)

Öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñøèðèòü ñèñòåìó òàê, ÷òîáû òåðàïèÿ ïðåêðà-

ùàëàñü ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ ëèìèòà ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà èëè åñëè êîëè÷å-

ñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê ïàäàëî íèæå äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ

ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) â äàííûõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëüíà.
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Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ðàñøèðÿåòñÿ äâóìÿ âûðàæåíèÿìè ñ

öåëüþ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì:

𝐽𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) +

𝑇∫︁
0

(𝜙1(𝑡) + 𝜙2(𝑡)) 𝑑𝑡→ inf (26)

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ ìåõàíèçìà ìîäåëèðîâàíèÿ ôàçîâûõ

îãðàíè÷åíèé ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñî-

ïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ:

𝐻 = 𝜓0(𝜙1 + 𝜙2) + 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ñ óñëîâèåì 𝜓0 = −1 êàê âûøå.

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑟𝑛𝜓2(𝑡), åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝑟𝑛𝜓2(𝑡) − 2𝜅2(𝑛(𝑡) − ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ), åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

2𝜅1(𝑄− ℎ) − 𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄.

(27)

ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (17). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (15).
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Ìîäåëèðîâàíèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îð-

ãàíèçìå ÷åëîâåêà îáñóæäàëîñü â ïåðâîé ãëàâå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñøèðèòü

ñèñòåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òî òåðàïèÿ ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè ÷èñëî íîðìàëüíûõ

êëåòîê 𝑁 íå ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèå ̂︀𝑁 , ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

𝜓3(𝑡) äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíûì â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Â ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â ðåàêöèè

ñ çàïàçäûâàíèåì ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîñëå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ, íî

òàêæå è â èíåðöèè ñèñòåìû.

Âî èçáåæàíèå ýòîé ïðîáëåìû ââåäåíà ïåðåìåííàÿ ñäâèãà (shifting variable)

𝑆 â ôóíêöèè øòðàôà:

𝜙′
2(𝑡) =

{︃
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁+𝑆

,

𝜅2(ln
𝑁𝑎̂︀𝑁 + 𝑆 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁+𝑆

,

ãäå 𝑆 = max{ ̂︀𝑁 −𝑁(𝑡)| 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁}.
Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñëåäóþùåé öåëåâîé ôóíêöèè, êî-

òîðàÿ ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

𝐽𝑀𝑂𝑂𝑆
(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙

′
2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) −
𝑇∫︁

0

(𝜙1(𝑡) − 𝜙′
2(𝑡)) 𝑑𝑡.

В третьей главе ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿ äëÿ

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ãëàâ 1 è 2. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå 𝑢̃ èùåò-

ñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

Φ𝑎𝑙𝑡1(𝑙̄(𝑢), 𝑛̄(𝑢))

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙̄(𝑢), åñëè 𝑁(𝑢) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙̄(𝑢) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛̄(𝑢)), åñëè 𝑁(𝑢) < ̂︀𝑁 (28)

è ñîîòâåòñòâåííî

Φ𝑎𝑙𝑡2(𝑙̄(𝑢)) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙̄(𝑢), (29)
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ãäå 𝑙̄(𝑢), 𝑛̄(𝑢) è ℎ̄(𝑢) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè 𝑑𝐿(𝑡)
𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡 = 0 è 𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡 = 0.

Ïî òåîðåìå î ñëîæíîé ôóíêöèè 𝑙 è 𝑛 ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèÿìè

ïåðåìåííîé 𝑢, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 𝑢 ∈ [0, 𝑅] êàê ïàðàìåòð, òî åñòü

ìû èìååì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà

öåëåé Φ𝑎𝑙𝑡𝑗(𝑢), 𝑗 ∈ {1, 2} äëÿ âñåõ 𝑢 ∈ [0, 𝑅]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âñåãäà

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Â разделе 3.1 ïðîâîäèòñÿ äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ßêîáè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

𝐽(𝑙̄, 𝑛̄, ℎ̄) =

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−𝑙̄ −𝑟𝑛 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

0 0 −𝛾ℎ

⎞⎟⎟⎠
è

det (𝐽 − 𝜆𝐼) = det

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 − 𝜆 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−𝑙̄ −𝑟𝑛 − 𝜆 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)
𝑑ℎ

0 0 −𝛾ℎ − 𝜆

⎞⎟⎟⎠ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû:

(𝜆+ 𝑟𝑙)(𝜆+ 𝑟𝑛)(𝜆+ 𝛾ℎ) = 0,

îòêóäà 𝜆1 = −𝑟𝑙, 𝜆𝑛 = −𝑟𝑛, 𝜆3 = −𝛾ℎ.
Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ, ÷òî

íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå 𝑢 = 𝑅𝑎, 𝑅𝑎 ∈ [0, 𝑅] äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíê-

öèîíàëó Φ𝑎𝑙𝑡𝑗(𝑢) è, òàêèì îáðàçîì, 𝑓𝑖(ℎ̄) = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
. Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡. Çäåñü 𝑅 è 𝑡 ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, òàêèìè ÷òî ðåøå-

íèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ℎ(0) = 0 è ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅

äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ℎ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 𝑡.

Òàê êàê

ℎ(𝑡) =
𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡), (30)

24



òî óñëîâèå ℎ(𝑡 ) = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

𝑡 = − 1

𝛾ℎ
ln (1 − 𝑝) , 𝑝 =

𝑅𝑎

𝑅
< 1. (31)

Âûðàæåíèå (31) ïðåäñòàâëÿåò òðåáóåìîå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèè ℎ(𝑡) äîñòè÷ü

çíà÷åíèÿ 𝑅𝑎

𝛾ℎ
, êîãäà íà èíòåðâàëå ̃︀𝑢 èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ 0 ≤ 𝑡 ≤

𝑡. Ýòî âðåìÿ íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì интенсивной терапии.

Êîãäà çíà÷åíèå ℎ̄ äîñòèãàåòñÿ, òî ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ̃︀𝑢(𝑡) íà îñòàâøåìñÿ

âðåìåííîì èíòåðâàëå 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃︀𝑢(𝑡) = 𝛾ℎ ℎ(𝑡), 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èäåÿ ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè óñòîé÷èâîé òî÷êè ñ ïåðå-

ìåííîé 𝑢 êàê ïàðàìåòðîì, 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑅, òàê, ÷òîáû öåëåâûå ôóíêöèîíàëû (28)

è (29) äîñòèãàëè ìèíèìóìà.

Â разделе 3.2 ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ альтернатив-

ного è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòîå ïîñòðîåíèå

àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ðåçóëüòàò, ïîõîæèé íà ðåçóëüòàò

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è (5), (8), (11). Îäíàêî àëüòåðíàòèâíîå

óïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì â çàäà÷àõ (5), (9), (11).

Â четвертой главе ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøå-

íèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà. Ýòè ìåòîäû ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ

ïðîôåññîðîì Àëåêñàíäðîì Ñåðãååâè÷åì Áðàòóñåì è åãî ó÷åíèêàìè. Ôàçî-

âîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê íà îáëàñòè, êîòîðûå

ìîæíî ïîëó÷èòü èç òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè è ôàçîâîãî

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåíî ïîâåäåíèå íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì èíòåðâàëå

òåðàïèè.

Â разделе 4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ:
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Φ𝑆(𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ) + 𝛽
(︁
𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) − ̂︀𝑁)︁2 , åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) < ̂︀𝑁

(32)

äëÿ ñèñòåìû (13) è 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑅.

Åñëè 𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

(32) êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî â îáðàòíîì âðåìåíè, åñëè ñèñòåìà (13)

â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íàõîäèòñÿ â òî÷êå (𝑙, 𝑛, ℎ), òîãäà 𝑆 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùåìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà:

𝜕𝑆

𝜕𝜏
=
𝜕𝑆

𝜕𝑙
𝐹1(𝑙, ℎ) +

𝜕𝑆

𝜕𝑛
𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) − 𝛾ℎℎ

𝜕𝑆

𝜕ℎ
+ inf

0≤𝑢≤𝑅

{︂
𝑢
𝜕𝑆

𝜕ℎ

}︂
(33)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏)|𝜏=0 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙, åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛 ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙 + 𝛽(𝑁𝑎𝑒
−𝑛 − ̂︀𝑁)2 åñëè 𝑁𝑎𝑒

−𝑛 < ̂︀𝑁. (34)

Â (33) 𝜏 = 𝑇 − 𝑡 îáîçíà÷àåò îáðàòíîå âðåìÿ, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-

þùèå äâå ôóíêöèè:

𝐹1(𝑙, ℎ) = −𝑟𝑙𝑙(𝑡) + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ),

𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) = −𝑟𝑛𝑛(𝑡) + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙(𝑡) + 𝑓𝑛(ℎ).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (33) çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅, åñëè 𝜕𝑆
𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0,

0, åñëè 𝜕𝑆
𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0,

íåèçâåñòíî, åñëè 𝜕𝑆
𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0

èëè åñëè @𝜕𝑆𝜕ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏).

(35)

Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê Êîøè ìîæíî íàéòè ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (33). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

íàéòè äâà òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (33): 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), êî-

ãäà 𝑢 = 𝑅 è 𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), êîãäà 𝑢 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èùåòñÿ

ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) è 𝑆0 = (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏)

îïðåäåëåíû â îáëàñòÿõ 𝐷𝑅 è 𝐷0:

𝐷𝑅 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0

}︀
,

𝐷0 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0
}︀
,

(36)

ãäå 𝑆ℎ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝑆 ïî ïåðåìåííîé ℎ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû 𝛾𝑅 è 𝛾0 îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0 ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

𝛾𝑅 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0

}︀
∩ 𝜕𝐷𝑅,

𝛾0 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0
}︀
∩ 𝜕𝐷0.

(37)

Â разделе 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (33), êîòîðûå

çàòåì àíàëèòè÷åñêè ðåøàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå Áåëëìàíà

â îáðàòíîì âðåìåíè. Ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíå äèíàìèêè ïðîåê-

öèè ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè (𝑙, 𝑛) äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè,

èëëþñòðèðóþòñÿ îáëàñòè 𝐷𝑅 è 𝐷0 â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ñëó÷àå
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íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè ñòðîèòñÿ ïîâåðõíîñòü òàê íàçûâàåìûõ ñèí-

ãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûì óïðàâëåíèÿì.
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Глава 1

Численно-аналитический подход к отыс-

канию эффективных стратегий тера-

пии, основанный на принципе максиму-

ма Понтрягина

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ â ñèñòåìå (5). Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) ∈ 𝐿∞[0, 𝑇 ], ìèíèìèçè-

ðóþùåå öåëåâîé ôóíêöèîíàë:

Φ𝑃𝑀𝑃 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 (1.1)

è ïðè ýòîì íå äîïóñòèòü íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèé

0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑅 è ℎ(𝑡) ≤ 𝑄, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (1.2)

Ïðè ýòîì â (1.1) è (1.2) ̂︀𝑁, 𝛽,𝑅,𝑄 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðà-

ìè. ̂︀𝑁 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì óðîâíåì çäîðîâûõ êëåòîê. Ïðè ïàäåíèè êîëè÷å-

ñòâà çäîðîâûõ êëåòîê íèæå äàííîãî çíà÷åíèÿ çäîðîâüå ïàöèåíòà ñòàâèòñÿ ïîä

óãðîçó. Ïàðàìåòð 𝛽 ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì êîýôôèöèåíòîì, îïðåäåëÿþùèì âàæ-

íîñòü ìèíèìèçàöèè âòîðîãî âûðàæåíèÿ â (1.1). Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå â (1.2)

îòâå÷àåò çà îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íåêîòîðûì íàïåðåä çàäàííûì çíà÷åíèåì 𝑅

ìàêñèìàëüíîé äîçû ëåêàðñòâà, ââîäèìîãî ÷åëîâåêó â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡. Âòî-

ðîå îãðàíè÷åíèå çàäàåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â
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òåëå ïàöèåíòà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êðèòåðèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ õèìèîòåðà-

ïèè.

Äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5) ââåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ:

𝑙 = 𝑙(𝑡) = ln
𝐿𝑎
𝐿(𝑡)

, 𝑛 = 𝑛(𝑡) = ln
𝑁𝑎

𝑁(𝑡)
. (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= −𝑟𝑙 𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)

𝑑𝑛

𝑑𝑡
= −𝑟𝑛 𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −𝛾ℎ ℎ+ 𝑢(𝑡),

(1.4)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑙(0) = ln 𝐿𝑎

𝐿0
, 𝑛(0) = ln 𝑁𝑎

𝑁0
, ℎ(0) = 0 è 𝑐𝑎 = 𝑐𝐿𝑎.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ öåëåâóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Φ𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁. (1.5)

Çàâèñèìîñòü ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:
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𝑙(𝑡) = 𝑙0𝑒
−𝑟𝑙𝑡 +

𝛾𝑙
𝑟𝑙

(1 − 𝑒−𝑟𝑙𝑡) + 𝑒−𝑟𝑙𝑡
𝑡∫︁

0

𝑒𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙(ℎ(𝑠))𝑑𝑠,

𝑛(𝑡) = 𝑛0𝑒
−𝑟𝑛𝑡 +

𝛾𝑛
𝑟𝑛

(1 − 𝑒−𝑟𝑛𝑡) + 𝑒−𝑟𝑛𝑡
𝑡∫︁

0

𝑒𝑟𝑛𝑠
(︁
𝑓𝑛(ℎ(𝑠))𝑑𝑠+ 𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑠)
)︁
𝑑𝑠,

ℎ(𝑡) = 𝑒−𝛾ℎ𝑡
𝑡∫︁

0

𝑒𝛾ℎ𝑠𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

(1.6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢*(𝑡) çàïèøåì ãà-

ìèëüòîíèàí ñèñòåìû (1.4), (1.5) [39, 40]:

𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)+

+𝜓3(−𝛾ℎ · ℎ+ 𝑢) ,

ãäå ôóíêöèè 𝜓𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3} íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè.
Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè 𝑢*(𝑡)

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ãàìèëüòîíèàíà 𝐻 = 𝐻(𝑢) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) ïî âñåì äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì 𝑢:

𝐻* = 𝐻(𝑢*) = max
0≤𝑢≤𝑅

𝐻(𝑢).

Òàê êàê 𝐻 çàâèñèò îò 𝑢 ëèíåéíî, ìàêñèìóì 𝐻 äîñòèãàåòñÿ íà 𝑢 = 0 èëè

𝑢 = 𝑅, åñëè 𝜓3 ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 , åñëè 𝜓3 > 0,

0 , åñëè 𝜓3 < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅] , åñëè 𝜓3 = 0 .

(1.7)

Â ñëó÷àå 𝜓3 = 0 íà ïîäûíòåðâàëå 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ] íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àé îñî-

áîãî óïðàâëåíèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íå îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà èç-çà îòñóòñòâèÿ èíôîðìà-
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öèè î ìàêñèìóìå ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ òàêèõ èíòåðâàëîâ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ

ñóùåñòâóåò äðóãîé ïîäõîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ [41,42].

Èç çàêîíà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.7) î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî èññëå-

äîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëü-

çîâàòü ñëåäóþùåå óñëîâèå èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà: åñëè 𝑙*, 𝑛*, ℎ*

îïòèìàëüíû, òî äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ:

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑙
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡) · 𝑐𝑎 𝑒−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑛
= 𝑟𝑛 · 𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕ℎ
= −𝜓1(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
− 𝜓2(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝛾ℎ · 𝜓3(𝑡),

(1.8)

ãäå 𝐻* = 𝐻(𝑙*, 𝑛*, ℎ*, 𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝑡).

Òàê êàê êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ 𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ) ñâîáîäíû, òî òåðìèíàëüíûå ñîñòî-

ÿíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå [47,62]

𝜓1(𝑇 ) = − 𝜕Φ

𝜕𝑙(𝑇 )
= 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 )

𝜓2(𝑇 ) = 𝜕𝐶𝑙𝑛(𝑇 )Φ (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, åñëè 𝑁(𝑇 ) > ̂︀𝑁,
{︀
−𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 )}︀ , åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁,
{︀
−𝜈𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) : 𝜈 ∈ [0, 1]
}︀
, åñëè 𝑁(𝑇 ) = ̂︀𝑁.

𝜓3(𝑇 ) = − 𝜕Φ

𝜕ℎ(𝑇 )
= 0,

(1.9)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü

ïîâåäåíèå ôóíêöèé 𝜓𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. Èç (1.8) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàâèñè-

ìîñòü ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè:
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𝜓1(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜓10𝑒

𝑟𝑙𝑡, åñëè 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁,
𝜓10𝑒

𝑟𝑙𝑡 + 𝑒𝑟𝑛𝑡
𝑡∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝑙(𝑠) · 𝑐𝑎𝜓2(𝑠)𝑑𝑠, åñëè 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁
𝜓2(𝑡) = 𝜓20𝑒

𝑟𝑛𝑡

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠
(︂
𝜓1(𝑠) ·

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)
+ 𝜓2(𝑠) ·

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)

)︂
𝑑𝑠.

(1.10)

1.1 Анализ точек переключения

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡), î÷åâèäíî, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé 𝑁(𝑇 ) è 𝐿(𝑇 ).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî íîðìàëü-

íûõ êëåòîê â êîíöå òåðàïèè íå ïàäàåò íèæå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ, òî åñòü

𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁 . Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå:

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 − 𝑒𝛾ℎ𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠) ·
𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)
𝑑𝑠. (1.11)

Лемма 1.1 Константа 𝜓30 строго положительна для монотонной и

немонотонной, с пороговым эффектом, функции терапии 𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}.

Доказательство Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1. 𝜓30 < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë 𝐼 = [0, 𝑡1], 𝑡1 ∈ (0, 𝑇 ) òàêîé, ÷òî

𝜓3(𝑡) < 0 ∀𝑡 ∈ 𝐼. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èç (1.7) íà èíòåðâàëå 𝐼 îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê 𝑢*(𝑡) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò
𝑡∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)· 𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠)𝑑ℎ(𝑠) 𝑑𝑠 = 0, òî åñòü ôóíêöèÿ
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ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) < 0 è ñòðîãî óáûâàåò è ïîýòîìó íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü

êîíå÷íîìó óñëîâèþ 𝜓3(𝑇 ) = 0. Èç âûøåèçëîæåííîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝜓30 ≥ 0.

2. 𝜓30 = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî, ÷òî 𝜓3(𝑡) = −𝑒𝛾ℎ𝑡
𝑡∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ 𝑑𝑠. Òàê

êàê 𝜓1(𝑡) > 0 ∀𝑡 è 𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ > 0 äëÿ 𝑡 < 𝑡𝑚, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) < 0

è ñòðîãî óáûâàåò,à ïîýòîìó íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü òåðìèíàëüíîìó óñëîâèþ

𝜓3(𝑇 ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, 𝜓30 ̸= 0.

Èç 1. è 2. ïîëó÷èì, ÷òî 𝜓30 > 0. �

Лемма 1.2 Оптимальное управление 𝑢*(𝑡) = 𝑅 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] в случае

монотонной функции терапии.

Доказательство Òàê êàê 𝜓30 > 0, òî ñóùåñòâóåò ïîäûíòåðâàë

𝐼 = (0, 𝑡1], 𝑡1 ∈ (0, 𝑇 ), ñ 𝜓3(𝑡) > 0 è 𝑢*(𝑡) = 𝑅, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

𝑡 ∈ 𝐼. Òàêèì îáðàçîì,
𝑡∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ 𝑑𝑠 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è ñòðîãî

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà [0, 𝑇 ]. Èñïîëüçóÿ òåðìèíàëüíîå óñëîâèå, ïîëó-

÷èì, ÷òî 𝜓30 =
𝑇∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ 𝑑𝑡. Òàêèì îáðàçîì, 𝜓3(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ). �

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà

ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå ℎ𝑚 > 𝑅
𝛾ℎ

âûïîëíÿåòñÿ, íåìîíîòîí-

íàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè íå ìîæåò äîñòè÷ü ìàêñèìóìà è, òàêèì îáðàçîì, âåäåò

ñåáÿ êàê ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ℎ𝑚 ≤ 𝑅
𝛾ℎ

, ôóíê-

öèÿ òåðàïèè ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííîé è òîãäà ìîæåò âîçíèêàòü ñëó÷àé îñîáîãî

óïðàâëåíèÿ.

Теорема 1.1 Для немонотонной функции терапии

𝑢*(𝑡) = 𝑅 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], если 𝑏 <
𝛾ℎ
𝑅
.

Замечание: 𝑏 < 𝛾ℎ
𝑅 соответствует ℎ𝑚 > 𝑅

𝛾ℎ
.
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Доказательство Èññëåäóÿ ïðîèçâîäíóþ 𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ , ïîëó÷èì, ÷òî ìàêñèìóì 𝑓𝑙

äîñòèãàåòñÿ ïðè ℎ = 1
𝑏 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝑅

𝛾ℎ
ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì ôóíêöèè

ℎ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè 𝑏 < 𝛾ℎ
𝑅 , ìàêñèìóì ôóíêöèè òåðàïèè 𝑓𝑙 íå ìîæåò äîñòè-

ãàòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

ìîíîòîííîé. Ïî ëåììå 1.2 îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) = 𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. �

Ïðåæäå ÷åì îáñóäèì âòîðîé ñëó÷àé, ℎ𝑚 ≤ 𝑅
𝛾ℎ
, íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû áóäóò îáîáùåíû.

Лемма 1.3 В случае немонотонной функции терапии справедливо следую-

щие соотношение:

𝜓30 ≤
𝑡𝑚∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

[︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

]︁)︂
𝑑𝑡,

где 𝑡𝑚 = 1
𝛾ℎ

ln
(︀
1 − 𝛾ℎ

𝑏·𝑅
)︀−1

.

Замечание: ℎ(𝑡𝑚) = 1
𝑏 при 𝑢(𝑡) = 𝑅, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚].

Доказательство Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝜓30 >

𝑡𝑚∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

[︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

]︁)︂
𝑑𝑡

Òàê êàê 𝜓30 > 0 (ñì. ëåììó 1.1) è 𝜓3(𝑡) íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê

𝐼 = [0, 𝑡1], 𝑡1 < 𝑡𝑚, íà êîòîðîì 𝜓3(𝑡) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝑢(𝑡) = 𝑅. Òàêèì

îáðàçîì, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.11) êàê

𝜓3(𝑡) = 𝑒𝛾ℎ𝑡

⎛⎝𝜓30 −
𝑡1∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏 ·𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑠)𝑒

[︁
− 𝑏·𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑠)

]︁)︂⎞⎠ .
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Òàê êàê 𝜓1(𝑡) > 0 äëÿ âñåõ 𝑡 è

𝑑𝑓𝑙(ℎ)

𝑑ℎ
= 𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏 ·𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑠)𝑒

[︁
− 𝑏·𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑠)

]︁)︂
> 0

äëÿ (1 − 𝑏ℎ(𝑡)) > 0, òî èíòåãðàë â óðàâíåíèè âûøå ïîëîæèòåëåí è ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò äî ℎ(𝑡) = 1
𝑏 . Òàê êàê 𝑡1 < 𝑡𝑚, òî âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

𝜓30 −
𝑡1∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)𝛼𝑙(1 − 𝑏ℎ(𝑠))𝑒−𝑏ℎ(𝑠)𝑑𝑠 > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝜓3(𝑡) > 0 íà [0, 𝑡1]. Äëÿ âñåõ 𝑡 = {𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, . . . , 𝑡𝑚} ñ 𝑡1 <

𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 ðàçíîñòü ìåæäó 𝜓30 è èíòåãðàëîì áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, à

ïîýòîìó 𝑢*(𝑡) = 𝑅. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚 èíòåãðàë óáûâàåò, òàê êàê

(1 − 𝑏ℎ(𝑡)) < 0 è òåðìèíàëüíîå óñëîâèå 𝜓3(𝑇 ) = 0 íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñ

𝜓30 >

𝑡𝑚∫︁
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

[︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

]︁)︂
𝑑𝑡.

�

Теорема 1.2 Если 𝑏 ≥ 𝛾ℎ
𝑅 , то в случае немонотонной функции терапии

справедлив следующий закон оптимального управления:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], если 𝜓30 < 𝑀,

𝑅 для 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚] и 𝛾ℎ
𝑏 для 𝑡 > 𝑡𝑚, если 𝜓30 = 𝑀,

где 𝑀 =
𝑡𝑚∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)𝛼𝑙

(︂
1 − 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡)𝑒

(︁
− 𝑏𝑅

𝛾ℎ
(1−𝑒−𝛾ℎ𝑡)

)︁)︂
𝑑𝑡 и 𝑡𝑚 определе-

но выше (см. лемму 1.3).

Доказательство Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé 𝜓30 < 𝑀 . Òàê êàê 𝜓30 > 0 (ñì.

ëåììó 1.1) è 𝜓3(𝑡) íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê 𝐼 = [0, 𝑡1], 𝑡1 ∈ (0, 𝑇 ],
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íà êîòîðîì 𝜓3(𝑡) > 0 è 𝑢(𝑡) = 𝑅, ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê 𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ > 0

äëÿ 𝑡 < 𝑡𝑚, òî
𝑡∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ 𝑑𝑠 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è âîçðàñòàþùåé

ôóíêöèåé äî çíà÷åíèÿ 𝑀 . Îòñþäà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà 𝑡𝑠 ∈ (0, 𝑡𝑚),

ãäå 𝜓3(𝑡𝑠) = 0. Òàêèì îáðàçîì, 𝑇 = 𝑡𝑠.

Âî âòîðîì ñëó÷àå 𝜓30 = 𝑀 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 𝑢*(𝑡) = 𝑅 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚].

Äëÿ âðåìåíè 𝑡𝑚 âîçíèêàþò ñèòóàöèè, ãäå 𝜓3 = 0 è 𝜓′
3 = 0 è íåò èíôîðìàöèè

î ïîâåäåíèè ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,

÷òî 𝜓3(𝑡) < 0 íà äîâîëüíî ìàëîì èíòåðâàëå 𝐼𝜀 = (𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜀) , 𝜀 > 0. Òîãäà

𝑢(𝑡) = 0 è ℎ(𝑡) óáûâàåò (ñì. òðåòüå óðàâíåíèå â (1.4)) íà 𝐼𝜀, îòêóäà 𝜓′
3(𝑡) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, 𝜓3(𝑡) îòðèöàòåëüíà è óáûâàåò íà 𝐼𝜀, à òåðìèíàëüíîå óñëîâèå

𝜓3(𝑇 ) = 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝜓3(𝑡) > 0 íà 𝐼𝜀. Òîãäà 𝑢(𝑡) = 𝑅 è

𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ < 0, à ñëåäîâàòåëüíî,

𝑡∫︀
0

𝑒−𝛾ℎ𝑠𝜓1(𝑠)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ 𝑑𝑠 óáûâàåò, òî åñòü

𝜓3(𝑡) âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå, à ïîýòîìó íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü

òåðìèíàëüíîìó óñëîâèþ 𝜓3(𝑇 ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜓3(𝑡) íå ìîæåò áûòü

ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚. Íî åñëè 𝜓3(𝑡) = 0 è, ñîîò-

âåòñòâåííî, 𝜓′
3(𝑡) = 0 äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚, òî òîãäà âåðíî, ÷òî ℎ(𝑡) = 1

𝑏 äëÿ 𝑡 > 𝑡𝑚.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (1.4) âûòåêàåò, ÷òî 𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡 = −1

𝑏𝛾ℎ + 𝑢(𝑡) = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, 𝑢(𝑡) = 𝛾ℎ
𝑏 íà ýòîì ïîäûíòåðâàëå îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. �

Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ, 𝜓30 < 𝑀 è âìåñòå ñ òåì 𝑢*(𝑡) = 𝑅 äëÿ 𝑡 < 𝑡𝑚, ìîæåò

âîçíèêàòü, òîëüêî åñëè èíôèìóì êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê äîñòèãàåò-

ñÿ. Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ (𝜓30 = 𝑀) âîçíèêàåò, êîãäà êîëè÷åñòâî ëåé-

êåìèéíûõ êëåòîê íå äîñòèãëî âîçìîæíîãî èíôèìóìà äî âðåìåíè 𝑡𝑚. Òîãäà

îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî åñòü ñòðàòåãèÿ îñîáîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîääåðæàíèè ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà òåðàïèè.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî â ñèñòåìå Matlab R○ â ñëó÷àå, êî-

ãäà 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁 ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè: 𝑟𝑙 = 0.2, 𝑟𝑛 = 0.28, 𝛾𝑙 =

0.1, 𝛾𝑛 = 0.1 , 𝛾ℎ = 0.6, 𝐶 = 3.7 · 10−9, 𝛽 = 1, 𝜆𝑙 = 10, 𝜆𝑛 = 5.4, 𝛼𝑙 =

20, 𝛼𝑛 = 13, 𝑏 = 1.4, 𝐿0 = 6 · 104, 𝑁0 = 7 · 105. Âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè, çà
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èñêëþ÷åíèåì ýòèõ, âûáðàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòà òåðàïèè íà êëåòêè

îáîèõ òèïîâ èç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [24].

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè (ñì. ðèñ. 1.1�1.4) ïðèìåíÿåòñÿ ìå-

òîä èòåðàöèé (forward-backward sweep method) [43,44]. Ïðîöåäóðà ïðèìåíåíèÿ

ýòîãî ìåòîäà ñëåäóþùàÿ:

A. Âûáðàòü íåêîòîðóþ äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ 𝑢(0)(𝑡). Èíòåãðèðóÿ

(1.6) â ïðÿìîì âðåìåíè 𝑡 ìîæåì íàéòè ôóíêöèè 𝑙(0)(𝑡), 𝑛(0)(𝑡) è ℎ(0)(𝑡).

B. Èíòåãðèðóÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó (1.8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.9) äëÿ

𝑇 â îáðàòíîì âðåìåíè, ïîëó÷èì ôóíêöèþ 𝜓3(𝑡). Íîâàÿ èòåðàöèÿ äëÿ ôóíêöèè

óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝑢(1)(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅 , åñëè 𝜓

(0)
3 (𝑡) > 0 ,

0 , åñëè 𝜓
(0)
3 (𝑡) ≤ 0 .

C. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ 𝑢(1)(𝑡) øàãè A è B íåîáõîäèìî ïîâòîðÿòü

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ 𝑢(2)(𝑡) è òàê äàëåå. Êîãäà

äîñòèãàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü 𝛾 ≥ |𝑢(𝑖−1)(𝑡)− 𝑢(𝑖)(𝑡)|, ïðîöåññ çàêàí÷èâà-
åòñÿ. Èíà÷å, øàãè A, B è C íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü.

Ðèñóíîê 1.1 ïîêàçûâàåò ñòðàòåãèþ îïòèìàëüíîé òåðàïèè, òî åñòü, îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè (6).

38



0 2 4 6 8 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

non-dimensional time

u
∗
(t
)

Optimal Control Function

Ðèñ. 1.1: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòè-
ìàëüíîå âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàâíî 𝑡𝑠𝑤 = 8.0.

Èç ðèñóíêîâ 1.2 è 1.3 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ëåéêåìèéíûõ êëåòîê

𝐿 äî êîëè÷åñòâà, áëèçêîãî ê íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñèëüíî çàâèñèò îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé 𝐿0, 𝑁0 è îò çàðàíåå îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ̂︀𝑁 äëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê.
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Ðèñ. 1.2: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå òåðìèíàëüíîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 0.0546.
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Ðèñ. 1.3: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìî-
íîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì 𝐿*(𝑇 ) =
0.0546.
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Ðèñ. 1.4: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè òåðàïèè. ̂︀𝑁 = 1.7 · 105, 𝑁 *(𝑇 ) = 1.851 · 105.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè (7) ìåòîä èòåðàöèé íå ñõîäèòñÿ

èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äèíà-

ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Áåëëìàíà [45]. Íà ñëåäóþùèõ ïÿòè ðèñóíêàõ

(1.5−1.9), ïðåäñòàâëåíû îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡), ñîîòâåòñòâóþùàÿ öå-

ëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ*
𝑃𝑀𝑃 (𝑡) è òðè ñîñòîÿíèÿ: 𝐿*(𝑡), 𝑁 *(𝑡) è ℎ*(𝑡).

Èç ðèñóíêà 1.5 ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïîñëå êîðîòêîé ôàçû èíòåíñèâíîé

òåðàïèè ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà ìåíüøåå çíà-

÷åíèå, êîòîðîå óäåðæèâàåòñÿ äî êîíöà òåðàïèè. Ïåðåêëþ÷åíèå ïðîèñõîäèò â

ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðîì íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè äîñòèãàåò ñâîåãî

ìàêñèìóìà. Òîãäà ýòîò ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò òåðàïèè òîëüêî ïîääåðæèâà-

åòñÿ.
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Ðèñ. 1.5: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòè-
ìàëüíîå âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàâíî 𝑡𝑠𝑤 = 0.933.
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Ðèñ. 1.6: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå òåðìèíàëüíîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 280.6.
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Ðèñ. 1.7: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìî-
íîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì ÿâëÿåòñÿ
𝐿*(𝑇 ) = 280.6.
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Ðèñ. 1.8: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè òåðàïèè. ̂︀𝑁 = 1.7 · 105, 𝑁 *(𝑇 ) = 1.789 · 105.
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Ðèñ. 1.9: Çàâèñèìîñòü òåðàïåâòè÷åñêîãî ýôôåêòà íà çäîðîâûå è ëåéêåìèéíûå
êëåòêè äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ñèëüíî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ (äëÿ

ñðàâíåíèÿ ñì. ðåçóëüòàòû íèæå).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁

ïàäàåò íèæå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 . Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïåðå-

êëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè:

a) 𝜓1(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑙𝑡𝜓1(𝑡),

b) 𝜓2(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑙𝑡𝜓2(𝑡),

c) 𝜉(𝑡) = 𝜒𝑙𝜓1(𝑡) + 𝜒𝑛𝜓2(𝑡),

d) 𝜓3(𝑡) = 𝑒−𝛾ℎ𝑡𝜓3(𝑡),

(1.12)

ãäå 𝜒𝑖 = 𝜆𝑖, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛} äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè è 𝜒𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}
äëÿ íåìîíîòîííûõ.

44



Лемма 1.4 Для вспомогательных функций 𝜓1(𝑡) и 𝜓2(𝑡) справедливы следу-

ющие утверждения:

(i) 𝜓1(𝑡) положительна и строго убывает на [0, 𝑇 ].

(ii) 𝜓2(𝑡) отрицательна и строго убывает, если 𝑟𝑙 < 𝑟𝑛, строго возраста-

ет, если 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛, и является константой для 𝑟𝑙 = 𝑟𝑛 на [0, 𝑇 ].

Доказательство

(i) Èç (1.12) 𝑎) è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (1.10) ïîëó÷èì

𝜓1(𝑡) = 𝜓10 +

𝑡∫︁
0

𝑒(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝑠−𝑙(𝑠)𝑐𝑎𝜓20𝑑𝑠.

𝑡∫︀
0

𝑒(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝑠−𝑙(𝑠)𝑐𝑎𝜓20𝑑𝑠 îòðèöàòåëüíà è ñòðîãî óáûâàåò íà [0, 𝑇 ] â ñèëó

𝜓20 = −𝛽𝑁(𝑇 )𝑒−𝑟𝑛𝑇 < 0. Èñïîëüçóÿ òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ (ñì. ïåð-

âîå óðàâíåíèå â (1.9)), ïîëó÷èì, ÷òî

𝜓1(𝑇 ) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 )−𝑟𝑙𝑇 > 0

è äîïîëíèòåëüíî

𝜓10 = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 )−𝑟𝑙𝑇 −

𝑇∫︁
0

𝑒(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝑡−𝑙(𝑡)𝑐𝑎𝜓20𝑑𝑡 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, 𝜓1(𝑡) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé.

(ii) Èç (1.12) 𝑏) è âòîðûõ óðàâíåíèé (1.10) è (1.11), ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó-

÷àåì:
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𝜓2(𝑡) = 𝜓20𝑒
(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡.

Òàê êàê 𝜓20 < 0, òî 𝜓2(𝑡) îòðèöàòåëüíà è

– ñòðîãî âîçðàñòàåò, åñëè 𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡 åñòü óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü

åñëè 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛,

– ñòðîãî óáûâàåò, åñëè 𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡 åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü

åñëè 𝑟𝑙 < 𝑟𝑛,

– ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, åñëè 𝑟𝑙 = 𝑟𝑛.

�

Лемма 1.5 Вспомогательная функция 𝜉(𝑡):

(i) имеет не более одного нуля в случае 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑛

(ii) может иметь более одного нуля, если 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛 и справедливо соотно-

шение 𝑙(𝑡) = ln 𝜒𝑙𝑐𝑎
𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛).

Замечание: 𝑙(𝑡) = ln 𝜒𝑙𝑐𝑎
𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛) соответствует 𝐿(𝑡) = 𝜒𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛)𝐿𝑎

𝜒𝑙𝑐𝑎
.

Доказательство

(i) Åñëè 𝜉(𝑡) èìååò äâà íóëÿ, òî òîãäà ïðîèçâîäíàÿ 𝑑𝜉(𝑡)
𝑑𝑡 äîëæíà ïðèíèìàòü

íóëåâîå çíà÷åíèå ìåæäó íóëÿìè ôóíêöèè 𝜉(𝑡), òî åñòü

𝑑𝜉(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜒𝑙𝑐𝑎𝜓20𝑒

(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡−𝑙(𝑡) + 𝜒𝑛𝜓20(𝑟𝑛 − 𝑟𝑙)𝑒
(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡 = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî 𝜒𝑙𝑐𝑎𝑒
−𝑙(𝑡) + 𝜒𝑛(𝑟𝑛 − 𝑟𝑙) = 0. Òàê êàê

ïåðâîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], òî ðàâåíñòâî

ìîæåò âûïîëíèòüñÿ òîëüêî ïðè 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛. Òàêèì îáðàçîì, 𝜉(𝑡) èìååò

ìàêñèìóì îäèí íóëü.
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(ii) Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå âûøå è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (ñì. (i) ), ïîëó÷èì

𝑙(𝑡) = ln
𝜒𝑙𝑐𝑎

𝜒𝑛(𝑟𝑙 − 𝑟𝑛)
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.3), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ëåé-

êåìè÷åñêèõ êëåòîê

𝐿(𝑡) =
𝜒𝑛(𝑟𝑙 − 𝑟𝑛)𝐿𝑎

𝜒𝑙𝑐𝑎
.

�

Теорема 1.3 Количество нулей функции переключения 𝜓3(𝑡) на интервале

[0, 𝑇 ] не превосходит:

(i) количество нулей функции 𝜉(𝑡) на [0, 𝑇 ], увеличенное на единицу в слу-

чае монотонной функции терапии.

(ii) количество нулей функции 𝜉(𝑡) (1 − 𝑏ℎ(𝑡)) на [0, 𝑇 ], увеличенное на

единицу в случае немонотонной функции терапии.

Доказательство Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ 𝜓3(𝑡), êîòîðàÿ èìå-

åò òîò æå çíàê è òå æå íóëè, ÷òî è ôóíêöèÿ 𝜓3(𝑡) (ñì. (1.12) 𝑑) ). Òîãäà:

(i) 𝜓3(𝑡) = 𝜓30 −
𝑡∫︀
0

𝑒−(𝛾ℎ+𝑟𝑙)𝑠𝜉(𝑠)𝑑𝑠.

Êðîìå òîãî, 𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑒−(𝛾ℎ+𝑟𝑙)𝑡𝜉(𝑡) èìååò òå æå íóëè, ÷òî è âñïîìîãàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ 𝜉(𝑡). Òàê êàê ìåæäó íóëÿìè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò

íóëü ïðîèçâîäíîé, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

(ii) 𝜓3(𝑡) = 𝜓30 −
𝑡∫︀
0

𝑒−(𝛾ℎ+𝑟𝑙)𝑠−𝑏ℎ(𝑠)𝜉(𝑠) (1 − 𝑏ℎ(𝑠)) 𝑑𝑠. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâî-

äèòñÿ àíàëîãè÷íî øàãó (i). �
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Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ïðè 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑛 î÷åâèäíî, ÷òî ôóíê-

öèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì äâà íóëÿ. Ïîýòîìó îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå ðàçäåëåíî íà äâå ñòàäèè: åñëè 𝜉(0) > 0, íà ïåðâîé ïðîâîäèòñÿ

àêòèâíîå ëå÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíîé äîçîé õèìèîòåðàïèè äî âðåìåíè 𝑡𝑠𝑤, à çà-

òåì ïàññèâíàÿ ñòàäèÿ áåç ââåäåíèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, è â îáðàòíîì

ïîðÿäêå, åñëè 𝜉(0) < 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛 è âûïîëíåííîì óñëî-

âèè 𝑙(𝑡) = ln 𝜆𝑙𝑐𝑎
𝜆𝑛(𝑟𝑙−𝑟𝑛) ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç

íåñêîëüêèõ ñòàäèé ëå÷åíèÿ: íåîäíîêðàòíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó ñòàäèåé àê-

òèâíîãî ëå÷åíèÿ è ïîñëåäóþùåé ñòàäèè ðåëàêñàöèè. Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé

ôóíêöèè òåðàïèè îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàìíîãî ñëîæíåå. Â

ýòîì ñëó÷àå íå òîëüêî ôóíêöèÿ 𝜉(𝑡) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî êîðíåé â çàâèñè-

ìîñòè îò äàííûõ ïàöèåíòà (òî åñòü ïàðàìåòðîâ), íî òàêæå è äîïîëíèòåëüíîå

âûðàæåíèå â èíòåãðàëå (1−𝑏ℎ(𝑡)). Äëÿ ñîîòíîøåíèé ïàðàìåòðîâ òèïà 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑛

è 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛, íåâîçìîæíî íàéòè îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. Ðèñ. 1.10 � 1.18) ïîêàçûâàþò

ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ôàçîâûõ ïå-

ðåìåííûõ ïðè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 . Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

𝑟𝑙 = 0.39, 𝑟𝑛 = 0.28, 𝛾𝑙 = 0.1, 𝛾𝑛 = 0.1 , 𝛾ℎ = 0.6, 𝐶 = 3.7 · 10−9, 𝛽 = 20, 𝜆𝑙 =

10, 𝜆𝑛 = 6.6, 𝛼𝑙 = 20, 𝛼𝑛 = 13, 𝑏 = 1.4, 𝐿0 = 6 · 107, 𝑁0 = 7 · 105.

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè èç ðèñóíêîâ 1.10 � 1.13 ìîæíî

óâèäåòü, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê𝑁 ïàäàåò ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî

óðîâíÿ, òî öåëåâîé ôóíêöèîíàë óâåëè÷èâàåòñÿ è, òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ 𝑢* = 𝑅 íà 𝑢* = 0. Áîëåå òîãî, äëÿ âûáðàííîãî

ïàðàìåòðà ìîäåëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî

íîðìàëüíûõ êëåòîê 𝑁 äî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 è çàòåì óäåðæèâàòü íà ýòîì

óðîâíå.
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Ðèñ. 1.10: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
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Ðèñ. 1.11: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå òåðìèíàëüíîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 13.578 · 104.
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Ðèñ. 1.12: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëåéêåìè÷åñêèõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìî-
íîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ
𝐿*(𝑇 ) = 7.578 · 104.
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Ðèñ. 1.13: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè òåðàïèè. 𝑁 *(𝑇 ) = 1.697 · 105, ̂︀𝑁 = 1.7 · 105.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà÷è-

íàåòñÿ ñî ñòàäèè èíòåíñèâíîãî ëå÷åíèÿ, 𝑢* = 𝑅, êîòîðîå ïåðåõîäèò â èíòåð-
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âàë îñîáîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 , êîãäà äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò

îò òåðàïèè. Äàëåå, åñëè êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê 𝑁 ïàäàåò íèæå çàäàí-

íîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , öåëåâîé ôóíêöèîíàë ðàñòåò ïîñëå 𝛿𝑡, à çàòåì

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ 𝑢* = 𝛾ℎ
𝑏 íà 𝑢* = 𝑅 (Заметим,

что в случае немонотонных функций терапии, стратегия терапии 𝑢 = 𝑅,

когда ℎ > ℎ𝑚, уменьшает также эффект влияния лекарственного сред-

ства 𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}). Çàòåì â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê

𝑁 , ñëåäóåò ñåðèÿ ïåðåêëþ÷åíèé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (òàê íàçûâàåìîå

¾bang-bang¿ óïðàâëåíèå).
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Ðèñ. 1.14: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
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Ðèñ. 1.15: Çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò âðåìåíè äëÿ íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå òåðìèíàëüíîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 6.959 · 104.
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Ðèñ. 1.16: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ íåìî-
íîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì ÿâëÿåòñÿ
𝐿*(𝑇 ) = 6.893 · 104.
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Ðèñ. 1.17: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê îò âðåìåíè äëÿ íåìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. 𝑁 *(𝑇 ) ≈ 1.7 · 105, ̂︀𝑁 = 1.7 · 105.
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Ðèñ. 1.18: Çàâèñèìîñòü òåðàïåâòè÷åñêîãî ýôôåêòà, îêàçûâàåìîãî íà çäîðîâûå
è ëåéêåìèéíûå êëåòêè äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Â ïåðâîé ïîäãëàâå áûëè ðàññìîòðåíû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëü-

òàòû ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäàííîé çàäà÷è îï-
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òèìèçàöèè è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèe íå âñåãäà îïðåäå-

ëÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

1.2 Моделирование фазовых ограничений

Â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàëèñü òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ôóíêöèè îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè, íî áåç ïðèâëå-

÷åíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöè-

åíòà.

Ââåäåííîå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ìîäåëèðóåòñÿ çäåñü

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé [43,46]. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðà-

íè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà â òå÷å-

íèå òåðàïèè â (1.2), âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ øòðàôà 𝜙(𝑡) ââåäåì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

𝜙(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

𝜅(𝑄− ℎ(𝑡))2, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄,

(1.13)

ãäå 𝜅 ∈ R+ äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî. Öåëü øòðàôíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â èçìå-

íåíèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðè

íàðóøåíèè îãðàíè÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü

ðàñøèðåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙, 𝑛, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) +
𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 )) +

𝑇∫︀
0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁.
(1.14)

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà è òåðìèíàëü-

íûå óñëîâèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.4), (1.14) ïðåìèíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå óðàâíåíèÿ:
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𝐻 = 𝜓0𝜙+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ãäå 𝜓0 = −1 èç�çà çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3 îò øòðàôíîé

ôóíêöèè.

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

2𝜅(𝑄− ℎ) − 𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(1.15)

ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (1.9).

Ìîäåëèðóÿ ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, ìîæíî óâèäåòü èç ãàìèëüòîíèàíà,

÷òî äàæå çäåñü ñïðàâåäëèâ çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.7). Â ýòîì

ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè÷åíèå íàðóøàåòñÿ (ℎ(𝑡) > 𝑄), ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

𝜓3 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, à ïîýòîìó îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡) = 0.

Замечание 1.1 Â ðàáîòå [49] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, â êîòîðûõ öåëåâîé ôóíêöèîíàë íå ðàñ-

øèðÿåòñÿ, íî ââîäèòñÿ ëàãðàíæèàí:

ℒ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝑢) = 𝐻(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝑢) + 𝑔(𝑡)(𝑄− ℎ(𝑡)),

ãäå 𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙+𝛾𝑙+𝑓𝑙)+𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+𝛾𝑛+ 𝑐𝑎𝑒
−𝑙+𝑓𝑛)+𝜓3(−𝛾ℎℎ+𝑢) ÿâëÿåòñÿ

ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû (1.4) è 𝑔(𝑡) ≥ 0 ( = 0, åñëè 𝑄− ℎ(𝑡) < 0 ).
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Äëÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕ℒ

*

𝜕𝑙
,
𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕ℒ

*

𝜕𝑛
,
𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕ℒ

*

𝜕ℎ
,

ãäå ℒ* = ℒ(𝑙*, 𝑛*, ℎ*, 𝑢*) è òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

𝜓1(𝑇 ) = −𝜕𝐽𝑃𝑀𝑃

𝜕𝑙(𝑇 )
= 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 )

𝜓2(𝑇 ) = −𝜕𝐽𝑃𝑀𝑃

𝜕𝑛(𝑇 )
=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁,
−𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁
𝜓3(𝑇 ) = −𝜕𝐽𝑃𝑀𝑃

𝜕ℎ(𝑇 )
= 0.

Èç ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæèàíà, òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé è óñëîâèé òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè ìîæíî óâèäåòü, ÷òî èñïîëüçîâàííûé â äèññåðòàöèè ïîäõîä èìååò

òîò æå ñìûñë, ÷òî è ïîäõîä ñ ëàãðàíæèàíîì. Áîëåå òîãî, ïðè äàííîì ïîäõîäå

ïðîáëåìà ðàçðûâíîñòè ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ (jump discontinuity) [50, 51]

ðåøàåòñÿ.

Замечание 1.2 Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ íà òîêñè÷-

íîñòü ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, íî òàêæå è ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, òàêèå,

íàïðèìåð, êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ââåäåííîãî ëåêàðñòâà çà âñå âðåìÿ òåðàïèè
𝑇∫︀
0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑍, 𝑍 ∈ R+. Òàêèå çàäà÷è ìîãóò áûòü ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíû ââå-

äåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé 𝑦(𝑡) â ñèñòåìó (1.4) è ââåäåíèåì

ñëåäóþùåé ôóíêöèè øòðàôà 𝜈(𝑡):

𝑦(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠, ïðè÷åì
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)

è

𝜈(𝑦(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

𝜌(𝑍 − 𝑦(𝑇 )), åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍,
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ãäå 𝜌 åñòü äîâîëüíî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùåì

âèäå:

𝐽𝑒𝑥𝑡((𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡), 𝜈(𝑦(𝑇 ))) = 𝐽𝑃𝑀𝑃 (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), 𝜙(𝑡)) + 𝜈(𝑦(𝑇 )).

Äëÿ äàííîé (ðàñøèðåííîé) çàäà÷è ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ

ôîðìó:

𝐻 = 𝜓0𝜑+ 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢) + 𝜓4𝑢.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ ìî-

æåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅 , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 > 0,

0 , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 < 0,

íåèçâåñòíî , åñëè 𝜓3 + 𝜓4 = 0 .

Òîãäà ê óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè (1.15) äîáàâëÿþòñÿ

𝑑𝜓4(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

𝜕𝑦
= 0.

Èç òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ 𝜓4(𝑇 ) = − 𝜕𝐽𝑒𝑥𝑡
𝜕𝑦(𝑇 ) ïîëó÷àåì â èòîãå:

𝜓4(𝑇 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑦(𝑇 ) ≤ 𝑍,

−𝜌, åñëè 𝑦(𝑇 ) > 𝑍.

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè-

÷åñòâî ââåäåííîãî ëåêàðñòâà íàðóøåíî, òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (𝜓3 + 𝜓4)
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ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èäåíòè÷-

íî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ äëÿ ìîäåëè áåç îãðàíè÷åíèé äî ìîìåíòà âðå-

ìåíè 𝑡𝑥:

𝑡𝑥 :

𝑡𝑥∫︁
0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑍,

à ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà 𝑢(𝑡) = 0 äëÿ 𝑡𝑥 < 𝑡 ≤ 𝑇 .

Íà ñëåäóþùèõ èëëþñòðàöèÿõ ïîêàçàíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà

â òåëå ïàöèåíòà 𝑄 ïðåäïîëîæèì ðàâíûì 1.0 äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðà-

ïèè è 0.58 äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Çíà÷åíèå 𝑄 ìîæåò èçìåíÿòü-

ñÿ â çàâèñèìîñòè îò äàííûõ ïàöèåíòà (òî åñòü äîïîëíèòåëüíîãî òîêñè÷íîãî

âîçäåéñòâèÿ)è â äàííîé ðàáîòå âûáðàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ïîâåäåíèå

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû âûáðàíû òàêèìè æå, êàê

áûëî îïèñàíî âûøå: 𝑟𝑙 = 0.39, 𝑟𝑛 = 0.28, 𝛾𝑙 = 0.1, 𝛾𝑛 = 0.1 , 𝛾ℎ = 0.6,

𝐶 = 3.7 · 10−9, 𝛽 = 20, 𝜆𝑙 = 10, 𝜆𝑛 = 6.6, 𝛼𝑙 = 20, 𝛼𝑛 = 13, 𝑏 = 1.4,

𝐿0 = 6 · 107, 𝑁0 = 7 · 105.

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé è íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ìîæíî óâèäåòü

èç ðèñóíêîâ 1.19, 1.20 è 1.23, 1.24 ñîîòâåòñòâåííî ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå ñòàðòóåò ñ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ 𝑢(𝑡) = 𝑅 äî ℎ(𝑡) = 𝑄. Çàòåì

ýòî çàðàíåå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå 𝑄 óäåðæèâàåòñÿ âïëîòü äî òî÷êè 𝑁 = ̂︀𝑁 .

Çäåñü èìååò ìåñòî èíòåðâàë ò.í. ¾bang-bang¿ óïðàâëåíèÿ äëÿ óäåðæèâàíèÿ

êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê 𝑁 , ðàâíûì êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ̂︀𝑁 . Â ñëó-

÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñòðàòåãèÿ, ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ íèæå,

èäåíòè÷íàÿ (ðèñóíêè 1.22 � 1.26).
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Ðèñ. 1.19: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè òåðàïèè.
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Ðèñ. 1.20: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êîíöåíòðàöèè ëåêàð-
ñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

59



0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

7

non-dimensional time

Φ
∗
(t
)

Time Response of the Objective Function

Ðèñ. 1.21: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ñ ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå
Φ*(𝑇 ) = 7.73 · 104.
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Ðèñ. 1.22: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ çàäà÷è
ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå
êîíå÷íîå çíà÷åíèå 𝑁 *(𝑇 ) = 1.7 · 105.
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Ðèñ. 1.23: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ íåìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

non-dimensional time

h
∗
(t
)

Time Response of the Chemotherapeutical Agents in the Body

Ðèñ. 1.24: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êîíöåíòðàöèè ëåêàð-
ñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðà-
ïèè.
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Ðèñ. 1.25: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ çàäà÷è ñ ôàçî-
âûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå
êîíå÷íîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 8.152 · 104.
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Ðèñ. 1.26: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ çàäà÷è
ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòè-
ìàëüíîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå 𝑁 *(𝑇 ) = 1.7 · 105.
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Глава 2

Подход к отысканию эффективных стра-

тегий терапии, основанный на методах

многокритериальной оптимизации

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè:

Φ𝑀𝑂𝑂1
(𝐿(𝑇 )) = 𝐿(𝑇 ) → inf, Φ𝑀𝑂𝑂2

(𝑁(𝑇 )) = 𝑁(𝑇 ) → sup (2.1)

äëÿ ñèñòåìû (5).

Âûáîðà ýòîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè îñíîâûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè âûñî-

êîãî ðèñêà, ÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè òåðàïèè êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê 𝑁

óïàäåò íèæå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ æèçíè

ïàöèåíòà.

Èç ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû î÷åâèäíî, ÷òî îä-

íîâðåìåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà ëåéêåìè÷åñêèõ êëåòîê è ìàêñèìèçàöèÿ

êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê íåâîçìîæíà. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

𝜀-îãðàíè÷åíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ â çàäà÷àõ

ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè [29]. Îïòèìèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 𝜀-

îãðàíè÷åíèé óïðîùàåò íà÷àëüíóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ âûáîðà òîëüêî îäíîé èç

íåñêîëüêèõ öåëåé êàê öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è èñïîëüçîâàíèÿ îñòàëüíûõ êàê

îãðàíè÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê:

Φ𝑀𝑂𝑂(𝐿(𝑇 )) = 𝐿(𝑇 ) → inf (2.2)
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ïðè ñîáëþäåíèè (1.2) è

𝑁(𝑡) ≥ 𝜀 = ̂︀𝑁. (2.3)

Äàííîå îãðàíè÷åíèå (2.3) îïèñûâàåò ôàêò, ÷òî êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëå-

òîê íå äîëæíî óïàñòü íèæå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ̂︀𝑁 , ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ æèç-

íåñïîñîáíîñòè ïàöèåíòà.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ çàìåí (1.3) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (2.2) è ôàçîâîå îãðàíè÷å-

íèå (2.3) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå:

Φ𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 )) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) → inf (2.4)

è

𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑡) > ̂︀𝑁 èëè 𝑛(𝑡) > ln

̂︀𝑁
𝑁𝑎

(2.5)

Òàê êàê ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà 𝜀−îãðàíè÷åíèé îñòàëàñü òîëüêî îäíà

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ íèæå ðàññóæäåíèé.

2.1 Анализ точек переключения

Ñïåðâà ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí è ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó çàäà÷è îïòèìèçà-

öèè (1.4), (2.4):

𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛) + 𝜓3(−𝛾ℎ · ℎ+ 𝑢), (2.6)

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑛𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜓1(𝑡)

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
− 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝛾ℎ · 𝜓3(𝑡)

(2.7)
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ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè:

𝜓1(𝑇 ) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ), 𝜓2(𝑇 ) = 0 è 𝜓3(𝑇 ) = 0. (2.8)

Ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.7), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëü-

òàòû:

𝜓1(𝑡) = 𝜓10𝑒
𝑟𝑙𝑡 + 𝑐𝑎

∫︀ 𝑡
0 𝑒

𝑟𝑙(𝑡−𝑠)−𝑙(𝑠) · 𝜓2(𝑠)𝑑𝑠

𝜓2(𝑡) = 𝜓20𝑒
𝑟𝑛𝑡

𝜓3(𝑡) = 𝜓30𝑒
𝛾ℎ𝑡 −

∫︀ 𝑡
0 𝑒

𝛾ℎ(𝑡−𝑠) · (𝜓1(𝑠) · 𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑠))𝑑ℎ(𝑠) + 𝜓2(𝑠) · 𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑠))𝑑ℎ(𝑠) )𝑑𝑠.

(2.9)

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî 𝑢, ñïðàâåäëèâ ñëå-

äóþùèé çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅, åñëè 𝜓3(𝑡) > 0,

0, åñëè 𝜓3(𝑡) < 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅], åñëè 𝜓3(𝑡) = 0.

(2.10)

Äëÿ àíàëèçà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè èñïîëü-

çóåì íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Òàê êàê â äàííîé çàäà÷å òå æå óñëîâèÿ, ÷òî è â ïåðâîé ãëàâå ïðè𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁 , òî

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ëåìì 1.1�1.3 è òåîðåì 1.1, 1.2 ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû. Òàê êàê àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû çàäà÷è îïòèìèçàöèè (2.4) äàþò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñòðàòåãèþ òåðàïèè) äëÿ îáîèõ ôóíêöèé òåðàïèè, äàí-

íîå ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê Ïàðåòî - îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì íà÷àëüíîé çàäà÷è

(2.1).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñòðà-

òåãèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîëæíà ñîñòîÿòü â ìàêñèìàëüíîì ââåäåíèè

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà äî êîíöà âðåìåíè òåðàïèè. Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé
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ôóíêöèè òåðàïèè ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ñòðàòåãèè îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ: åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì ñîîòíîøå-

íèÿì (ℎ𝑚 > 𝑅
𝛾ℎ
), îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ àíàëîãè÷íà ñòðàòåãèè äëÿ ñëó÷àÿ

ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè; èíà÷å (ℎ𝑚 ≤ 𝑅
𝛾ℎ
) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé îñîáîãî

óïðàâëåíèÿ íà îòðåçêå 𝐼 = [𝑡0, 𝑇 ], 𝑡0 > 0. Îñîáîå óïðàâëåíèå âîçíèêàåò, êîãäà

íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òåðàïèè 𝑓𝑙(ℎ) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà 𝑓𝑙(ℎ𝑚). Â

ýòîì ñëó÷àå áûëî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå 𝑢*(𝑡) = 𝛾ℎℎ𝑚.

2.2 Моделирование фазовых ограничений

Â ýòîé ïîäãëàâå ïðåäñòàâëåíû äâà ïîäõîäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé

íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ íåîáõî-

äèìîãî ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê è êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâåí-

íîãî ñðåäñòâà çà âñå âðåìÿ òåðàïèè

ℎ(𝑡) ≤ 𝑄 è 𝑛(𝑡) ≤ ln
𝑁𝑎̂︀𝑁

ìû ìîæåì ââåñòè øòðàôíûå ôóíêöèè 𝜙1(𝑡) and 𝜙2(𝑡), êîòîðûå íóæíû äëÿ

ðàñøèðåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà:

𝜙1(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄

𝜅1(𝑄− ℎ(𝑡))2, åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄

(2.11)

𝜙2(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁
𝜅2(ln

𝑁𝑎̂︀𝑁 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁
(2.12)

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òåðàïèÿ çà-

êàí÷èâàëàñü ïðè èñ÷åðïàíèè ëèìèòà ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà è ïðè ïàäåíèè

÷èñëà çäîðîâûõ êëåòîê íèæå ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ, òî åñòü ÷òîáû ôóíêöèÿ

ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) ñòàíîâèëàñü â ýòèõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëüíîé.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâîé ôóíêöèîíàë ðàñøèðÿåòñÿ äâóìÿ ñëàãàåìûìè äëÿ

ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé:
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𝐽𝑀𝑂𝑂(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 ) +

𝑇∫︁
0

(𝜙1(𝑡) + 𝜙2(𝑡)) 𝑑𝑡→ inf. (2.13)

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷å-

íèé çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ

ïåðåìåííûõ:

𝐻 = 𝜓0(𝜙1 + 𝜙2) + 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛)

+𝜓3(−𝛾ℎℎ+ 𝑢),

ñ 𝜓0 = −1, êàê âûøå â ãëàâå 1.2.

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑟𝑛𝜓2(𝑡), åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ,
𝑟𝑛𝜓2(𝑡) + 2𝜅2(𝑛(𝑡) − ln 𝑁𝑎̂︀𝑁 ), åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) ≤ 𝑄,

2𝜅1(𝑄− ℎ) − 𝜓1(𝑡)
𝑑𝑓𝑙(ℎ)
𝑑ℎ − 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)
𝑑ℎ + 𝛾ℎ𝜓3(𝑡),

åñëè ℎ(𝑡) > 𝑄.

(2.14)

Çäåñü òàêæå ñïðàâåäëèâû òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ (1.9) è çàêîí îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ (1.7).

Ìîäåëèðîâàíèå îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îð-

ãàíèçìå ÷åëîâåêà îáñóæäàëîñü â ïåðâîé ãëàâå. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû òàê,
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÷òîáû òåðàïèÿ çàêàí÷èâàëàñü, åñëè êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê ïàäàåò íè-

æå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ̂︀𝑁 , íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡)

áûëà îòðèöàòåëüíîé â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (2.14) è òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ (1.9), î÷å-

âèäíî, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ 𝜓2 > 0, åñëè 𝑁 < ̂︀𝑁 . Òàêèì îáðàçîì, 𝜓1

ñòàíîâèòñÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíîé. Äàëåå, äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè

ïðîèçâîäíûå 𝑑𝑓𝑖(ℎ)
𝑑ℎ , 𝑖 = {𝑙, 𝑛}, ïîëîæèòåëüíû è, òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ

íåîáõîäèìîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî (ñì. òåîðåìó

1.2) ÷òî îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà 0 ≤ ℎ*(𝑡) ≤ ℎ𝑚, ãäå

ℎ𝑚 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè òåðàïèè

𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå 𝑑𝑓𝑖(ℎ)
𝑑ℎ òàêæå íåîòðèöàòåëüíû â

ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé òåðàïèè è çàäà÷à âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 𝜓3 < 0

ïðè 𝑁 < ̂︀𝑁 ðåøåíà.

Ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â ÷èñëåí-

íûõ ðåçóëüòàòàõ, ñîñòîèò íå òîëüêî â ðåàêöèè ñ çàïàçäûâàíèåì (ñì. çàìå÷à-

íèå 2.1) ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîñëå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèé, íî òàêæå è

â èíåðöèè ñèñòåìû, ÷òî íå ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíî, êîãäà óïðàâëåíèå

ïåðåêëþ÷àåòñÿ â íóëü.

Замечание 2.1 Â êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òðåáóåòñÿ ñïåðâà íàðóøåíèå ôàçîâûõ îãðà-

íè÷åíèé äëÿ àêòèâàöèè ïîñòðîåííûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ýòî ìîæåò áûòü

êðèòè÷íî íå òîëüêî â êîíêðåòíîé ïðîáëåìå îïòèìèçàöèè, íî è âî ìíîãèõ ïðàê-

òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. Ðèñ. 2.1 � 2.6) ïîêàçûâàþò

ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ôàçîâûõ ïåðå-

ìåííûõ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òå æå ñàìûå ïàðàìåòðû, êàê è â ïðåäûäóùåé

ãëàâå.
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Ðèñ. 2.1: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ
ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝑡𝑠𝑤 = 4.029.
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Ðèñ. 2.2: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ çàäà÷è ñ ôàçî-
âûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå
êîíå÷íîå çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 1.489 · 106.
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Ðèñ. 2.3: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ çàäà÷è ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëü-
íîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå 𝑁 *(𝑇 ) = 1.438 · 105.

Âî èçáåæàíèå íåäîñòàòêîâ ïîäõîäà, îïèñàííîãî âûøå, ðàññìîòðèì ìîäè-

ôèêàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ â [52]. Ýòî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïåðåìåííîé ñäâè-

ãà 𝑆 â ôóíêöèè øòðàôà:

𝜙′
2(𝑡) =

{︃
0, åñëè 𝑛(𝑡) ≤ ln 𝑁𝑎̂︀𝑁+𝑆

,

𝜅2(ln
𝑁𝑎̂︀𝑁 + 𝑆 − 𝑛(𝑡))2, åñëè 𝑛(𝑡) > ln 𝑁𝑎̂︀𝑁+𝑆

,

ãäå 𝑆 = max{ ̂︀𝑁 −𝑁(𝑡)| 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁}.
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùèé öåëåâîé ôóíêöè-

îíàë äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢*(𝑡), êîòîðàÿ ãàðàí-

òèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]:

𝐽𝑀𝑂𝑂𝑆
(𝑙(𝑇 ), 𝜙1(𝑡), 𝜙

′
2(𝑡)) = 𝐿𝑎𝑒

−𝑙(𝑇 ) −
𝑇∫︁

0

(𝜙1(𝑡) − 𝜙′
2(𝑡)) 𝑑𝑡
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Îáû÷íî â ÷èñëåííûõ ïðîöåäóðàõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî ðåçóëüòàòà òðå-

áóþòñÿ íåêîòîðûå èòåðàöèè è íîâîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñäâèãà ïîñëå êàæ-

äîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî ðàññ÷èòûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑆(𝑞+1) = 𝑆(𝑞) + max{ ̂︀𝑁 −𝑁(𝑡)| 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁},

ãäå 𝑞 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé èòåðàöèåé. Åñëè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé 𝑞𝑚𝑎𝑥
èëè íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü 𝛾 ≥ |𝑆(𝑞) − 𝑆(𝑞−1)| äîñòèãàþòñÿ, òî ïðîöåäóðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ.

Ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âòîðîé ïîäõîä, ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàííûé â íàñòîÿùåé ãëàâå, äàåò ëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöè-

îíàëà, ÷åì ïåðâûé, ãäå çàäàííîå îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê

âûïîëíÿåòñÿ.
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Ðèñ. 2.4: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ
ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝑡𝑠𝑤 = 3.326,
𝑆* = 4.495 · 104.
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Ðèñ. 2.5: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ çàäà÷è ñ ôàçîâû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå êîíå÷íîå
çíà÷åíèå Φ*(𝑇 ) = 2.091 · 105.
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Ðèñ. 2.6: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê â çàäà÷å ñ
ìîíîòîííîé ôóíêöèåé òåðàïèè. Îïòèìàëüíîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå 𝑁 *(𝑇 ) =
2.502 · 105.
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Глава 3

Стратегии терапии, альтернативные к

оптимальным, и их оценка

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí ïîäõîä àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. Äàííûé

ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à òî÷íåå åå àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

3.1 Динамический анализ и построение альтернативно-

го управления

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.4) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= −𝑟𝑙 𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ) = 0

𝑑𝑛

𝑑𝑡
= −𝑟𝑛 𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ) = 0

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −𝛾ℎ ℎ+ 𝑢(𝑡) = 0,

(3.1)

îòêóäà ïîëó÷èì (åäèíñòâåííóþ) íåïîäâèæíóþ òî÷êó (𝑙̄, 𝑛̄, ℎ̄):

𝑙̄ =
𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑟𝑙
, 𝑛̄ =

𝑐𝑎𝑒
−𝑙̄ + 𝛾𝑛 + 𝑓𝑛(ℎ̄)

𝑟𝑛
, ℎ̄ =

𝑢

𝛾ℎ
. (3.2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷êè (𝑙̄, 𝑛̄, ℎ̄) ðàññìîòðèì ìàòðèöó ßêîáè:
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𝐽(𝑙̄, 𝑛̄, ℎ̄) =

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−𝑙̄ −𝑟𝑛 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

0 0 −𝛾ℎ

⎞⎟⎟⎠ (3.3)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû íàéäåì èç ðàâåíñòâà (õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ)

det (𝐽 − 𝜆𝐼) = det

⎛⎜⎜⎝
−𝑟𝑙 − 𝜆 0 𝑑𝑓𝑙(ℎ̄)

𝑑ℎ̄

−𝑐𝑎𝑒−𝑙̄ −𝑟𝑛 − 𝜆 𝑑𝑓𝑛(ℎ̄)
𝑑ℎ

0 0 −𝛾ℎ − 𝜆

⎞⎟⎟⎠ = 0

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

(𝜆+ 𝑟𝑙)(𝜆+ 𝑟𝑛)(𝜆+ 𝛾ℎ) = 0,

÷òî äàåò òðè îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: 𝜆1 = −𝑟𝑙, 𝜆𝑛 = −𝑟𝑛, 𝜆3 =

−𝛾ℎ.
Òàê êàê âñå òðè çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû, òî çäåñü íåò íåîáõîäèìîñòè äî-

êàçûâàòü óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ïîëèíîìà êðèòåðèÿ Ðàóñà-Ãóðâèöà [53�55].

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.4) óñòîé÷èâà.

Íà ñëåäóþùèõ äâóõ ðèñóíêàõ èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ðàññìàòðèâà-

åìîé ñèñòåìû. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû èç

ïîñëåäíåé ãëàâû. Ïåðâûé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò äèíàìèêó íåóïðàâëÿåìîé ñè-

ñòåìû, òî åñòü ñèñòåìû áåç ïðèìåíåíèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà. Òðàåêòî-

ðèè ñèñòåìû, ñòàðòóþùèå èç íåêîòîðîé äîïóñòèìîé òî÷êè (𝑛0, 𝑙0), ñõîäÿòñÿ

ê íåïîäâèæíîé òî÷êå (0, 0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìû

óïðàâëÿåìà, òî åñòü ëåêàðñòâåííîå ñðåäñòâî ââîäèòñÿ, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

ìîæåò óìûøëåííî ïåðåìåùàòüñÿ (ñì. ðèñóíîê 3.2).
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Ðèñ. 3.1: Ôàçîâûé ïîðòðåò íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (𝑛̄, 𝑙̄).
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Ðèñ. 3.2: Ôàçîâûé ïîðòðåò óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (𝑛̄, 𝑙̄).

Öåëü àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî ýôôåêòà

òåðàïèè 𝑓𝑖(ℎ̄(𝑢)), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}, èç-çà êîòîðîãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (𝑛̄, 𝑙̄) ïåðåìå-

ñòèòñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ñëåäóþùåé öåëåâîé ôóíêöèè ìèíèìèçèðîâàëîñü:

75



Φ𝑎𝑙𝑡1(𝑙̄(𝑢), 𝑛̄(𝑢)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑎𝑒

−𝑙̄(𝑢), åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛̄(𝑢) ≥ ̂︀𝑁,

𝐿𝑎𝑒
−𝑙̄(𝑢) + 𝛽( ̂︀𝑁 −𝑁𝑎𝑒

−𝑛̄(𝑢)), åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛̄(𝑢) < ̂︀𝑁. (3.4)

Φ𝑎𝑙𝑡2(𝑙̄(𝑢)) = 𝐿𝑎𝑒
−𝑙̄(𝑢) (3.5)

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè 𝑙 è 𝑛 ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ôóíê-

öèè ïåðåìåííîé 𝑢, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

𝑢 ∈ [0, 𝑅] êàê ïàðàìåòð, òî åñòü ïåðåéòè ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ Φ𝑎𝑙𝑡𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2} äëÿ âñåõ

𝑢 ∈ [0, 𝑅]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äàííîé çà-

äà÷è [56].

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ ïîñòðîåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëå-

íèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå 𝑢 = 𝑅𝑎 ∈ [0, 𝑅] äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíê-

öèîíàëó Φ𝑎𝑙𝑡𝑗 è, òàêèì îáðàçîì, 𝑓𝑖(ℎ̄) = 𝑓𝑖

(︁
𝑅𝑎

𝛾ℎ

)︁
, 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}. Äàëåå ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡. Ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (1.4) ñ íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè ℎ(0) = 0 è ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ℎ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
â ìîìåíò

âðåìåíè 𝑡 = 𝑡.

Òàê êàê

ℎ(𝑡) =
𝑅

𝛾ℎ
(1 − 𝑒−𝛾ℎ𝑡), (3.6)

òî óñëîâèå ℎ(𝑡 ) = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

𝑡 = − 1

𝛾ℎ
ln (1 − 𝑝) , ãäå 𝑝 :=

𝑅𝑎

𝑅
< 1. (3.7)

Ðàâåíñòâî (3.7) ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæå-

íèÿ ôóíêöèåé ℎ(𝑡) çíà÷åíèÿ 𝑅𝑎

𝛾ℎ
, êîãäà íà èíòåðâàëå 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡 èñïîëüçóåòñÿ

ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ̃︀𝑢. Áóäåì íàçûâàòü äàííûé èíòåðâàë âðåìåíè временем

интенсивной терапии. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3.7) ìåæäó

âðåìåíåì 𝑡 è çíà÷åíèåì 𝑅.
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Êîãäà íàèëó÷øåå çíà÷åíèå ℎ̄ áóäåò äîñòèãíóòî, òî íåîáõîäèìî ïðîàíà-

ëèçèðîâàòü ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ ̃︀𝑢(𝑡) íà îñòàâøåìñÿ âðåìåííîì èíòåðâàëå

𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 .

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.7) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 0, ℎ(𝑡) =

𝑅𝑎

𝛾ℎ
, 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 , (3.8)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ýôôåêò òåðàïèè ïîääåðæèâàòñÿ íà òîì ïîñòîÿííîì óðàâíå,

íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óïðàâëåíèå íà îòðåçêå 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 :

̃︀𝑢(𝑡) = 𝛾ℎℎ(𝑡), 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇. (3.9)

Íàçîâåì ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìóþ (3.6), (3.9), àëüòåðíàòèâ-

íûì óïðàâëåíèåì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâíåíèÿ (3.6), (3.9) (àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå)

ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ: âûáðàòü ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ 𝑢̃(𝑡) òàê,

÷òîáû îíà äîñòèãàëà çíà÷åíèÿ ℎ̄ êàê ìîæíî áûñòðåå è çàòåì óäåðæèâàòü çíà-

÷åíèå ℎ(𝑡) = ℎ̄ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
äî êîíöà òåðàïèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí àëòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃︀𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡,

𝑅𝑎, åñëè 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇.

(3.10)

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìà-

íèå, ÷òî åñëè óñëîâèå ℎ𝑚 < ℎ̄ = 𝑅𝑎

𝛾ℎ
âûïîëíÿåòñÿ, òî çàêîí àëüòåðíàòèâíîãî

óïðàâëåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃︀𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑚,

𝛾ℎ
𝑏 , åñëè 𝑡𝑚 < 𝑡 ≤ 𝑇,

(3.11)
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ãäå 𝑡𝑚 ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì, â êîòîðîì 𝑓𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛} äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-

ñèìóìà, êàê îïèñàíî â ãëàâå 1.2.

Èòàê, êàê îáúÿñíåíî âûøå, àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå ñîñòîèò èç äâóõ

ñòàäèé: стадии интенсивной терапии è стадии удерживания лекарствен-

ного средства на достигнутом уровне.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îãðàíè÷åíèå ℎ(𝑡) ≤ 𝑄, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], íà êîëè÷åñòâî ëå-

êàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà. Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííàÿ

êîíñòàíòà 𝑄 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

𝑄 ≥ ℎ̄ èëè 𝑄 ≥ ℎ̄ ≥ ℎ𝑚 (ℎ̄ ≥ 𝑄 ≥ ℎ𝑚),

òî ñïðàâåäëèâ çàêîí àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ (3.10) èëè (3.11) ñîîòâåò-

ñòâåííî â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà

𝑄 < ℎ̄ èëè 𝑄 < ℎ̄ ≤ ℎ𝑚 (𝑄 < ℎ𝑚 < ℎ̄),

òî òîãäà öåëü àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ - ïîäíÿòü êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåí-

íîãî ñðåäñòâà äî çíà÷åíèÿ 𝑄 è çàòåì óäåðæèâàòü äî êîíöà âðåìåíè òåðàïèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé çàêîí àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ:

̃︀𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡,

𝜎𝛾ℎ, åñëè 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇,

(3.12)

ãäå 𝜎 = min{𝑅𝑎

𝛾ℎ
, 𝑄, ℎ𝑚} è 𝑡 = min{𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} ñ

𝑡1 : ℎ(𝑡1) =
𝑅𝑎

𝛾ℎ
, 𝑡2 : ℎ(𝑡2) = 𝑄 è 𝑡3 : ℎ(𝑡3) = ℎ𝑚.

Ìîäåëèðîâàíèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê

(2.3), êàê îáñóæäàëîñü âî âòîðîé ãëàâå, ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíûì â

ñèëó èíåðöèè ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ èäåþ ïåðåìåííîé ñäâèãà 𝑆, ìîæíî ãàðàí-

òèðîâàòü âûïîëíåíèå (2.3) ïðè ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ:
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𝑁(𝑡) > ̂︀𝑁 + 𝑆, 𝑆 = 𝑚𝑎𝑥{ ̂︀𝑁 −𝑁(𝑡)| 𝑁(𝑡) < ̂︀𝑁}.

Åñëè íå èìååòñÿ èíôîðìàöèè î ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñèñòåìû, òî íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé

ñäâèãà 𝑆, êîòîðàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (2.3).

3.2 Результаты численного моделирования

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ðàññìàòðèâàåìîå â äàííîé ÷àñòè, ïðîâîäèëîñü ñ

òåìè æå ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû è â ãëàâàõ 1 è 2.

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äåìîíñòðàöèÿ è îáñóæäåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ïîñòðîåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, íî òàêæå è èõ ñðàâíåíèå

ñ ðåçóëüòàòàìè îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ.

Ïåðâûå òðè ðèñóíêà äåìîíñòðèðóþò àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå äëÿ çà-

äà÷ (1.4)−(3.4) â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíà-

ëà, ïîëó÷åííîå íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè((1.4) − (1.5)), ðàâíî Φ*
𝑃𝑀𝑃 (𝑇 ) =

8.306 · 104, à íà àëüòåðíàòèâíîì óïðàâëåíèè Φ𝑎𝑙𝑡1(𝑇 ) = 9.176 · 104, êàê ïî-

êàçàíî íèæå. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè áûëè ïîëó÷åíû ïîõîæèå

ðåçóëüòàòû: Φ*
𝑃𝑀𝑃 (𝑇 ) = 6.959 · 104, Φ𝑎𝑙𝑡1(𝑇 ) = 8.178 · 104.

Äàííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî îïòèìèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ

àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ íå íàìíîãî õóæå, ÷åì ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ. Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ альтернативного управ-

ления êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê íèêîãäà íå óïàäåò íèæå çíà÷åíèÿ ̂︀𝑁 .

Àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå äëÿ çàäà÷è (1.4) − (3.5) îáåñïå÷èâàåò òå æå

ðåçóëüòàòû, ÷òî è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (1.4)− (2.4). Äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîí-

íîé ôóíêöèè òåðàïèè çíà÷åíèå 𝑅𝑎, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà (3.5), åñòü ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ äîçà ëåêàðñòâåííîãî ñðåä-

ñòâà 𝑅. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè áûëî âû÷èñëåíî, ÷òî 𝑅𝑎 = 𝛾ℎℎ𝑚,

êàê è îæèäàëîñü. Äàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ 𝑅𝑎 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíòóèòèâ-

íî ïîñëå èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû.
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Ðèñ. 3.3: Àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 𝑡 = 1.367. ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡, è ̃︀𝑢(𝑡) =
0.5595, 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 .
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Ðèñ. 3.4: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà Φ(𝑇 ) = 9.176 ·
104.
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Ðèñ. 3.5: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê äëÿ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, 𝐿(𝑇 ) = 9.176 · 104.
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Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê
𝑁(𝑇 ) = 2.139 · 105, ̂︀𝑁 = 1.7 · 105.
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Ðèñ. 3.7: Àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.
Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 𝑡 = 0.554. ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑅, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡, è ̃︀𝑢(𝑡) =
0.2832, 𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇 .
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Ðèñ. 3.8: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà Φ(𝑇 ) = 8.178 ·
104.
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Ðèñ. 3.9: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà ëåéêåìèéíûõ êëåòîê äëÿ íåìî-
íîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè, 𝐿(𝑇 ) = 8.178 · 104.
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Ðèñ. 3.10: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ íåìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Òåðìèíàëüíîå êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê 𝑁(𝑇 ) =

2.066 · 105, ̂︀𝑁 = 1.7 · 105.
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Èç ïîâåäåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ÷åì áîëü-

øå èíòåðâàë òåðàïèè, òåì áëèæå ðåçóëüòàò àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ê

îïòèìàëüíîìó.

Àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîëè÷åñòâî

çäîðîâûõ êëåòîê, 𝑁(𝑡) ≥ ̂︀𝑁 , ïðåäñòàâëåíî íà ñëåäóþùèõ òðåõ ðèñóíêàõ. Èñ-

ïîëüçóåòñÿ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå ñ ïåðåìåííîé ñäâèãà 𝑆, ïðåäñòàâëåííîå âî

âòîðîé ÷àñòè, â ñèëó èíåðöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ðåçóëüòà-

òû àëüòåðíàòèâíîãî è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèé èäåíòè÷íû.
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Ðèñ. 3.11: Àëüòåðíàòèâíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè
äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 𝑡 = 3.33.
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Ðèñ. 3.12: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè òåðàïèè. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà Φ(𝑇 ) = 2.017 ·
105.

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

12

14
x 10

5

non-dimensional time

N
(t
)

Time Response of the Normal Cells

Ðèñ. 3.13: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê äëÿ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè òåðàïèè. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà íîðìàëüíûõ êëåòîê
𝑁(𝑇 ) = 2.465 · 105, ̂︀𝑁 = 1.7 · 105.
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Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ìåòîä, ïðåäñòàâëåííûé â äàííîì ðàçäåëå, íåñìîòðÿ

íà åãî ïðîñòîòó, äàåò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû. Íå òðåáóÿ ïðèìåíåíèÿ ñëîæíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî àïàðàòà îïòèìèçàöèè, ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí

íå òîëüêî ìàòåìàòèêàìè, íî è ìåäèêàìè, áèîëîãàìè.
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Глава 4

Построение синтеза оптимального управ-

ления

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ äàí-

íîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Áåëëìàíà [45,57]. Ñèíòåç ñîñòîèò â ïîèñêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Äëÿ ýòîãî

ïðèìåíèì ìåòîä ëîêàëüíûõ ðåøåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñòðî-

èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà.

4.1 Уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ:

íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 𝑢(𝐿,𝑁, ℎ, 𝑡), êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ñëå-

äóþùåìó ôóíêöèîíàëó:

Φ𝑆(𝐿(𝑇 ), 𝑁(𝑇 )) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2(𝑇 ), åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
𝐿2(𝑇 ) + 𝛽(𝑁(𝑇 ) − ̂︀𝑁)2, åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 (4.1)

îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (5).

Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåì çàìåíó (1.3). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë

(4.1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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Φ𝑆(𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 )) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ), åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 ) + 𝛽
(︁
𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑇 ) − ̂︀𝑁)︁2 , åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) < ̂︀𝑁.

(4.2)

Ïóñòü 𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà (4.2),

êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî â çàäà÷å (1.4) (4.2), åñëè ñèñòåìà (1.4) â ìî-

ìåíò âðåìåíè 𝑡 íàõîäèòñÿ â òî÷êå (𝑙, 𝑛, ℎ). Òîãäà ôóíêöèÿ 𝑆 óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèþ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà):

𝜕𝑆

𝜕𝜏
=
𝜕𝑆

𝜕𝑙
𝐹1(𝑙, ℎ) +

𝜕𝑆

𝜕𝑛
𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) − 𝛾ℎℎ

𝜕𝑆

𝜕ℎ
+ inf

0≤𝑢≤𝑅

{︂
𝑢
𝜕𝑆

𝜕ℎ

}︂
(4.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 = 0) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙, åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛 ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2𝑙 + 𝛽(𝑁𝑎𝑒
−𝑛 − ̂︀𝑁)2 åñëè 𝑁𝑎𝑒

−𝑛 < ̂︀𝑁. (4.4)

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíîå âðåìÿ 𝜏 = 𝑇 − 𝑡 è äâå ôóíêöèè

𝐹1(𝑙, ℎ) = −𝑟𝑙𝑙(𝑡) + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ),

𝐹2(𝑙, 𝑛, ℎ) = −𝑟𝑛𝑛(𝑡) + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙(𝑡) + 𝑓𝑛(ℎ).

(4.5)

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â [62,63] ïðè äîïîëíèòåëüíûõ åñòåñòâåí-

íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

∙ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âÿçêîñíîå ðåøåíèå [61] çàäà÷è Êîøè

(4, 3), (4.5), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Áåëëìàíà
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𝑆(𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏 ′) =

inf
𝑢(·)∈ℒ∞([𝑇−𝜏 ′,𝑇 ],[0,𝑅])

Φ𝑠(𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ))
⃒⃒
(𝑙(𝑇−𝜏 ′),𝑛(𝑇−𝜏 ′),ℎ(𝑇−𝜏 ′))=(𝑙′,𝑛′,ℎ′),𝑢=𝑢(·)

îïðåäåëåííîé è íåïðåðûâíîé íà R3
+ × [0, 𝑇 ];

∙ ïðè êàæäîì 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) ôóíêöèÿ 𝑆(·, 𝜏) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà;

∙ äëÿ ëþáîé òî÷êè (𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏 ′) çíà÷åíèå 𝑆(𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏 ′) åñòü min Φ𝑠 (𝑙′′, 𝑛′′)

ïî âñåì òàêèì (𝑙′′, 𝑛′′) ∈ R2
+, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà

õàðàêòåðèñòèêà (𝑙(𝜏), 𝑛(𝜏), ℎ(𝜏), 𝜓1(𝜏), 𝜓2(𝜏), 𝜓3(𝜏)) çàäà÷è (4.3), (4.5),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(𝑙, 𝑛, ℎ)|𝜏=𝜏 ′ = (𝑙′, 𝑛′, ℎ′), (𝑙, 𝑛)|𝜏=0 = (𝑙′′, 𝑛′′);

∙ â êàæäîé òî÷êå (𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏) ∈ R3
+ × (0, 𝑇 ) ñóïåðäèôôåðåíöèàë [61]

𝐷+𝑆(𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏) =
{︁

(𝑎(𝑙,𝑛,ℎ), 𝑎𝜏) : 𝑎(𝑙,𝑛,ℎ) ∈ R3, 𝑎𝜏 ∈ R,

lim sup
(𝑙,𝑛,ℎ,𝜏)→(𝑙′,𝑛′,ℎ′,𝜏 ′)

𝑆(𝑙,𝑛,ℎ,𝜏)−𝑆(𝑙′,𝑛′,ℎ′,𝜏 ′)−⟨𝑎(𝑙,𝑛,ℎ),(𝑙−𝑙′,𝑛−𝑛′,ℎ−ℎ′)⟩−𝑎𝜏 (𝜏−𝜏 ′)√
(𝑙−𝑙′)2+(𝑛−𝑛′)2+(ℎ−ℎ′)2+|𝜏−𝜏 ′|

≤ 0
}︁

íåïóñò è ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ(︃
𝜓1(𝜏

′), 𝜓2(𝜏
′), 𝜓3(𝜏

′), − min
𝑢∈[0,𝑅]

{︂
𝜓1(𝜏)𝐹1

(︁
𝑙̂(𝜏), ℎ̂(𝜏)

)︁
+

+𝜓2(𝜏)𝐹2

(︁
𝑙̂(𝜏), 𝑛̂(𝜏), ℎ̂(𝜏)

)︁
+
(︁
−𝛾ℎℎ̂(𝜏) + 𝑢

)︁
𝜓3(𝜏)

}︂)︃
,
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÷òî
(︁
𝑙̂(𝜏), 𝑛̂(𝜏), ℎ̂(𝜏), 𝜓1(𝜏), 𝜓2(𝜏), 𝜓3(𝜏)

)︁
-íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà çà-

äà÷è (4.3), (4.5), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèàÿì

(𝑙̂, 𝑛̂, ℎ̂)|𝜏=𝜏 ′ = (𝑙′, 𝑛′, ℎ′) ,

𝑆(𝑙′, 𝑛′, ℎ′, 𝜏 ′) = Φ𝑠

(︁
(𝑙̂, 𝑛̂)|𝜏=0

)︁
.

Ñîãëàñíî (4.3) çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìîæåò

áûòü çàïèñàí êàê

𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅, åñëè
𝜕𝑆

𝜕ℎ
(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0,

0, åñëè
𝜕𝑆

𝜕ℎ
(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅], åñëè
𝜕𝑆

𝜕ℎ
(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0,

ëþáîå èç [0, 𝑅], åñëè
𝜕𝑆

𝜕ℎ
(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) íå ñóùåñòâóåò.

(4.6)

Åñëè ìû çíàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (4.3), òî

òîãäà ñ ïîìîùüþ (4.6) è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëó-

÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ (1.4), (4.2).

Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ìîæíî íàéòè ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (4.3). Äëÿ ýòîé öåëè íåîáõîäè-

ìî íàéòè äâà òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), êîãäà 𝑢 = 𝑅, è

𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) â ñëó÷àå 𝑢 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èùåòñÿ ðåøåíèå

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) è 𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) îïðåäåëåíû

â îáëàñòÿõ 𝐷𝑅 è 𝐷0:

𝐷𝑅 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) < 0

}︀
,

𝐷0 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) > 0
}︀
,

(4.7)

ãäå 𝑆ℎ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝑆 ïî ïåðåìåííîé ℎ.
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×åðåç 𝐷𝑅
𝜏 (𝐷0

𝜏 ) îáîçíà÷èì ñå÷åíèå ìíîæåñòâà 𝐷𝑅 (𝐷0) ïëîñêîñòüþ ñ ôèê-

ñèðîâàííûì çíà÷åíèåì 𝜏 .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû 𝛾𝑅 è 𝛾0 îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

𝛾𝑅 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0

}︀
∩ 𝜕𝐷𝑅,

𝛾0 =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0 : 𝑆0

ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0
}︀
∩ 𝜕𝐷0.

(4.8)

×åðåç 𝛾𝑅𝜏 è 𝛾0𝜏 îáîçíà÷èì ñå÷åíèÿ 𝛾𝑅 è 𝛾0 ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòüþ ñ

ôèêcèðîâàííûì çíà÷åíèåì 𝜏 . Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 𝛾𝑅 è 𝛾0 ñëåäóåò, ÷òî

îíè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî äëÿ 𝜏 = 0.

Îáîçíà÷èì Ω𝑅 è Ω0 îáëàñòè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñòèã-

íóòà òðàåêòîðèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

𝑑𝑙(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑟𝑙𝑙(𝑡) + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)

𝑑𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑟𝑛𝑛(𝑡) + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙(𝑡) + 𝑓𝑛(ℎ)

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾ℎℎ(𝑡) + 𝑢(𝑡)

𝑑𝑡

𝑑𝜏
= −1,

(4.9)

èç ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ ìíîæåñòâ:

𝐷𝑅
0 =

{︀
𝑙 = 𝑙0, 𝑛 = 𝑛0, ℎ = ℎ0, 𝜏 = 0 : (𝑙0, 𝑛0, ℎ0) ∈ 𝐷𝑅

}︀
äëÿ 𝑢 = 𝑅 è, ñîîòâåòñòâåííî,

𝐷0
0 =

{︀
𝑙 = 𝑙0, 𝑛 = 𝑛0, ℎ = ℎ0, 𝜏 = 0 : (𝑙0, 𝑛0, ℎ0) ∈ 𝐷0

}︀
äëÿ 𝑢 = 0.

Òàê êàê îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0 âêëþ÷àþò ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ

íà çíàê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïñåâäîðåøåíèé, òî îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæå-

91



ñòâàìè 𝐷𝑅 è Ω𝑅 òàêæå êàê è ìåæäó 𝐷0 è Ω0 ìîãóò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ,

ïðîèçâîëüíûìè. Íàïðèìåð, åñëè Ω𝑅 = 𝐷𝑅, òî òîãäà ãðàíèöà 𝛾𝑅 îïðåäåëÿåò

çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅, åñëè (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅,

0, åñëè (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) /∈ 𝐷𝑅.

(4.10)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà 𝐷0 = Ω0, òî ãðàíèöà 𝛾0 îáåñïå÷èâàåò çàêîí

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, åñëè (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0,

𝑅, åñëè (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) /∈ 𝐷0.

(4.11)

Ñëó÷àé, â êîòîðîì íè îäíî èç ìíîæåñòâ Ω𝑅 è Ω0 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ìíîæå-

ñòâàìè 𝐷𝑅 è 𝐷0, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñó-

ùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔 òàêîå, ÷òî åñëè ìû çíàåì çíà÷åíèå ôóíêöèè Áåëë-

ìàíà íà 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔, òî òîãäà âîçìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà (4.3). Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü ñèíãóëÿð-

íûõ õàðàêòåðèñòèê è áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòàõ À. À. Ìåëèêÿíà ïî

òåîðèè èãð [58]. Îáû÷íî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà íà ñèíãóëÿðíîé õàðàê-

òåðèñòèêå òàêæå êàê è åå ðàñïîëîæåíèå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ íåêî-

òîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàê áóäåò ïîêà-

çàíî íèæå, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðè-

ñòèêè ñâÿçàíî ñî ñëó÷àåì, â êîòîðîì â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ îñîáîå óïðàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåò îïòèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ âíóòðè äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà [0, 𝑅].
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4.2 Анализ и построение псевдорешений уравнения

Гамильтона-Якоби-Беллмана

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà 𝑆𝑅

è 𝑆0 íåîáõîäèìî íàéòè õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (4.9) äëÿ 𝑢 = 0 è 𝑢 = 𝑅

ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòè õàðàêòåðèñòèêè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ψ𝑅,0
1 (ℎ, 𝜏) = ℎ𝑒−𝛾ℎ𝜏 +

𝑢̄

𝛾ℎ

(︀
1 − 𝑒−𝛾ℎ𝜏

)︀
𝑍𝑅,0
1 (𝑠) =

(︂
ℎ𝑒−𝛾ℎ𝜏 +

𝑢̄

𝛾ℎ

(︀
1 − 𝑒−𝛾ℎ𝜏

)︀)︂
𝑒𝛾ℎ𝑠 − 𝑢̄

𝛾ℎ
(𝑒𝛾ℎ𝑠 − 1)

Ψ𝑅,0
2 (𝑙, ℎ, 𝜏) = 𝑙𝑒−𝑟𝑙𝜏 +

𝛾𝑙
𝑟𝑙

(︀
1 − 𝑒−𝑟𝑙𝜏

)︀
+

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙

(︁
𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠

𝑍𝑅,0
2 (𝑠) =

⎛⎝𝑙𝑒−𝑟𝑙𝜏 +
𝛾𝑙
𝑟𝑙

(︀
1 − 𝑒−𝑟𝑙𝜏

)︀
+

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙

(︁
𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑒𝑟𝑙𝑠

−𝛾𝑙
𝑟𝑙

(𝑒𝑟𝑙𝑠 − 1) − 𝑒𝑟𝑙𝑠
𝑠∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝜉𝑓𝑙

(︁
𝑍𝑅,0
1 (𝜉)

)︁
𝑑𝜉

Ψ𝑅,0
3 (𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑛𝑒−𝑟𝑛𝜏 +

𝛾𝑛
𝑟𝑛

(︀
1 − 𝑒−𝑟𝑛𝜏

)︀
+

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑛𝑠𝑓𝑛(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))𝑑𝑠

+𝑐𝑎
𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑛𝑠𝑒−𝑍
𝑅,0
2 (𝑠)𝑑𝑠

(4.12)

Çäåñü õàðàêòåðèñòèêè ñ âåðõíèì èíäåêñîì 𝑅 (𝑢̄ = 𝑅) îòâå÷àþò ïñåâäîðå-

øåíèÿì 𝑆𝑅 è õàðàêòåðèñòèêè ñ âåðõíèì èíäåêñîì 0 (𝑢̄ = 0) îòâå÷àþò ïñåâäî-

ðåøåíèÿì 𝑆0. Ñ ïîìîùüþ (4.12) ìîæíî ïîëó÷èòü ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (4.3):
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𝑆𝑅,0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ𝑅,0
2 , åñëè 𝑁𝑎𝑒

−Ψ𝑅,0
3 ≥ ̂︀𝑁,

𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ𝑅,0
2 + 𝛽(𝑁𝑎𝑒

−Ψ𝑅,0
3 − ̂︀𝑁)2, åñëè 𝑁𝑎𝑒

−Ψ𝑅,0
3 < ̂︀𝑁.

(4.13)

Èñïîëüçóÿ (4.13) ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0:

𝐷𝑅,0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 : −2𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ𝑅,0
2 Ψ2

𝑅,0
ℎ ≷ 0,

åñëè 𝑁𝑎𝑒
−Ψ𝑅,0

3 ≥ ̂︀𝑁,
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 : −2

(︁
𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ𝑅,0
2 Ψ2

𝑅,0
ℎ + 𝛽𝐺𝑅,0

ℎ (𝐺𝑅,0 − 𝑁̂)
)︁
≷ 0,

åñëè 𝑁𝑎𝑒
−Ψ𝑅,0

3 < ̂︀𝑁,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.14)

ãäå 𝐺𝑅,0 = 𝑁𝑎𝑒
−Ψ𝑅,0

3 è 𝐺𝑅,0
ℎ = 𝑁𝑎𝑒

−Ψ𝑅,0
3 Ψ𝑅,0

3ℎ
. Â óðàâíåíèè (4.14) ñ Ψ𝑅,0

𝑖ℎ
, 𝑖 =

{2, 3}, îáîçíà÷åíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ψ𝑅,0
𝑖 ïî ïåðåìåííîé ℎ. Âåðõíèé èíäåêñ

𝑅 è íåðàâåíñòâî < 0 îòâå÷àþò 𝐷𝑅, âåðõíèé èíäåêñ 0 è íåðàâåíñòâî > 0

îòâå÷àþò 𝐷0.

Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äàþò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ïñåâäîðåøåíèé 𝑆𝑅ℎ è 𝑆0
ℎ:

Ψ𝑅,0
2ℎ

=

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)
𝑑𝑓𝑙(𝑍

𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

𝑑𝑠, (4.15)

ãäå â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

𝑑𝑓𝑙(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

=
𝜆𝑙(︁

ℎ𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠) + 𝑢̄
𝛾ℎ

(︀
2𝑒𝛾ℎ𝑠 − 𝑒𝛾ℎ(𝜏−𝑠) − 1

)︀
+ 1
)︁2 , (4.16)

à äëÿ ñëó÷àÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

𝑑𝑓𝑙(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

= 𝛼𝑙𝑒
−𝑏·𝑍𝑅,0

1 (𝑠) ·
(︂

1 − 𝑏 ·
(︂
ℎ𝑒−𝛾ℎ𝜏 +

𝑢̄

𝛾ℎ

(︀
1 − 𝑒−𝛾ℎ𝜏

)︀)︂
𝑒𝛾ℎ𝑠
)︂
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+𝛼𝑙𝑒
−𝑏·𝑍𝑅,0

1 (𝑠)𝑏𝑢̄

𝛾ℎ
(𝑒𝛾ℎ𝑠 − 1) . (4.17)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, êîãäà

𝑁𝑎𝑒
−Ψ𝑅,0

3 < ̂︀𝑁 , òðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

Ψ𝑅,0
3ℎ

=

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑛𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)
𝑑𝑓𝑛(𝑍

𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

𝑑𝑠+ 𝑐𝑎

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑛𝑠−𝑍
𝑅,0
2
𝜕𝑍𝑅,0

2 (𝑠)

𝜕ℎ
𝑑𝑠 (4.18)

ãäå â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

𝑑𝑓𝑛(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

=
𝜆𝑛(︁

ℎ𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠) + 𝑢̄
𝛾ℎ

(︀
2𝑒𝛾ℎ𝑠 − 𝑒𝛾ℎ(𝜏−𝑠) − 1

)︀
+ 1
)︁2 , (4.19)

à äëÿ ñëó÷àÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

𝑑𝑓𝑛(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

= 𝛼𝑛𝑒
−𝑏·𝑍𝑅,0

1 (𝑠) ·
(︂

1 − 𝑏 ·
(︂
ℎ𝑒−𝛾ℎ𝜏 +

𝑢̄

𝛾ℎ

(︀
1 − 𝑒−𝛾ℎ𝜏

)︀)︂
𝑒𝛾ℎ𝑠
)︂

+𝛼𝑛𝑒
−𝑏·𝑍𝑅,0

1 (𝑠)𝑏𝑢̄

𝛾ℎ
(𝑒𝛾ℎ𝑠 − 1) . (4.20)

Äëÿ ïðîèçâîäíîé 𝜕𝑍𝑅,0
2

𝜕ℎ â (4.18) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

𝜕𝑍𝑅,0
2 (𝑠)

𝜕ℎ
= 𝜕

𝜕ℎ

(︃[︁
𝑙𝑒−𝑟𝑙𝜏 + 𝛾𝑙

𝑟𝑙
(1 − 𝑒−𝑟𝑙𝜏) +

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))𝑑𝑠

]︁
𝑒𝑟𝑙𝑠

)︃

= 𝑒𝑟𝑙𝑠 𝜕𝜕ℎ

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))𝑑𝑠 = 𝑒𝑟𝑙𝑠

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠 𝑑𝑓𝑙(𝑍
𝑅,0
1 (𝑠))

𝑑𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

· 𝜕𝑍
𝑅,0
1 (𝑠)
𝜕ℎ 𝑑𝑠

= 𝛼𝑙𝑒
𝑟𝑙𝑠

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝑏𝑍
𝑅,0
1 (𝑠)

(︁
1 − 𝑏𝑍𝑅,0

1 (𝑠)
)︁
𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)𝑑𝑠.

(4.21)
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Èç (4.8), (4.15) è (4.18) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ãðàíèö

𝛾𝑅 è 𝛾0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà â çàäàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

îáðàòíîé ñâÿçüþ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îáà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ [60]:

C1 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁 è

C2 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 .

4.2.1 Mонотонная функция терапии

Ðàññìîòðèì C1 ïðè 𝑁(𝜏 = 0) ≥ ̂︀𝑁 . Òîãäà èç óðàâíåíèé (4.15) è (4.16) ïîëó-

÷èì ñëåäóþùóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïñåâäîðåøåíèÿ ïî ℎ:

𝑆0
ℎ(𝑖, 𝑛, ℎ, 𝜏) = −2𝐿2

𝑎𝑒

⎛⎝ 𝜏∫︀
0

−2𝜆𝑙𝑒
−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)

(ℎ𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)+1)
2 𝑑𝑠

⎞⎠ 𝜏∫︁
0

𝜆𝑙𝑒
−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)(︀

ℎ𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠) + 1
)︀2𝑑𝑠 < 0,

𝑆𝑅ℎ (𝑖, 𝑛, ℎ, 𝜏) = −2𝐿2
𝑎Λ(ℎ, 𝜏)𝑒−2Λ(ℎ,𝜏) < 0,

ãäå

Λ(ℎ, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝜆𝑙𝑒
−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)(︁

ℎ𝑒−𝛾ℎ(𝜏−𝑠) + 𝑅
𝛾ℎ

(︀
2𝑒𝛾ℎ𝑠 − 𝑒𝛾ℎ(𝜏−𝑠) − 1

)︀
+ 1
)︁2𝑑𝑠.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü 𝐷0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé (ñì. (4.7)) è ðåøåíèåì çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏).

Ñèíòåçîì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑅.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé C2, â êîòîðîì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ

âíå îáëàñòåé 𝐷𝑅 è 𝐷0. Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

𝐺 :=

{︂
(𝑙, 𝑛, ℎ) ∈ R3 : 𝑙 > 0, 𝑛 > 0, 0 ≤ ℎ ≤ 𝑅

𝛾ℎ

}︂
,
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ñîñòîÿùóþ èç âñåõ äîïóñòèìûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìû.

Êðîìå òîãî, ìû îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

∆ =
{︀
𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 : (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐺× [0, 𝑇 ]∖

{︀
𝐷𝑅 ∪𝐷0

}︀}︀
,

â êîòîðîé íå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ 𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏)

òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïñåâäîðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå

𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

𝐻 = 𝜓1(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙) + 𝜓2(−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒
−𝑙 + 𝑓𝑛) + 𝜓3(−𝛾ℎ · ℎ+ 𝑢)

è ñëåäóþùóþ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑙
= 𝑟𝑙 · 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡) · 𝑐𝑎 𝑒−𝑙(𝑡)

𝑑𝜓2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕𝑛
= 𝑟𝑛 · 𝜓2(𝑡)

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

*

𝜕ℎ
= −𝜓1(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
− 𝜓2(𝑡) ·

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝛾ℎ · 𝜓3(𝑡),

(4.22)

ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè

𝜓1(𝑇 ) = − 𝜕Φ𝑆

𝜕𝑙(𝑇 )
= 2𝐿𝑎𝑒

−2𝑙(𝑇 )

𝜓2(𝑇 ) = − 𝜕Φ𝑆

𝜕𝑛(𝑇 )
=

{︃
0, åñëè 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁,
2𝛽𝑁𝑎𝑒

−𝑛(𝑡)(𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑡) − ̂︀𝑁), åñëè 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁

𝜓3(𝑇 ) = − 𝜕Φ𝑆

𝜕ℎ(𝑇 )
= 0.

(4.23)
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Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà (4.3) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (4.4) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 𝑢̄ ∈ [0, 𝑅]

âëå÷åò

𝜕𝑆

𝜕ℎ
(𝑙(𝑡), 𝑛(𝑡), ℎ(𝑡), 𝑇 − 𝑡) = −𝜓3(𝑡) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (4.24)

ãäå 𝑙(·),𝑛(·),ℎ(·),𝜓3(·) óäîâëåòâîðÿþò (1.4), (4.22), (4.23) ïðè 𝑢(𝑡) ≡ 𝑢̄ è

𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) ̸= ̂︀𝑁 . Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñâÿçè ìåæäó ïðèíöèïîì ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åñëè ìû

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåí-

íîé òî÷êè 𝑢̄.

Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî (4.24) òàêæå ñïðàâåäëèâî, åñëè 𝑁𝑎𝑒
−𝑛(𝑇 ) = ̂︀𝑁 .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ Áåëëìàíà 𝑆 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîé âåçäå â îáëàñòè 𝐺 × [0, 𝑇 ], òàêèì îáðàçîì, åå ñóïåðäèôôåðåíöèàë

ñîñòîèò òîëüêî èç åãî ãðàäèåíòà [61].

Теорема 4.1 Для случая монотонной функции терапии не существует

подынтервала особого управление, то есть 𝑢 /∈ (0, 𝑅).

Доказательство Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäèíòåðâàë 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ] îñî-

áîãî óïðàâëåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

𝜓3(𝑡) = 0,
𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= 0,

𝑑2𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡2
= 0, . . . ∀𝑡 ∈ 𝐼.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà 𝑁(𝑇 ) ≥ ̂︀𝑁 . Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ

(4.22) è óñëîâèÿ íà îñîáîå óïðàâëåíèå ïîëó÷èì:

𝜓3(𝑡) =
𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜓1(𝑡)

𝑑𝑓𝑙(ℎ)

𝑑ℎ
− 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ)

𝑑ℎ
= 0.

Òàê êàê 𝜓2(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], òî òîãäà 𝜓1(𝑡) = 𝜓10𝑒
𝑟𝑙𝑡 åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ

ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè (çàìåòèì, ÷òî𝜓10 = 2𝐿𝑎𝑒
−𝑙(𝑇 )−𝑟𝑙𝑇 > 0).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì
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𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜓1(𝑡)

𝑑𝑓𝑙(ℎ)

𝑑ℎ
= −𝜓1(𝑡)

𝜆𝑙
(ℎ(𝑡) + 1)2

̸= 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè ïîäèûòåðâàëà îñîáîãî

óïðàâëåíèÿ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑁(𝑇 ) < ̂︀𝑁 èç óðàâíåíèé (4.17) è (4.18) ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

𝜓3(𝑡) =
𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜓1(𝑡) +

𝜆𝑛
𝜆𝑙
𝜓2(𝑡) =

𝑑2𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑟𝑙𝜓1(𝑡) + (𝑐𝑎𝑒

−𝑙 +
𝜆𝑛𝑟𝑛
𝜆𝑙

)𝜓2(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐼.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî

𝜓1(𝑡) = −𝜆𝑛
𝜆𝑙
𝜓2(𝑡) =

(︂
𝜆𝑛𝑟𝑛 − 𝜆𝑙𝑐𝑎𝑒

−𝑙

𝜆𝑙𝑟𝑙

)︂
𝜓2(𝑡)

è, òàêèì îáðàçîì, −𝜆𝑛 = 𝜆𝑛𝑟𝑛−𝜆𝑙𝑐𝑎𝑒−𝑙

𝑟𝑙
. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òîëü-

êî åñëè 𝑑𝑙(𝑡)
𝑑𝑡 = −𝑟𝑙𝑙(𝑡) + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ) = 0 ⇔ 𝑙(𝑡) = 𝛾𝑙+𝑓𝑙(ℎ)

𝑟𝑙
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà

𝐼. À ýòî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡 = 0 íà 𝐼.

Ïóñòü 𝑙(𝑡′) = 𝑘1, 𝑘1 ∈ R+ è (𝑡′, 𝑡
′′
) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì îñîáîãî óïðàâëå-

íèÿ. Èç àíàëèçà âûøå ïîëó÷èì, ÷òî

𝑙(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑙𝑡

⎛⎝𝑙0 − 𝑡∫︁
𝑡′

𝑒𝑟𝑙𝑠(𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ))𝑑𝑠

⎞⎠ = 𝑘1, 𝑡
′ < 𝑡 < 𝑡

′′
.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî óðàâíåíèå è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡 = 0, ℎ(𝑡) =

𝑘2, 𝑘2 ∈ 𝑅≥0 (const.) íà èíòåðâàëå îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷èì:

𝑙0 +

𝑡∫︁
𝑡′

𝑒𝑟𝑙𝑠(𝛾𝑙 + 𝑘2)𝑑𝑠 = 𝑙0 −
𝛾ℎ + 𝑘2
𝑟𝑙

(𝑒𝑟𝑙𝑡 − 𝑒𝑟𝑙𝑡
′
) = 𝑘1𝑒

𝑟𝑙𝑡

⇔ 𝑟𝑙
𝑘1(𝛾𝑙 + 𝑘2)

(︂
𝑙0 −

𝛾𝑙 + 𝑘2
𝑟𝑙

𝑒𝑟𝑙𝑡
′
)︂

̸= 𝑒𝑟𝑙𝑡 ∀𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡
′′
).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè

íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü èíòåðâàë îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. �

Òàê êàê îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ 𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ìîæåò ïðè-

íèìàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ 0 è 𝑅, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîâåðõíîñòü ïåðå-

êëþ÷åíèÿ 𝛾. Òàêèì îáðàçîì, ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îáëàñòè:

𝑄𝑅 := (𝐺× [0, 𝑇 ]) ∖(𝐷0 ∪ Ω𝑅) è 𝑄0 := (𝐺× [0, 𝑇 ]) ∖(𝐷𝑅 ∪ Ω0).

Теорема 4.2 Для случая монотонной функции терапии выполняется одно

из следующих утверждений:

i) 𝛾 = 𝛾𝑅 является поверхностью переключения, если (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅, а

оптимальное управление и функция Беллмана определяются следую-

щим образом:

𝑢*(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎨⎩0, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0 ∪ ∆,

𝑅, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅

è

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0,

𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ ∆,

𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅,

ãäå 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏).

ii) 𝛾 = 𝛾0 является поверхностью переключения, если (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0, а

оптимальное управление и функция Беллмана определяются следую-

щим образом:

𝑢*(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎨⎩0, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0,

𝑅, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅 ∪ ∆
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è

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0,

𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ ∆,

𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅,

ãäå 𝑆0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑆𝑅(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏).

Доказательство

i) Ðàññìîòðèì (𝑙, 𝑛, ℎ) ∈ 𝐷𝑅 è òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ñ îáëàñòè 𝐷𝑅 ÷åðåç 𝛾𝑅

â îáëàñòü 𝑄0 ñ 𝑢 = 𝑅. Òîãäà

𝑆 = 𝑆𝑅 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

𝜕𝑆𝑅

𝜕𝜏
=
𝜕𝑆𝑅

𝜕𝑙
(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)) +

𝜕𝑆𝑅

𝜕𝑛

(︀
−𝑟𝑛𝑛+ 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ)
)︀

+
𝜕𝑆𝑅

𝜕ℎ
, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝑄0

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îñîáûå óïðàâëåíèå

(òî åñòü 𝜕𝑆
𝜕ℎ

⃒⃒
𝜏∈(𝑡′, 𝑡′′) = 0) è, òàêèì îáðàçîì, 𝜕𝑆

𝑅

𝜕ℎ = 𝜕𝑆
𝜕ℎ > 0, îòêóäà 𝑢 = 0 â

îáëàñòè 𝑄0.

ii) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåì 4.1 è 4.2 ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèå ðàñ-

ñóæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (4.9) ñ íà÷àëü-

íûì ìíîæåñòâîì 𝐷0
0 (𝐷𝑅

0 ) è ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ 𝑢(𝑡) ≡ 0 (𝑢(𝑡) ≡ 𝑅) â

êîíêðåòíûé ìîìåíò 𝜏 çà Ω0
𝜏 (Ω

𝑅
𝜏 ). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ñè-

ñòåìû (4.9) ñ íà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì 𝛾0 è ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ 𝑢(𝑡) ≡ 0

(𝑢(𝑡) ≡ 𝑅) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè 𝜏 çà 𝜔0
𝜏 (𝜔

𝑅
𝜏 ). Îáîçíà÷èì

Ω𝑅,0 :=
⋃︁

𝜏∈[0,𝑇 ]

(︀
Ω𝑅,0
𝜏 × {𝜏}

)︀
, 𝜔𝑅,0 :=

⋃︁
𝜏∈[0,𝑇 ]

(︀
𝜔𝑅,0𝜏 × {𝜏}

)︀
.
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Çàìåòèì, ÷òî 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) 𝜔0 (𝜔𝑅) åñòü ãðàíèöà Ω0 (Ω𝑅). Ýòî ñëåäóåò èç

ôàêòà, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ 𝑢̄ ∈ [0, 𝑅] îòîáðàæåíèå

𝐺0 ∋ (𝑙(𝑇 ), 𝑛(𝑇 ), ℎ(𝑇 ), 𝜏) −→ (𝑙(𝑇 − 𝜏), 𝑛(𝑇 − 𝜏), ℎ(𝑇 − 𝜏), 𝜏)|𝑢(𝑡)≡ 𝑢̄

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôíûì.

Íà ñëåäóþùèõ äâóõ èëëþñòðàöèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ îáëà-

ñòåé è ãðàíèö äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ òåîðåìû 4.2. Íà èëëþñòðàöèè 4.1

ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝛾 = 𝛾𝑅 ïðè (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷𝑅.

Íà èëëþñòðàöèè 4.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà 𝛾 = 𝛾0, åñëè

(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐷0.

(l, n, h)γ0

τ

D0
0

D0
R

ω0

γ0

γR

DR

ωR

D0
Q0

Ðèñ. 4.1: Поверхность переключения 𝛾 = 𝛾𝑅.
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(l, n, h)

γR

γ0

τ

γ0

ω0

D0
0

D0
R

D0

DR

ωR

QR

Ðèñ. 4.2: Поверхность переключения 𝛾 = 𝛾0.

Çàìåòèì, ÷òî ãëàäêîñòü ôóíêöèè Áåëëìàíà ìîæåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî â

òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

Ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþò ïðîåêöèþ èíòåãðàëü-

íîé êðèâîé íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè:

𝐿𝑎 = 1010, 𝑁𝑎 = 1010, ̂︀𝑁 = 1.3 · 105, 𝑟𝑙 = 0.045, 𝑟𝑛 = 0.045, 𝛽 = 10, 𝛾𝑙 =

0.01, 𝛾𝑛 = 0.01, 𝛾ℎ = 0.5, 𝜆𝑙 = 5, 𝜆𝑛 = 2, 𝑐 = 3.7 · 10−9, 𝑅 = 1.
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Ðèñóíîê 4.3 ïîêàçûâàeò äèíàìèêó ñèñòåìû â îáëàñòÿõ (ãðàôèê ñëåâà) è

ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ãðàôèê ñïðàâà). Íà

ðèñóíêå ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè. Ýòî ñëó÷àé, â êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñòàðòóåò ñ îáëàñòè 𝐷𝑅 ñ
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𝑢 = 𝑅. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íà÷àëà òåðàïèè, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òðàåêòî-

ðèè ñèñòåìû èäóò èç îáëàñòè 𝐷𝑅 (âðåìÿ èíòåíñèâíîé òåðàïèè) ÷åðåç ãðàíèöó

𝛾 â îáëàñòü 𝐷0 (âðåìÿ ðåëàêñàöèè). Åñëè òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ãðàíèöó, òî

òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Òàê êàê â îáëàñòè

𝐷0 ëåêàðñòâåííîå ñðåäñòâî íå ââîäèòñÿ, òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû âîçâðàùàþòñÿ

îáðàòíî â îáëàñòü 𝐷𝑅, ãäå òåðàïèÿ îïÿòü ñòàíîâèòñÿ èíòåíñèâíîé (𝑢 = 𝑅).

4.2.2 Немонотонная функция терапии

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé C1. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñèíãó-

ëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Теорема 4.3 Оптимальное управление с обратной связью в случае C1 за-

писывается в виде

𝑢*(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, åñëè ℎ > 1

𝑏 ,

𝑅, åñëè ℎ < 1
𝑏 ,

𝛾ℎ
𝑏 , åñëè ℎ = 1

𝑏 .

Доказательство Åñëè 𝑢̄ ∈ [0, 𝑅] ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è 𝑆𝑢̄(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏),

(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐺× [0, 𝑇 ], åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑆𝑢̄

𝜕𝜏
=

𝜕𝑆𝑢̄

𝜕𝑙
(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)) +

+
𝜕𝑆𝑢̄

𝜕𝑛

(︀
−𝑟𝑛𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ)
)︀

+

+
𝜕𝑆𝑢̄

𝜕ℎ
(−𝛾ℎℎ + 𝑢̄) , (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐺× [0, 𝑇 ],

𝑆𝑢̄(𝑙, 𝑛, ℎ, 0) = Φ𝑆(𝑙, 𝑛), (𝑙, 𝑛, ℎ) ∈ 𝐺,

ãäå

𝑆𝑢̄(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ𝑢̄
2 (𝑙,ℎ,𝜏,𝑠).
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Îáîçíà÷èì 𝑆𝑢̄ := 𝑆𝑢̄(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), 𝑆𝑅,0 := 𝑆𝑅,0(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

𝑆𝑢̄ = 𝐿2
𝑎 exp

⎧⎨⎩𝑙𝑒−𝑟𝑙𝜏 +
𝛾𝑙
𝑟𝑙

(︀
1 − 𝑒−𝑟𝑙𝜏

)︀
+

𝜏∫︁
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠𝑓𝑙

(︁
𝑍𝑅,0
1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠

⎫⎬⎭ . (4.25)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ (4.25) ïî ïåðåìåííîé ℎ (ñì.

(4.15))

𝑆𝑢̄ℎ = −2𝑆𝑢̄
𝜏∫︁

0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)
𝑑𝑓𝑙(𝑍

𝑢̄
1 (𝑠))

𝑑𝑍 𝑢̄
1 (𝑠)

𝑑𝑠. (4.26)

Î÷åâèäíî, ÷òî çíàê 𝑆𝑢̄ℎ çàâèñèò òîëüêî îò çíàêà
𝑑𝑓𝑙(𝑍

𝑢̄
1 (𝑠))

𝑑𝑍 𝑢̄
1 (𝑠)

. Òàêèì îáðàçîì, ñ

ïîìîùüþ (4.17) ïîëó÷àåì

sign
{︁
𝑆𝑢̄ℎ

}︁
= −sign

{︂(︂
1 − 𝑏 ·

(︂
ℎ𝑒−𝛾ℎ𝜏 +

𝑢̄

𝛾ℎ

(︀
1 − 𝑒−𝛾ℎ𝜏

)︀)︂
𝑒𝛾ℎ𝑠 +

𝑏𝑢̄

𝛾ℎ
(𝑒𝛾ℎ𝑠 − 1)

)︂}︂
.

(4.27)

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå(︂
𝑙 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0, ℎ =

1

𝑏
, 𝜏 = 0

)︂
(4.28)

è 𝑢̄ = 𝛾ℎ
𝑏 ìû ïîëó÷àåì

𝑆𝑢̄ℎ = 𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ =
𝑑𝑆

𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑆

𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡2
= · · · =

𝑑𝑛𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡𝑛
= 0, ∀𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔 ∈ ∆.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Áåëëìàíà (4.26) ïðè

𝑢̄ = 𝑅 è 𝑢̄ = 0, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

i) 𝑆𝑅ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0) < 0 äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (𝑙 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0, ℎ ≤ 1
𝑏 , 𝜏 = 0)

ii) 𝑆0
ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 ≥ 0) > 0 äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (𝑙 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0, ℎ ≥ 1

𝑏 , 𝜏 = 0).

Çàìåòèì, ÷òî i) è ii) îïðåäåëÿþò îáëàñòè 𝐷𝑅 è 𝐷0.
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Äàëåå èç ñîîòíîøåíèÿ (4.27) 𝑆𝑢̄ℎ < 0 (𝑆𝑢̄ℎ > 0) for ℎ < 1
𝑏 (ℎ > 1

𝑏) è 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ],

òîãäà ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçûâàòü. �

Ñëåäóþùàÿ èëëþñòðàöèÿ äåìîíñòðèðóåò ñìûñë òåîðåìû 4.3.
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Ðèñ. 4.3: Иллюстрация сингулярной характеристики 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔 в случае

C1.

Òàêèì îáðàçîì, êàðòà ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåêàðñòâà âî âñåì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Åñëè êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ÷åëî-

âåêà ìåíüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ℎ𝑚, òîãäà ñòðàòåãèÿ òåðàïèè çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîääåðæàíèè ìàêñèìàëüíîé äîçû ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà äî äîñòèæåíèÿ

êîíöåíòðàöèè çíà÷åíèÿ ℎ𝑚 è äàëüíåéøåãî ïîääåðæèâàíèÿ åãî íà ïîñòîÿííîì

óðîâíå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè ℎ > ℎ𝑚 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò èç

ôàçû ðåëàêñàöèè (𝑢 = 0) äî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà îò òåðàïèè

𝑓𝑙(ℎ𝑚) è äàëüíåéøåãî åãî ïîääåðæèâàíèÿ (ñì. ñëåäóþùèå ðèñóíêè).
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Ðèñ. 4.4: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ 𝑢(𝜏), íàéäåííîå ñ ïîìî-
ùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

0.46

0.47

0.48

0.49

0.5

0.51

0.52

0.53

τ non-dimensional therapy time

h
(τ
)

Synthesis of Optimal Feedback Control

 

 
numerical computed
analytical value

Ðèñ. 4.5: Êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà ℎ(𝜏), íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â

ñëó÷àå C2 íåîáõîäèì äàëüíåéøèé àíàëèç. Â äàííîì ñëó÷àå, êàê ðàññìàòðè-

âàëîñü âûøå, íåîáõîäèìî ïîñìîòðîèòü êàðòó ñèíòåçà â ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ

ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ℎ𝑚 äîñòèãàåòñÿ âî âðåìÿ ïðîöåññà òåðàïèè, òî åñòü

ℎ(𝜏 ′) = ℎ𝑚, 𝜏
′ ∈ [0, 𝑇 ]. Â ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ ñèòóàöèÿ

ìîíîòîííîãî ýôôåêòà òåðàïèè.

Теорема 4.4 В случае C2 существует сингулярная характеристика 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔,

соответствующая сингулярному управлению 𝑢(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝛾ℎ
𝑏 .

Доказательство Ðàññìîòðèì 𝑢̄ = 𝛾ℎ
𝑏 ∈ [0, 𝑅] êàê ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå

óïðàâëåíèÿ è 𝑆
𝛾ℎ
𝑏 (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏), (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐺× [0, 𝑇 ], åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑆
𝛾ℎ
𝑏

𝜕𝜏
=

𝜕𝑆
𝛾ℎ
𝑏

𝜕𝑙
(−𝑟𝑙𝑙 + 𝛾𝑙 + 𝑓𝑙(ℎ)) +

+
𝜕𝑆

𝛾ℎ
𝑏

𝜕𝑛

(︀
−𝑟𝑛𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝑐𝑎𝑒

−𝑙 + 𝑓𝑛(ℎ)
)︀

+

+
𝜕𝑆

𝛾ℎ
𝑏

𝜕ℎ

(︁
−𝛾ℎℎ +

𝛾ℎ
𝑏

)︁
, (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝐺× [0, 𝑇 ],

𝑆
𝛾ℎ
𝑏 (𝑙, 𝑛, ℎ, 0) = Φ𝑆(𝑙, 𝑛), (𝑙, 𝑛, ℎ) ∈ 𝐺,

ãäå

𝑆
𝛾ℎ
𝑏 (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝐿2

𝑎𝑒
−2Ψ

𝛾ℎ
𝑏

2 (𝑙,ℎ,𝜏) + 𝛽

(︂
𝑁𝑎𝑒

−Ψ
𝛾ℎ
𝑏

3 − ̂︀𝑁)︂2

.

Îáîçíà÷èì 𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå:
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𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ = −2𝐿2
𝑎𝑒

−2Ψ
𝛾ℎ
𝑏

2

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)−𝑏𝑍
𝛾ℎ
𝑏

1 (𝑠) · 𝑑𝑓𝑙(𝑍
𝑢̄
1 (𝑠))

𝑑𝑍 𝑢̄
1 (𝑠)

𝑑𝑠−

−2𝛽𝑁𝑎(𝑁𝑎𝑒
−Ψ

𝛾ℎ
𝑏

3 − ̂︀𝑁)
𝜏∫︀
0

𝑒𝑟𝑛𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)−𝑏𝑍
𝛾ℎ
𝑏

1 (𝑠) · 𝑑𝑓𝑛(𝑍
𝑢̄
1 (𝑠))

𝑑𝑍 𝑢̄
1 (𝑠)

𝑑𝑠−

−2𝛽𝑁𝑎(𝑁𝑎𝑒
−Ψ

𝛾ℎ
𝑏

3 − ̂︀𝑁)
𝜏∫︀
0

𝑒−𝑟𝑛𝑠−𝛾ℎ(𝜏−𝑠)−𝑍
𝛾ℎ
𝑏

2 (𝑠)
𝑠∫︀
0

𝑒−𝑟𝑙𝑠−𝛾ℎ(𝑠−𝜉)−𝑏·𝑍
𝛾ℎ
𝑏

1 (𝜉) · 𝑑𝑓𝑙(𝑍
𝑢̄
1 (𝑠))

𝑑𝑍 𝑢̄
1 (𝑠)

𝑑𝜉𝑑𝑠.

(4.29)

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå
(︀
𝑙 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0, ℎ = 1

𝑏 , 𝜏 = 0
)︀
è óðàâíåíèÿ

(4.17), (4.20) ïîëó÷èì ñèíãóëÿðíóþ õàðàêòåðèñòèêó 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔, òîãäà ñïðàâåäëèâî

𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ =
𝑑𝑆

𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑆

𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡2
= · · · =

𝑑𝑛𝑆
𝛾ℎ
𝑏

ℎ

𝑑𝑡𝑛
= 0, ∀𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

�

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå C2 ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòè-

êà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïîääåðæèâàíèå ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà òåðàïèè

𝑓𝑖(ℎ𝑚), 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑛}.
Òàêæå èíòåðåñíî ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ

òðàåêòîðèé (𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏 = 0) ∈ 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ñâÿçü ìåæäó

õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà è ñîïðÿæåííîé ïåðå-

ìåííîé â ïðèíöèïå ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [62]. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì

ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó (4.22) ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè

(4.23).

Òîãäà ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðå-

ìîé.

Теорема 4.5 Функция переключения 𝜓3(𝑡) не меняет знак, если ℎ(𝑇 ) =

ℎ𝑚 = 1
𝑏 в случае C2.

Доказательство Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ 𝜓3(𝑡) èìååò èç-

ìåíåíèå çíàêà íà [0, 𝑇 ) è ïðè ýòîì ℎ(𝑇 ) = ℎ𝑚. Ðàññìòîðèì âñïîìîãàòåëüíóþ

ôóíêöèþ
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𝜓3(𝑡) = 𝜓30 −
𝑡∫︁

0

𝑒−𝛾ℎ𝑠
(︂
𝜓1(𝑠)

𝑑𝑓𝑙(ℎ)(𝑠)

𝑑ℎ(𝑠)
+ 𝜓2(𝑠)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑠))

𝑑ℎ(𝑠)

)︂
𝑑𝑠,

êîòîðàÿ èìååò òå æå íóëè, ÷òî è 𝜓3(𝑡) è 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝜓3} = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝜓3} íà [0, 𝑇 ] è

ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑒𝛾ℎ𝑡

(︂
𝜓1(𝑡)

𝑑𝑓𝑙(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
+ 𝜓2(𝑡)

𝑑𝑓𝑛(ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)

)︂
. (4.30)

Òàê êàê ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè ôóíêöèè ëåæèò íóëü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

(ïåðåìåíà çíàêà), òî íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü íóëè ôóíêöèè 𝑑𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡 . Ðàñ-

ñìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

(i) ℎ(𝑡) = 1
𝑏 , 𝑡 = 𝑇 . Òîãäà 𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒
𝑡=𝑇

= 𝜓3(𝑇 ) = 𝜓3(𝑇 ) = 0. Ïðåîáðàçóÿ

óðàâíåíèå (4.30), ïîëó÷èì

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑒−𝛾ℎ𝑡

⎛⎝𝜓10 +

𝑡∫︁
0

𝑐𝑎𝜓20𝑒
(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑠𝑒−𝑙(𝑠)𝑑𝑠+

𝛼𝑛
𝛼𝑙
𝜓20𝑒

(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡

⎞⎠ .

Òîãäà äàëåå

𝑠𝑖𝑔𝑛

{︃
𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡

}︃
= 𝑠𝑖𝑔𝑛

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑠𝑒−𝑙(𝑠)𝑑𝑠+
𝛼𝑛
𝛼𝑙𝑐𝑎

𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡 +
𝜓10

𝑐𝑎𝜓20

⎫⎬⎭ .

è äëÿ 𝑡 < 𝑇

𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 ⇔ 𝑔(𝑡) = 𝑤(𝑡),

ãäå
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𝑔(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑠𝑒−𝑙(𝑠)𝑑𝑠 è 𝑤(𝑡) = − 𝛼𝑛
𝛼𝑙𝑐𝑎

𝑒(𝑟𝑛−𝑟𝑙)𝑡 − 𝜓10

𝑐𝑎𝜓20
.

Òàê êàê 𝑔′(𝑡) ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò, à 𝑤′(𝑡) ïîëîæèòåëüíàÿ,

ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. óñëîâèå î ñóùåñòâîâàíèå òî÷êà ïåðå-

êëþ÷åíèÿ â ïåðâîé ãëàâû 𝑟𝑙 > 𝑟𝑛), òî ñóùåñâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà ïå-

ðåìåíû çíàêà 𝑑𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡 íà [0, 𝑇 ), åñëè íåðàâåíñòâî 𝑔(0) < 𝑤(0) ñïðàâåäëèâî,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑑𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒
𝑡=0

< 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì âðåìÿ 𝑡 ∈ (0, 𝑇−𝛿]:
𝑑𝜓3(𝑡)
𝑑𝑡 < 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡) è 𝑑𝜓3(𝑡)

𝑑𝑡 > 0, 𝑡 ∈ (𝑡, 𝑇 − 𝛿], ñîîòâåòñòâåííî. Èç

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 𝜓3(𝑇 ) = 𝜓3(𝑇 ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ-

÷åíèÿ ìîæåò èìåòü ïåðåìåíó çíàêà, åñëè 𝜓3(0) > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèì

îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ 𝑢*(𝑡) = 𝑅, 𝑡 ∈ [0, 𝑡] è 𝑢*(𝑡) = 0

äëÿ 𝑡 ∈ (𝑡, 𝑇 ]. Òàê êàê ℎ(𝑡) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé äëÿ

𝑢(𝑡) = 0 ( òî åñòü íà (𝑡, 𝑇 ]), çíà÷åíèå ℎ(𝑇 ) = ℎ𝑚 = 1
𝑏 íå ìîæåò áûòü

äîñòèãíóòî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

(ii) ℎ(𝑡) = 1
𝑏 , 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑇 ], 0 < 𝑡′ < 𝑇 . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëó÷àÿ àíàëîãè÷-

íî ñëó÷àþ (i).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (ii) ðåàëèçóåòñÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íà ñèíãó-

ëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêå 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔 äëÿ 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑇 ]. �
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Ðèñ. 4.6: Иллюстрация синтеза в случае C2.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ℎ íå

ìîãóò äîñòèãíóòü ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ℎ𝑚 íà [0, 𝑇 ] ((𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝑊𝑖, 𝑖 = 1, 2)

ýêâèâàëåíòåí ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè.

Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ÿâëÿþòñÿ

åäèíñòâåííûìè âÿçêîñòíûìè ðåøåíèÿìè ñîãëàñíî ñàìîé ïðîöåäóðå ìåòîäà

õàðàêòåðèñòèê [62].

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ïåðåñåêàþòñÿ íà ñèíãóëÿðíîé ïîâåðõ-

íîñòè 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àíàëèçà ãëàäêîñòè ôóíêöèè Áåëëìàíà

𝑆(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) íà 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔 íåîáõîäèìî äîêàçàòü ðàâåíñòâî çíà÷åíèé äëÿ ãðàäèåíòîâ

∇(𝑙,𝑛,ℎ,𝜏)𝑆
𝑅,∇(𝑙,𝑛,ℎ,𝜏)𝑆

0 äëÿ ëþáîé òî÷êè íà 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔. Ýòî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç

𝑆ℎ(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) = 0 ∀(𝑙, 𝑛, ℎ, 𝜏) ∈ 𝛾𝑠𝑖𝑛𝑔.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ C1 è C2 ôóíêöèÿ Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêîé íà ñèíãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè.
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Заключение

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâ-

íûõ ñòðàòåãèé ëå÷åíèÿ â ïðåäñòàâëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñòðîé ìè-

åëîèäíîé ëåéêåìèè. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðàñìàòðèâàëàñü ñ îãðàíè÷åíèÿìè ,

îáóñëîâëåííûå ðåàëüíîñòüþ, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïîâûøèëî åå ñëîæíîñòü.

Ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà, ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, áû-

ëî àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñòðàòåãèÿ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Òî åñòü ñóùåñòâóåò ñîîòíî-

øåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî

òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òàêæå â ó÷åò ïðèíèìàëîñü îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî

ââîäèìîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Ýòî îãðàíè÷åíèå âîçäåéñòâóåò íå òîëüêî íà öåëåâîé ôóíêöèîíàë, òî åñòü âû-

çûâàåò åãî âîçðàñòàíèe ïðè íàðóøåíèè îãðàíè÷åíèé, íî è íà ãàìèëüòîíîâó

ñèñòåìó ñ ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè áûëà âäîáàâîê

ðàñøèðåíà âòîðûì îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü íà ïðàê-

òèêå. Äàííîå îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîð õèìèî-

òåðàïèè.

Òà æå ñàìàÿ ìîäåëü, êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè,

îïèñàííîé âûøå, áûëà ðàññìîòðåíà â äðóãîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè, ñ äâóìÿ

öåëåâûìè ôóíêöèÿìè. Ýòî ïðèâåëî ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

îïòèìèçàöèè, òî åñòü ïîèñêó ðåøåíèé, îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî, è ïîñòðîå-

íèþ ãðàíèöû Ïàðåòî. Òàê êàê âîçìîæíû íåñêîëüêî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðå-

øåíèé, òî íåîáõîäèìû ýêñïåðòû (ëèöà, ïðèíèìàþùèå ðåøåíèÿ) äëÿ âûáîðà

ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, òî èñïîëüçîâàëñÿ ìå-

òîä 𝜀-îãðàíè÷åíèé, öåëü êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å

ñ åäèíñòâåííûì öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
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ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà ëåéêåìè÷åñêèõ êëåòîê, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî

çäîðîâûõ êëåòîê íå äîëæíî óïàñòü íèæå çàäàííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ.

Âìåñòî ïîñòðîåíèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè áûëà

ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà àíàëèòè÷åñêè. Ìîäå-

ëèðîâàíèå îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê è íà êîíöåíòðàöèþ

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Áûëî ïðåäëîæåíî ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîãî ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëå-

íèÿ¿, êîòîðîå íàìíîãî ïðîùå ïîñòðîèòü, ÷åì îïòèìàëüíîå. Ñðàâíåíèå ðåçóëü-

òàòîâ ¾àëüòåðíàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ¿ è äâóõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïîêàçà-

ëè, ÷òî åñëè öåëåâîé ôóíêöèîíàë ìèíèìèçèðóåòñÿ òîëüêî ïî îäíîé ôàçîâîé

ïåðåìåííîé, òî ñòðàòåãèè èäåíòè÷íû.

Êðîìå òîãî, áûë ïîëó÷åí çàêîí ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìî-

ùüþ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ïî çíà÷åíèÿì

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè òåðàïèè áûëî ïîëó÷åíî îñîáîå óïðàâëåíèå.
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